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Gleichungen und Herleitungen
zur Supersymmetrie

Wir geben hier die notigen Definitionen und Rechenverfahren fiir allgemeine
supersymmetrische Modelle an. Die in Abschnitt 4.5 angegebene Lagrangedichte
kann direkt auf das MSSM oder die supersymmetrische QED oder QCD spezialisiert
werden. Viele der folgenden Definitionen und Rechnungen finden sich auch in [12,
16, 5, 11] oder [10], allerdings in anderen Konventionen. Unsere Konventionen sind
auf die Komponentenfelder aus [7] abgestimmt.

1 Lorentz- und Poincarégruppe und Spinoren

1.1 Poincaréalgebra

Die Lorentzgruppe ist die Gruppe aller Matrizen A* , auf dem Minkowskiraum, die
die Bilinearform xy = 2#g,, 2" und damit die Lichtgeschwindigkeit invariant lassen.
Dazu aquivalent ist

AP A g7 = g (1)
Der metrische Tensor ¢g"” ist dabei
g" = g, = diag(1, -1, -1, —1). (2)

Es ist g"gy,, = 05, und A, = g, A” fiir einen 4-Vektor A”. Eine infinitesimale
Lorentztransformation schreiben wir als

A, =01, + Wy, (3)
wobei die Bedingung (1) dquivalent zur Antisymmetrie w,, = —w,, ist.

Sei nun U(A) eine Darstellung der Lorentzgruppe. In dieser Darstellung
schreiben wir eine infinitesimale Lorentztransformation als

UG +w)=1— %WWJW (4)
mit antisymmetrischem J#*”. In der Fundamentaldarstellung ist also

(S, =i(9" g, T — "7 g0 7). (5)

Die Poincarégruppe ist die Gruppe der Lorentztransformationen und Translatio-
nen auf dem Minkowskiraum. Bezeichnet (A, a) die Transformation x — Az +a und
U(A, a) eine Darstellung der Poincarégruppe, so schreiben wir fiir eine infinitesimale
Transformation

U +w,e)=1+1i'P, — %wWJW. (6)
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Aus diesen Definitionen folgt, dafl P und J Tensoren unter Lorentztransformationen
sind, daf} also folgende Kovarianzeigenschaften gelten:

A", UNP'UNT = P (7)
A", N JUN)JPUN) T = g, (8)
Die infinitesimale Versionen dieser Kovarianzbeziehung ist
[P, J77] = (7Y, (9)
9, 07) = (T AT (T (10)

Eine wichtige Darstellung der Poincarégruppe ist die mit Differentialoperatoren
auf einem Funktionenraum auf dem Minkowskiraum. Diese Darstellung U(A, a) ist
definiert durch

(UM, 0)f)(z) = f(AN12) = J*=L" =i(a'd” — 2"0"), (11)
(U0,a)f)(z) = f(r —a) = P*=1i0". (12)

Die Vorzeichen bei den Definitionen von J* und P* wurden so gewahlt, daf
die Vorzeichen in dieser Darstellung den aus der Quantenmechanik iiblichen
entsprechen.

Sowohl aus der Differentialoperatordarstellung als auch aus den infinitesimalen
Versionen der Kovarianzbeziehungen oben als auch aus der fundamentalen Darstel-
lung der J* folgen die Vertauschungsrelationen der Poincaréalgebra

[P*, PY] = 0, (13)
[Pr, 7] = i(g" P — g7 PP, (14)
[JIW’ JPU] — Z( VP JHO _ ghP JVT 4 gho JVP VJJMP)_ (15)

1.2 2-Spinordarstellungen

Es ist niitzlich, die Weyl-Darstellung von y-Matrizen und den iiblichen 4-Spinoren,
die z.B. in der Dirac-Gleichung auftauchen, zu wéhlen. In dieser Darstellung zer-
fallen 4-Spinoren in zwei 2-Spinoren, sogenannte Weyl/van der Waerden-Spinoren
mit “gepunkteten” oder “ungepunkteten” Indizes. Die ~-Matrizen und Kombina-
tionen davon setzen sich aus 2 x 2-Blockmatrizen zusammen. Wir beginnen mit
einer systematischen Einfiihrung der 2-Spinoren und zugehéorigen o-Matrizen (diese
kann zunéchst iibersprungen werden), danach geben wir den Zusammenhang zu den
iiblichen 4-Spinoren und y-Matrizen an.

Wir betrachten zunéchst einen 2-Spinorraum, dessen Elemente wir mit ¢®
(v = 1,2) bezeichnen. Fiir jedes ¢* konnen wir drei weitere 2-Spinoren durch
Herunterziehen der Indizes und komplexe Konjugation wie folgt definieren:

Ed = (W)Ta Yo 1= Eaﬁwﬁa Ed = 6@6@6 = (@Z)a)T' (16)
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Hierbei nehmen die Indizes die Werte a = 1,2, & = 1,2 etc an, und

€af = —€Ba; €dB = _EBdH EO{B = €Ba; Edﬁ = EBO'H €12 = 17 €is = L. (17)

Die vier Raume der %, @a, Vo, 1, betrachten wir als vier unterschiedliche
Spinorraume, und wir werden auf jedem Raum eine unterschiedliche Darstellung
der Lorentztransformationen definieren.

Wir beginnen mit den Paulimatrizen

(1) () (0 )

und definieren damit die 4-Vektoren von Matrizen

ohe = (1,6")aq, (19)
gl = (1, —o")%, (20)

Die Indizes nehmen die Werte a = 1,2, & = 1,2 an. Die Indexstruktur kennzeichnet
hierbei, mit welchen Spinoren die Matrizen multipliziert werden sollen.

Zunachst konnen wir damit Spinordarstellungen der Lorentzgruppe auf den

. — . . . . —
Raumen der 1, und ¢ definieren. Sie sind durch die Generatoren %a‘“’ und %a"”
gegeben, wobei

(0")a " = 5(0"5" = "5, (21)

@) 5 = SEe =),

5 (22)

Daf} diese Generatoren die Algebra (15) erfiillen, 148t sich mit den leicht zu veri-
fizierenden Gleichungen

(cta” + o"a"), o= 25, g™, (23)
(EMOV +5V0'M)d 3 = 25d Bg;w. (24)

beweisen. Endliche Lorentztransformationen von v, sind dann im Einklang mit (6)
durch

M(A), # = (e*%wﬂv#)aﬁ (25)

definiert. M € SL(2,C), weil Tr(c") = 0, also detM = 1. Endliche Lorentztrans-

. —a i, @\ . . —
formationen von ¢/ sind analog durch (e 2V 3 ) 5 definiert, aber weil ot =g

ist, ist dies nichts anderes als

eiatd

M*IT(A)QB — (eéwwg)d 5 (26)
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Die Darstellung der Lorentzgruppe auf den beiden anderen, den 1 und 1 ,-Riéumen
ist durch €*® Mg Ye,s = (M~1); @ und edﬁ-M*ITﬁ 4610 = (MT)? 4 gegeben. Diese
Gleichungen folgen daraus, daBl detM = 1 ist. Aus demselben Grund sind die e-
Tensoren numerisch invariant:

M, 5My 5655 = €y det M = €,,. (27)
Insgesamt transformieren die Spinoren unter der Lorentztransformation A wie folgt:

Yo = (M)a” 3,

—& _ & _B

U= (M

o = (MY e,

by — Uy (M1

Und daher sind die folgenden Skalarprodukte lorentzinvariant:

VX = PN = —Xa¥” = X0 = XY, (28)
OX = 0Xt = X =¥ = X (29)
Wir definieren hier wie tiberall Produkte von Spinoren antikommutierend.

Wichtige Formeln, die sich fiir die hier definierten Matrizen ergeben, sind:

(O-AU'EV _'_ O.VE,UI)CV B — 250[ ﬁg/»“/’ (30)
Fo” +50")" 5 = 259 59", (31)
o' + 5P T = 2(g"T — g"T + ¢, (32)
Trots” = 2g", (33)
Troto’aPo’® = 2 (g;wgpa _ gupgua + guagup _ Z'E;wpo) , (34)
Trg,uauapao — 2 (g,ul/gpa _ gﬂpguo + gﬂogup + Z'EAWPU) ’ (35)
EQBEQBUZB = oMY (e = €45), (36)
(Wo)a = —eup (@), (37)
(")) = —eap(W)’, (38)
o(0"TY) = eap(tpo’T")’ (39)
mit dem antisymmetrischen Tensor in vier Dimensionen

+1 falls (u, v, p, o) gerade Permutation von (1,2,3,4),

e"r? = ¢ —1 falls (p, v, p, o) ungerade Permutation von (1,2, 3,4), (40)

0 sonst.
Aus der Gleichung (32) folgt auch das Transformationsverhalten der o-Matrizen:

AP M, Bor (MDY = o (41)

JeJe] gl
AP (M8 Bavﬁﬁ(M—l)ﬁ T = GHe, (42)
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Und daraus folgt die Kovarianz von ¥o*y:
PlotY = A" ot (43)

und entsprechend fiir ¢t y.

1.3 4-Spinordarstellung

Nun konnen wir den Zusammenhang zu den iiblichen 4-Spinoren angeben. 4-
Spinoren setzen sich aus zwei zueinander ladungskonjugierten 2-Spinoren ., Xa

zusaminen:
%)
v = : 44
(XCM ( )

Wir stellen die v-Matrizen dar als

(@]
Q
=
~__

—~
N
Tt
SN—

(=5
v (00 (16
=t = (50 (@
PR::H275 - (8 ?) (48)

Die so definierten y-Matrizen erfiillen die Clifford-Algebra
{77} = 29" (49)

und

{2’} =0. (50)
Auf dem Raum der 4-Spinoren ist die Darstellung der Lorentzgruppe durch die
Generatoren

S = o, (51)

ot 0
BV —
1= (% ) (52)
definiert.! Daf} die S* die Algebra (15) erfiillen, folgt allein aus der Clifford-Algebra.

Wegen PV = (wo") und Pr¥ = (;a) nennen wir ¢ einen linkshéandigen und Y einen
rechtshandigen 2-Spinor.

v

1
2
g o b
2

!Die Unterscheidung im Druck zwischen den Matrizen o*¥ im 4-Spinorraum und o*¥ im 2-
Spinorraum halten wir nur in diesem Abschnitt aufrecht. Ansonsten geht aus dem Zusammenhang
und der Indizierung immer hervor, welche von beiden gemeint ist.
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Adjungierte und ladungskonjugierte 4-Spinoren werden wie iiblich definiert:
V=00 gC .= MOWQWT. (53)

Daraus ergeben sich die folgenden iibersichtlichen Relationen zwischen 4- und 2-
Spinoren:

¥ - (g) T— (). (54a)
¥ = (%) T = (" %) (54b)

Majoranaspinoren erfiillen die Einschrinkung U¢ = W, also Y, = %o. Spinoren mit
U = ¥% nennen wir Diracspinoren.

Wichtige Formeln, die sich leicht mit 2-Spinoren verstehen lassen, sind (sogenan-
nte Flip-Regeln, siehe dazu auch [2]):
\I/1PL\I/2 == \112 PL\III = Xl’QZJQ, (55)
— —C —_
U, PrU,; = U, PR\I’1C = 1 Xa, (56)
— _C —_ J—
Uy Ply = Wy (=" Pr)Uy = 5%ty = —thoo?y, (57)
= —C
Ui{1,7° 7,71, = U, {1,9°, =, 4"} 07 (58)

Hermitesche Konjugation verhéalt sich wie folgt:

Ed = (@Z)a)Ta @a = (%)T, (@Z)l?/}Q)T = 52@17 (¢10M@2)T = ¢20M@1- (59)
Damit gelten folgende Gleichungen:

(U, PL0,)T = WyPRUy, (60)

(U PLO,)T = Wy PLiy, (61)
(EI”YHPR\IIQ)T = E2’7”3}%‘1’17 (62)

(U1 {1,7°, 9" 7" 0)T = Wofl, =%, 2%, 4497} 0. (63)

Wichtige Formeln mit den y-Matrizen sind:

P = inPyln2e
= —%euupaw“v”’vpv", (64)
) =1 (65)
WP, = Py, (66)
vPr = PrAy*, (67)
Vet = %e““p"apa. (68)
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Die néchsten Formeln beruhen nur auf der Clifford-Algebra (49), allerdings ver-
allgemeinert auf eine D-dimensionale Raumzeit mit ¢g*’g,, = D. Daf} diese bei-
den Gleichungen fiir beliebige D erfillbar sind, zeigt die explizit in [1] konstruierte
Darstellung. Es gilt:

YW = D, (69)

VY = (2-D)", (70)

VYA Y, = 49" — (4 — D)y~ (71)

VYAV = =297 + (4 = D)y, (72)

Tr y#o" = ¢"Tr 1, (73)

Tr 9"y = (9"9" = ¢"¢" + ¢"7¢")Tr 1, (74)

Tr (ungerade Anzahl v. 4#1) = 0. (75)

2 Supersymmetrie und Superraum

2.1 Supersymmetriealgebra

Die Supersymmetriealgebra ist eine nichtvertauschende FErweiterung der
Poincaréalgebra, die von den Generatoren P*, J* @, und @, erzeugt wird.
Die Vertauschungsrelationen sind:

[P, PY] = 0, (76)
[P#, J7] = i(g"* P — g" P?), (77)
[, 0P = (g — g 4 gh T — g ), (T8)
{Qa, Qs} = {Q4s, Qs} = 0, (79)
{Qm@d} = QOgde (80)
[P, Q0] = [P*,Qs] = 0, (81)
Q] =~ a0 Q) (52)

Dabei ist die Vertauschungsrelation zwischen @), und J* aquivalent dazu, dal @),
ein Spinoroperator ist:

M(A)a 7 UM)QsUMN) ™ = Qa. (83)

2.2 Superraum und Differentialoperatordarstellung

Die eigentliche Supersymmetriegruppe wird von den Generatoren @, @, und P*
erzeugt. Thre Elemente hingen von zwei mal zwei antikommutierenden Parametern

(e . . .
§%, ¢ und vier kommutierenden Parametern a, ab und sind durch

G(a,&,€) = /el +eR+Q0) (84)
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definiert. Der Parameterraum dieser Gruppe ist das Produkt des Minkowskiraumes
und zweier Spinorraume, der Superraum. Die Elemente des Superraums sind die

Tupel z = (a:“,@a,ga).

Der Superraum ist der natiirliche Darstellungsraum der Supersymmetriealgebra,
genauso wie der Minkowskiraum fiir Poincarétransformationen. Die Lorentztrans-
formationen sind auf dem Superraum durch den Vektor- bzw. Spinorcharakter von
x, 0,0 bereits definiert. Die eigentliche Supersymmetrietransformation ist:

(a#,00,8") =+ (" +i€0"0 +i€5"0, 00 + €0, +E°). (85)

Sehr niitzlich ist es, genau wie fiir die Poincaréalgebra auch fiir die Supersym-
metriealgebra eine Darstellung durch Differentialoperatoren zu ermitteln. Dies ist,
wieder analog zum Minkowskiraum, auf dem Superraum nun moglich. Zunéchst
definieren wir Ableitungen nach 6 auf dem Superraum?

005 := 0% 5, 0u0" =0, ", (86)

— _ﬁ B —&— &

9af" =057, 0°0;:=0 (87)
00" =6 &0 0a=2¢, (88)

wobei die Ableitungen mit Spinoren antikommutieren. Die eigentlichen Differential-
operatoren, die die Darstellung der Supersymmetriealgebra bilden, sind wie folgt
definiert:

Pt = ot (89)
Qo = (0a +ia(c"0)0,), (90)
Qs = (=04 —1(00")s0,). (91)
Diese Generatoren erfiillen
e PHQIRO P (1 9 §) = F(x — a — i€of — i€50,0 — £,0 — €) (92)

fiir Funktionen F(z,6,0) auf dem Superraum.

2.3 Kovariante Ableitungen und Integrale

Es ist glinstig, supersymmetriekovariante Ableitungen zu ermitteln. Zum einen ist
nach der Algebra die Ortsableitung 0, kovariant: [0, Q,] = 0. Es gibt zum anderen
auch kovariante Erganzungen der 0,:

Dy = 0y —in(c"0)0,, (93)

Ed = —gd—i—i(ea“)d@w (94)

D*:=¢Dy = —0“+i(65")0,, (95)

D" =Dy = F°—i%(3"0)d,. (96)

2Diese Konvention hat allerdings die Folge, da8 0, = —¢,30” und 954 = —e dﬁﬁﬁ ist. Eine

natiirliche Definition gibt es durch Gl. (88) nur fiir 9, und a”.
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Diese Ableitungen erfiillen
{DOHQ&} = {Dm@d} = {DavDﬁ} = {ﬁdvﬁﬁ'} =0, (97>
{Da, Ds} = {Qa, Qu} = 2i04,6,04- (98)

Nun definieren wir Integrale auf dem Superraum.

/d@a 1:=0, /d@”" 1:=0, (99)
/d@a 0% =6, ", /d@“ 0;:=0% 4, (100)

/d@a 0%07 = 6, P07 — 0°5,, 7, /d_d 005 := 6% ;05 —00% 5, (101)

/d@a 0;:= —§B/d0a, /d@“ 9% .= —eﬁ/déo‘, (102)
9 1 B 97 1 —& —B
d*0 = e dfdbs, 0 = egy [ dO T (103)

Damit ergeben sich die wichtigen Gleichungen

/d29 00 = ieaﬁew(aﬁ Y00 % — 00 05 °) =1, (104)
/d2§ 00 = 1. (105)

Diese Integrale sind damit fiir beliebige Integranden definiert, denn wegen der An-

tikommutativitat gibt es nur Polynome 2. Grades in 61, 65 oder 51,52. Somit ver-
schwinden Integrale iiber totale #-Ableitungen:

/ 4200, f(0) = / d209" £(9) = 0. (106)
Deltafunktionen lassen sich durch 6%(f) := 00 und §2(0) := 66 definieren. Sie
erfiillen:

/ d205%(0)(a + b0, + cb0) = a, (107)

/ d2052(0)(a + b;0" + c00) = a. (108)

Verschwinden Integrale von totalen Raumableitungen iiber den ganzen Minkowski-
raum, so lassen sich die f-Integrale durch kovariante Ableitungen ersetzen. Es ist
namlich
DD
<06
—4 —4

_Daligg (109)
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Deshalb ist

_ DD _
/d4:p/d20 F(x,0,0) = /d4x TQF(x,H,H) (110)
und genauso
_ _ D, D" _
/d4x/d2 0F (x,0,0) = /d% “4 F(z,0,0). (111)

Zuletzt definieren wir noch das Integral

/d40 = /d20d2§. (112)

Damit sind die Integrale ein Mittel, um aus Polynomen in den 6 und 0 gewisse Kom-
ponenten herauszuprojizieren. [ d*§ ergibt die 0066-Komponente, [ d*52(0) die 66-
Komponente, [ d*06%(0) die §9-Komponente und [ d*06*(6)6*(0) die 1-Komponente.

2.4 Formelsammlung

Weitere wichtige Formeln mit den #-Variablen sind:

0°0; = %56“ 500, (113)
00" = %@ 599, (114)
0,00 = 20, (115)
900 = 20", (116)
Oo'p = —otd, (117)
U0 b = —500 v, (118)
— 1— —a
oo = —5«9«9 (VN (119)
005 O = —X"0 Oy %00 Yo' = —%99 o'y, (120)
Gt 90 = —xo"B 00 = 00 xo" = — 500 U, (121)
i) 00g+ (122)
60F 60"F — —00"8 35”6 %GG@Q‘“’, (123)
_ _ 1
05" 500 = SOINT 0" 70", (124)
Go* 050 —00°5" 0. (125)
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3 Superfelder

Superfelder sind Funktionen auf dem Superraum, die in den #-Variablen analytisch
sind [9, 6]. Die Taylorentwicklung in den 6 bricht wegen der Antikommutativitéat
ab und die Entwicklungskoeffizienten sind Funktionen auf dem Minkowskiraum,
die Komponentenfelder. Wir betrachten skalare Superfelder, deren Supersymme-
trietransformationen durch

F'(2,0,0) = F(x,0,0), F =¢@P+Q+Qp (126)

mit den Differentialoperatoren (89) definiert sind. Durch verschiedene weitere Ein-
schrankungen an die Superfelder erhalten wir méglichst kleine Supersymmetriemul-
tipletts.

3.1 Chirale Superfelder

Skalare Superfelder, die der Einschrankung
Dy® =0 (127)

gentigen, heifien chiral. Wir werden zeigen, daf} chirale Superfelder als fermionischen
Freiheitsgrad einen linkshiandigen Spinor enthalten. Wegen { Dy, Qs} = { Dy, Q3} =
0 ist diese Einschrankung kovariant unter Supersymmetrie. Die allgemeine Losung

zu dieser Gleichung finden wir in der chiralen Basis (y, 01, 60;) mit

ot =y" +i6,0"0;, 0=16,, 6=0, (128)

In dieser Basis ist (Konvention Eéﬁﬁ = 86%56 = 55)

—B, = —0a+i(00"),(3,0")0,
= —04+i(00")40,
= D,. (129)
Entsprechend folgt _
Dy = 0y — 2ia(0"01)0, (130)
Also hat ein allgemeines chirales Superfeld die Form
(,0,0) = 6(y,0) = e """ g(x,0), (131)
in Komponenten:
0y, 0) = Aly) + V2 00(y) + 06F(y), (132)

O(,0,0) = A(z)+ V2 0d(z) + 00F (x)
6080, A(x) — iee@aﬂaﬁ(@«)

~ 7 0005+ 0,1 (z). (133)
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Die Felder A, v, F' bilden ein chirales Multiplett. A und F sind komplexe Skalarfelder
und ¢ ist ein linkshandiger 2-Spinor.

3.2 Antichirale Superfelder

Antichirale Superfelder ® sind durch die Einschrinkung
D,® =0 (134)

definiert. ® = ®' ist genau dann antichiral, wenn ® chiral ist. Die Komponentenz-
erlegung eines allgemeinen antichiralen Superfeldes ist daher:

O(x,0,0) = Al(z) + V2 0p(z) + 00F (z)
— 1 —
+i00"00, A" (x) — Z@H@G@“@AT(SL’)
L
V2

Die Felder AT,@,_ FT bilden das antichirale Multiplett. A" und F' sind komplexe
Skalarfelder und ¢ ist ein rechtshandiger 2-Spinor.

0000+ 0,1 () (135)

3.3 Vektorsuperfelder

Vektorsuperfelder sind reelle skalare Superfelder:
V(z,0,0) =VT(x,0,0). (136)

Sie enthalten gewohnliche Vektorfelder. Unsere spéateren supersymmetrischen Mod-
elle sind eichinvariant unter

V=5V =V +i(A-A), (137)

wobei A ein chirales Superfeld ist. Da die 1,6, 00-Komponenten von A wegen (133)
unabhangig voneinander wahlbar sind, konnen wir als Eichbedingung die Wess-
Zumino-Eichung wahlen, in der die 1,6,060- und wegen der Realitat von V auch
die 0, 99-Komponenten von V verschwinden. Die Komponentenzerlegung in dieser
Eichung ist dann:

_ _ _ _ 1
V(2,0.0) = 00"8u, +i660X(x) — iB00X(z) + 50609 D(x) (138)

Die Wess-Zumino-Bedingung legt die Eichung nicht vollstandig fest. Die 1,80, 66-
Komponenten bleiben genau dann unverandert, wenn wir

A=A—- 2'6’0’@6“/1 — i@H%DA
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wahlen, wobei A — AT = 0 ist, so daB
A — A= —if0"00,(A+ AD).

Das heifit, die Wess-Zumino-Bedingung legt die Eichung fest bis auf die iibliche
Invarianz unter v, — v, + 0, mit reellem a. Das Vektormultiplett besteht aus
den Komponenten von V. Die einzigen Komponenten, die sich nicht wegeichen
lassen, sind das reelle Vektorfeld v,, das reelle Skalarfeld D und die links- und
rechtshindigen Spinoren A, \.

4 Supersymmetrische Wechselwirkungen

Wir berechnen nun einige wichtige Wechselwirkungsterme in Komponenten. Das
Modell enthalte ein Materiemultiplett aus chiralen Superfeldern ® und ein Vektor-
feldmultiplett V' = TV mit den Generatoren T einer einfachen Eichgruppe. Wir
fordern Invarianz unter der Eichtransformation:

—i2gA
& — e,
FS T 129
d — P9t

20V 2R 20V iz (139)

wobei A = A"T* Werte in der Lie-Algebra hat und die A® chirale Superfelder sind.
Infinitesimal ist also 6V¢ = i(A* — A") fiir jedes a, wie oben schon benutzt. Bei den
folgenden Berechnungen ignorieren wir totale Ableitungen.

4.1 Allgemeine supersymmetrische Terme

Supersymmetrische Terme, die nur noch von x abhangen, bekommen wir durch
Ausintegrieren der #-Abhangigkeit der Superfelder.

Es gilt: Fiir ein allgemeines skalares Superfeld F(z, 0, 0) ist

/ d*0 F(x,0,0) (140)

supersymmetrisch, und fiir chirale Superfelder ist sogar schon

/ &0 O(x,0,0)|5_, = / d405%(0)®(z, 0, 9) (141)

supersymmetrisch.
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Beweis: Wir zeigen, dafl das Ortsintegral, also die Wirkung, invariant unter Su-

persymmetrietransformationen, erzeugt durch @Q,, @), ist. Zunachst gilt
/ d*zd*0 Qo F(x,0,0) = / d*xd*0 i(0y + ia(0"0)0,)F(x,0,0) = 0, (142)

da die Integrale tiber totale Ableitungen nach x* oder 6, verschwinden. Aus dem-
selben Grund gilt auch [ d*zd*d Q.F = 0 und [ d*zd?0 Q,® = 0. Um zu zeigen,
daB auch [d*zd*0 Q. verschwindet, benutzen wir die Chiralitédt von ® in Form
der Darstellung ® = e~ "% ¢(z, §). Dann ist

/ dzd*0 §*(0)Q,®(x,0,0) = / d*zd'0 §%(0)(—idy)e 7" % ¢, 0)
_ / d'2d*0 5(B) (=) (—i85"30,)b(x, 0)

_ / dad*0 8,0%(0)(00")a6(x, 0)
_ (143)

Damit ist die Supersymmetrieinvarianz bewiesen.

Eine wichtige, andere Formulierung desselben Sachverhalts ist: die D-
Komponente jedes Superfeldes und die F-Komponente eines chiralen Superfeldes
sind supersymmetrisch, bis auf totale Ableitungen. Wichtig ist auch, dafl Produkte
von (chiralen) Superfeldern wieder (chirale) Superfelder sind. Daher ist

/ d*0(beliebiges Produkt von Superfeldern), (144)

/ d*6(beliebiges Produkt von chiralen Superfeldern)|s_, (145)

immer supersymmetrisch (bis auf totale Ableitungen).

4.2 Materie—Eichfeldwechselwirkungen

Renormierbare supersymmetrische Modelle konnen mittels der bereits eingefiihrten
chiralen, antichiralen und Vektorsuperfelder eingefiihrt werden. Chirale und An-
tichirale Superfelder beinhalten hierbei die Skalar- und Fermionfelder, die man im
Sprachgebrauch von Eichtheorien als Materiefelder bezeichnet, Vektorsuperfelder
enthalten die Eichfelder und deren Superpartner.

Als ersten supersymmetrischen Term geben wir den kinetischen Term von Ma-
teriefeldern (i.e. chiralen Superfeldern), inklusive minimaler Kopplung chiraler an
Vektorsuperfelder an,

/ d*0De?V ®. (146)
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Dieser Term ist supersymmetrisch und invariant unter der Eichtransformation (139).

In der Wess-Zumino-Eichung bricht die Reihe €29V ab. Es ist
1
V= 5«99«991}“% (147)

und alle hoheren Potenzen von V' verschwinden. In Komponenten lautet der sich
ergebende Wechselwirkungsterm

/ PITAVD = FIF 4 (AT — igAluh) (0,4 + igu,A) + T (i0, — g,
—V2g(ipAA — Atixy) + gATDA (148)
Hier taucht nun die eichkovariante Ableitung auf:
D, =0, + igv,. (149)

Die Felder F' haben keine kinetischen Terme. Sie sind Hilfsfelder, die spater durch
Einsetzen ihrer Feldgleichungen eliminiert werden konnen.

4.3 Superpotential

Eine weitere offensichtlich supersymmetrische Klasse von Termen ist

/ d*OW (®),

wobei W ein Polynom maximal dritten Grades in chiralen Superfeldern ist. Wir
nennen W das Superpotential. Die Komponentenzerlegungen von entsprechenden
Termen sind:

/dze‘blqb = A B+ F1Ay — 1o, (150)

/d29¢1¢2¢3 = [1AAs+ A FyAs + A Ay Fs
— A1hatpg — P Agips — Prapp A (151)

Wichtig ist, daBl die Terme mit den Spinoren ein anderes Vorzeichen haben. FEs

kommt von der Gleichung (v16)(¢20) = —35(66)(1¢2).

4.4 Kinetische Terme der Eichfelder

Exemplarisch betrachten wir die kinetischen Terme fiir die Vektorsuperfelder
ausfihrlicher. Wir definieren chirale und antichirale Feldstarken:

1——
W, = —ZDD(e_ngDaeQW) (152)

— 1 —
Wes = —ZDD((DdeQW)e_QQV) (153)
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Die Feldstarken transformieren kovariant unter Eichtransformationen:

W, — e 290, et (154)

Ws — e 2907 %00, (155)

In der Wess-Zumino-Eichung gibt es folgende Summanden zu W,,:

W) = 22pagv

@ = 2oy,

3 = 22 agvip.gv
@ = 22 agripagvy
(5) = ?:f@fvvwazgv,
(6) = lz:f(ngV)Dan?VV.

Zur Berechnung der Komponenten von W, benutzen wir die chirale Basis, ohne dies
durch einen Index zu kennzeichnen. Der einzige Unterschied in der Komponentenz-
erlegung von V' ist dabei, daf v, (z) durch

v, (z + i000) = v,(x) + 05" 00,v,(x)

zu ersetzen ist. Es ist anhand der Komponentenzerlegung von V' nun leicht zu
sehen, dafl die Terme (4), (5), (6) verschwinden. Die anderen Terme sind mit der
Abkiirzung vy, := 0,v, — 0,v,:

1) = %[aang—Qia(a@)aﬂng]

= —2ig\, + 2900 D — 29 (0", \)00
DDy, B\ vF o uB (T . 7 v
+—7 [zg o (07005780, v, + ig0"8 o(0”8)Dyv, — 2ig o(0"0)D,00 evy]
= —2ighy + 290aD — ig o(0"F 0)v, — 29 o(0"D,N)00, (156)

(2) = 2¢%0,0% (157)
Da jeder Term in V mindestens ein § enthélt, trigt zu (3) nur der d,-Anteil von D,
bei:
DD

(3) = Zr(-20V)0.20V
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= %(—492)‘/ [ o(0"0)v,, + 2i0,0)X — 00X, + 0,00D)]
DD _ -
= _—4(—492)‘/ [ a(c"8)v, + 2i0,0)]

DD - _ _ __ _
= _—4(—492) (05" 0v,, o(0"0)v,, + 2i05"Ov,0,0) + 000X o (c"0)v,]

N %<_4Q ) B@ a0 O)v, v, + %%99 o(0"V, ) — %99% (N0,

1 ' — —
= —4g° [5 o' 0)v,v, + %99 oo N — o At | (158)

In der Summe taucht nun der Kommutator
19F ), = [D;u D,| =ig (U +ig [vw v]), (159)
auf. Bei einer abelschen Eichgruppe wére offenbar (2) + (3) = 0. Insgesamt:
Wo = —2igha +290,D — ,(c"5"8)[D,, D,]
—2g00 ( o(c"0,A) + ig [v", a(o,N)]). (160)
Bei dem Produkt [ d*0WW, taucht als einzige Schwierigkeit folgender Term auf:
(o5 0)o(07570) = € 5(0"50)a(c°T70)
= 0o"c"0"5°0
1
= 599Tr(0”5“0p5")
= 00(g"9” — g"g" +g"g"" i) (161)
Damit ist
/ POW W, = 4ig? o™ (9,X + ig v, X))
—4ig? (3“X +1ig [U“, XD oA
+4¢°DD +2([D,, D,])* + tot.Abl.. (162)

Die totale Ableitung, die hierbei auftaucht, stammt von dem Term propor-
tional zu €*7F,, F,,, der storungstheoretisch keine Rolle spielt, aber nicht-
storungstheoretische Effekte produzieren kann.

Wir erhalten endlich den eichinvarianten und supersymmetrischen kinetischen
Term durch Bilden der Spur dieses Ausdrucks. Dabei verwenden wir die Normierung

Te(TT?) = k6™ (163)
der Generatoren der Eichgruppe und die Definition

[T T"] = ifupeT" (164)
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der Strukturkonstanten. Die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra ist durch
(T2, = —ifu. gegeben. Diese adjungierte Darstellung tritt in der kovarianten
Ableitung von A* auf. Der Feldstéirketensor ist durch

a __ .a . ad\abc, b c
By, = vy, —ig(T*) " v vy, (165)

gegeben. Der kinetische Term ist fiir die Eichfelder, die Gauginos, und deren Wech-
selwirkung (die durch Supersymmetrie und Eichinvarianz bestimmt ist) ist:

1 N
4 o
/d 91692/{Tr [WeWa6%(6) + h.c.]

1 _
4 aa a2
= /d €1692 [W Wa5 (9) + hc}
1

aMa 1 a \2 i_a— a i a I\a
= DD — (L) + SN (DA) + N0 (D) (166)

Die Hilfsfelder D* haben offenbar keinen kinetischen Term.

4.5 Lagrangedichte eines allgemeinen Modells

Wir betrachten ein Modell, das ein Materiemultiplett aus chiralen Superfeldern ®
und ein Vektorfeldmultiplett V' = T*V* enthalte. Die Darstellung der Eichgruppe
auf dem Materiemultiplett mufl dabei nicht irreduzibel sein. Die allgemeine eichin-
variante, supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist dann

_ 1 _
— 4 29V - aatfra 2
s /d e(cpe @+ 1o (VWi (0) + )

H(W82(8) + h.c.)). (167)

Dabei ist das Superpotential W ein Polynom dritten Grades in den chiralen Super-
feldern:

W(®) = c;®; + %@Z@j + %@icbjcpk. (168)

Die Kopplungen m;, g;i seien total symmetrisch.

Weitere Terme kann es in der Lagrangedichte nicht geben wegen Eichinvarianz
und da hohere Potenzen von @ zu nichtrenormierbaren Termen (i.e. Termen mit
Dimension> 4) fithren wiirden.

Nun eliminieren wir die Hilfsfelder D* und F;. Die Lagrangefunktion enthalt
keine kinetischen Terme fiir die Hilfsfelder, so dafl die entsprechenden kanonischen
Impulse identisch verschwinden. Dies und die Bewegungsgleichungen fiir die Hilfs-
felder bilden Einschrankungen zweiter Klasse zwischen den kanonischen Variablen.
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Nach [13], Anhang 7A, ist das naive Vorgehen richtig, die Losungen der Hilfsfeld-
gleichungen in die Lagrangefunktion einzusetzen und die Hilfsfelder dadurch zu eli-
minieren. Die Summe aller Terme, die D® enthalten, ist:

1
Lp=5D"D" + ATgT*DA. (169)

Also ist die Losung der Bewegungsgleichung fiir D® durch D® = —ATgT*A gegeben.
Setzen wir diese Gleichungen in die Lagrangedichte ein, ist

Lp=—=(AlgT*A)?. (170)

1
2
Die Summe aller Terme, die Fj, F;r enthalten, ist

2

oW (A)
= F'R F+he ). 171
15t (Tt he am)

Die Losungen der Feldgleichungen sind F;r = —a‘g—éiA). Damit ist
oW (A) |

=— 172
Lr ‘ 0A; (172)

Nachdem Lp + L alle Hilfsfeldterme enthalten, geben wir nun alle {ibrigen Terme
an. Wir verwenden die kovariante Ableitung

D, = 0, +igT"vy, (173)

in die bei Anwendung auf die Gauginos A\* die adjungierte Darstellung eingesetzt
werden muf3.

‘Cmin.Koppl. = (DMA)T(DMA) + EEMZDM?Z}
—V2g(ip XA — Atidy) (174)
‘CSuperpot. = _Tr;” wﬂ/fj - %%%Ak + h.c.
1 O*W(A)
= ——%%’m

: + hec (175)

1
‘CEichfelder = (FSV ) ?

4
+%XGE“(DM)\)“ + %X’a“(DMX)“. (176)
Nach Elimination der Hilfsfelder ist die Lagrangedichte dieses Modells also

L= Lmin.Koppl. + LEiChfelder + ‘CSuperpot. + LD + ‘CF (177)
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Die Lagrangedichte enthalt die Weylfermionen v;, und komplexen Skalarfelder
A;, die Vektorfelder vy und Gauginos A7. Die Wechselwirkungen aller Felder (auch
der Gauginos und Vektorfelder) mit den Vektorfeldern sind bereits eindeutig durch
Eichinvarianz bestimmt. Die Supersymmetrie bestimmt zuséatzlich die Wechsel-
wirkungen der Gauginos mit den v;, und A;, die 4-Skalar-Wechselwirkungen in
Lp+ L (die sogenannten D- und F-Terme) und Relationen zwischen den einzelnen
Superpotentialtermen.
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Einfache Supersymmetrische
Modelle und Feynmanregeln

Die allgemeine supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte wurde in
Gl. (177) angegeben. Nun werden wir diese Lagrangedichte auf einige wichtige Mod-
elle konkretisieren. Diese Modelle sind noch nicht realistisch, da keine Supersymme-
triebrechung berticksichtigt wird, aber sie bilden wichtige und einfach verstandliche
Bausteine realistischer Modelle. Danach werden mit Mischungen und Flipregeln
einige typische Phidnomene besprochen, die bei der praktischen Berechnung von
Feynmandiagrammen in supersymmetrischen Modellen auftreten.

5 Supersymmetrische QED

Die supersymmetrische Erweiterung der QED (SQED) ist ein sehr wichtiger Proto-
typ einer supersymmetrischen Eichtheorie. Die SQED enthélt Elektron und Photon
und deren Superpartner. Sie enthalt zwei chirale Superfelder ®,, ® i mit elektrischen
Ladungen @) = —1, Qr = +1, und einem Vektorsuperfeld V. Die eichinvariante,
supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist gemafi Gl. (177) durch

‘CSQED = /d49{5L628QLV(I)L +53628QRV<I)R

n [(W + @W“Wa) 52(0) + h.c} } (178)

gegeben, wobei das einzig mit Symmetrien und Renormierbarkeit kompatible Su-
perpotential

ist.

Die skalaren und 2-Spinorkomponenten der Superfelder ®; und ®p bezeich-
nen wir als (€7,%1q) und (&, ¥g). Der 4-Spinor fiir das Elektron kann durch

U = (%Lda) definiert werden. Man kann iiber die Bezeichnungen der Kompo-
R

nenten von ®p streiten — eine ideale Bezeichnung gibt es nicht.®> Mit der hier

gewahlten Bezeichnung enthélt das antichirale Superfeld ®p die Komponenten ég,

das “rechtshandige” Selektron, und @;, das rechtshéandige Elektron. Bezeichnung-

sunabhangig wichtig und durch die Supersymmetrie bedingt ist, dafl der Elektron-4-

Spinor aus Komponenten eines chiralen und eines antichiralen Superfeldes besteht.

3Wiirde man (ér,YRa) wahlen, hitte ér eine andere elektrische Ladung als € und damit
die Interpretation eines Spositrons, nicht eines Selektrons; manchmal wird auch (€%, ¢ rq) oder
(€%, Y5 o) gewahlt, was auch nicht einfacher ist.
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Definieren wir die Elektronladung ). = @)1, = —Qr, dann haben die Felder €y,
er, V¥, also die Selektronen und das Elektron, die Ladung Q..

Die Komponenten des Vektorsuperfeldes V' nennen wir (A, A,) und den Majo-

ranaspinor fiir das Photino definieren wir als 7 := (‘Z;f) Er erfiillt also 7 = 7°.

In Komponentenfeldern wird die Lagrangedichte damit zunéchst zu

Lsqep = |Duér|® + |Duéb|* +ric" Dby, + dric" D,bg
—V2eQ. (z’zméL + iprAER — 1€5 Nipp, — iéng)
1 _
— 1 Fw ™ + Xig" 0,

— m(ror + Opty) + m(Frép + Frél + hoe) + |F|* + | Fg|?
1
+ D (eQc|ér]” — eQelér|®) + 5D2 (180)

mit den Losungen der F- und D-Feldgleichungen

Fl = —mél, (181)
Fl = —méy, (182)
D = —(eQc|éL]* — eQcler|?) . (183)

Der Feldstirketensor F* = gt A” — 9" A*. Auf 11, ¥ (und damit auch auf W), é
und € angewandt ist die kovariante Ableitung

D, = 0, +i€Q.A,, (184)

auf & und vp angewandt ist D, = 0, + ieQrA,, was zu |D,ék|* = |D,éx[* und
Q/JRia'MDﬂQ/}R = Q/JRiUMDﬂQ/}R fuhrt.

In 4-Spinorschreibweise und mit eingesetzten F- und D-Feldern wird diese La-
grangedichte zu

Lsqep = |Duér|” + |Dyérl* + Vin" D, ¥
—V2eQ. (@PR%L — TP Aép + e FPLU — é}ﬁpﬂ)
1

. N
- Z ijﬂ + 572/'}/#0#7

—mUW —m?(|éL|* + |ér|?)

_ % (cQulenl — cQulénl?)’ (185)

Diese Lagrangedichte beschreibt also tibliche kinetische Terme inklusive ko-
varianter Ableitungen fiir die Elektron- und Selektronfelder (1. Zeile), die Wech-
selwirkungen der Elektronen/Selektronen mit den Gauginos (2. Zeile), kinetische
Terme fiir Photon und Photino (3. Zeile), Massenterme fiir Elektron und Selektron
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= —1e*Q;Q; (dirdj1 + 6udjr,)

Figure 1: Feynmanregeln der SQED. Die Impulse p und (—p’) sind einlaufend, und
die Selektronindizes i, j, k,l € {L, R}.
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aus dem Superpotential (4. Zeile), und D-Terme (5. Zeile), quartische Kopplungen
zwischen den Selektronen. Von der Eichinvarianz und durch die iibliche Normierung
bereits eindeutig bestimmt sind die 1. und 3. Zeile. Die 2. und 5. Zeile sowie die
Massengleichheit von Elektron und Selektronen sind Konsequenzen der Supersym-
metrie.

Alle Wechselwirkungsvertizes der SQED sind in Abb. 1 dargestellt.

Zu beachten ist insbesondere die unterschiedlichen Vorzeichen der Gauginokop-
plungen an é; und ér. Die Vorzeichen sind durch die Ladungen @ r der
entsprechenden chiralen Superfelder bestimmt und nicht direkt durch die Ladun-
gen von €7 (Komponente von ®;) und ér (Komponente des antichiralen Feldes

(I)R).

6 Supersymmetrische QCD

Die supersymmetrische QCD (SQCD) 148t sich analog zur SQED sehr einfach
definieren. Wir werden hier die Lagrangedichte der SQCD und die Feynman-
regeln herleiten. Ohne Supersymmetriebrechung ist die SQCD nicht realistisch,
aber wesentliche Eigenschaften, insbesondere die hier hergeleiteten Feynmanregeln,
gelten auch in Gegenwart von Supersymmetriebrechung unverandert und sind Be-
standteile des MSSM. Auch aus theoretischer Sicht ist die SQCD sehr interes-
sant. Sie ist wie die gewohnliche QCD physikalisch sehr reichhaltig, und aber
nichtstorungstheoretische Phanomene lassen sich wegen der erhohten Symmetrie
einfacher studieren als in der QCD.

Die SQCD wird in einer etwas verallgemeinerten Form betrachtet mit N, Farben
und einer Quarksorte. Die SQCD ist also eine SUSY Eichtheorie mit der Eich-
gruppe SU(N.). Das Quark und die zugehorigen Squarks werden durch zwei chirale
Superfelder L;, R; mit Farbindizes ¢« € {1,..., N.} beschrieben, analog zu &, &g
in der SQED. Die Komponenten von L und R bezeichnen wir mit (G, 1) und
((ﬂ%, ¥Rra ), wobei Farbindizes unterdriickt sind. Der Quark-4-Spinor lasst sich damit

durch ¢ = (%ﬁ) definieren, ebenfalls analog zur SQED.

R

Neben den chiralen Superfeldern enthélt die SQCD noch (N? — 1) Vektorsuper-
felder V* mit Komponenten (A% G’Z), die die Gluinos und die Gluonen beschreiben.

Gluino-4-Majoranaspinoren definieren wir durch g¢ = (Z_iAg),

Axao'e

Wichtig ist, nun die Darstellungen der Eichgruppe zu definieren, unter denen
die Felder transformieren. Dabei soll der eigentliche Quark-4-Spinor sich wie in der
gewoOhnlichen QCD transformieren, also unter der fundamentalen Darstellung. Die
entsprechenden Generatoren dieser Darstellung der SU(N,) seien 7. Wir fordern
also gewohnliche Eichinvarianz unter

g — (e g (186)

ij
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Gy (po)
G4 (Pa)
= —9 fabe [gul/(pa - pb)p =+ gup<pb - pc)u + gpu(pc - pa)u]
G2(pe)
Gy G? -
= -9 [ fabcfefc(gupgau - g;wgup)
+faecffbc<gpagl/p - g;u/gpa>
G G(; +fafeSoec(GuwIpo — GupGov) ]
0y
€ = =9 Jabe W
Ge

Figure 2: Feynmanregeln der SQCD: Reine SUSY-Yang-Mills Anteile (Gluonen und
Gluinos). Alle Impulsargumente bezeichnen einlaufende Impulse. Farbindizes wer-
den in der adjungierten Darstellung mit a, b, c, . . ., in der fundamentalen Darstellung
mit ¢, j, ... bezeichnet, und die Squarkindizes A, B, ... € {L, R}.

mit Transformationsparametern 6, und Farbindizes 7, j. Dies impliziert, daf3 auch
die Weylspinoren 11, 1, und die Squarkfelder ¢r,r in der fundamentalen Darstellung
transformieren. Esimpliziert aber auch, dafl die Komponenten der “rechtshandigen”
chiralen Superfelder R sich geméafl

¢Ri - (e—ig(—T*a)ga)ij ¢R] (187)

transformieren miissen. Die Darstellung durch (—7%) nennt man antifundamen-
tale Darstellung, die gleiche Darstellung, in der z.B. das konjugierte Quarkfeld g
transformiert. Sie ist eine Darstellung, da die Matrizen (—7*?) wegen T* = T die
gleichen Vertauschungsrelationen wie die T* erfiillen.

Insgesamt fordern wir also, dafi die SQCD eichinvariant unter den Eichtransfor-
mationen (139) ist, wobei im Falle ® = L die fundamentale Darstellung, im Falle
® = R die antifundamentale Darstellung fiir die Generatoren eingesetzt werden
nuss.

Die eichinvariante, supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist

durch
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q
Gu = —Zgﬂ(;’}/“
q
o d(=p)
R
Gy TTTTTON, = —ig(p +p')udasT};
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* qg;(p)
GZ . (ﬂu‘
R
L = i9° 9 0a{T* T }i;
SV~
Gy " qBj
el qLi
R
Ja ﬂ\ = —i\/ﬁgTi‘}(PﬁAL — Préag)
4q;
q;
9a - = —iv/2gT(ProaL — Proar)
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R Q~Aj
qTCk (ﬂ)z
V‘\ ,," = —ig2 [T&ﬂ?((SALCSCL - 5AR5CR)(5BL5DL - 5BR5DR)
x
v \ys +T¢ 115 (6BLocL — 6BROCR)(0aL0DL — 0ARODR)
qai * T (ij

Figure 3: Feynmanregeln der SQCD: Materieanteile. Alle Impulsargumente beze-
ichnen einlaufende Impulse. Farbindizes werden in der adjungierten Darstellung

mit a,b,c,..., in der fundamentalen Darstellung mit 4, j,... bezeichnet, und die
Squarkindizes A, B, ... € {L, R}.
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Lsqep = / a'0{Te*™*V L + RV R

ooy om

gegeben. Ein Superpotential der Form W = m/L;R; wéare als Produkt der funda-
mentalen und antifundamentalen Darstellung eichinvariant. Wir werden aber der
Einfachheit halber die Quarkmasse vernachlassigen und setzen daher das Superpo-
tential W = 0.

Die Auswertung der Lagrangedichte in Komponentenfeldern ist analog zum Fall
der SQED. Ausgedriickt mit 4-Spinoren fiir Quark und Gluinos ergibt sich

Lsqep = |D*Gp* + |D*qr|* + Giv*Dog
~ V29 (aPriaL —aPdin + 43P — @4 Pra)
1 a \2 17 . ~ 1
- Z(Fuu) + §galryuDuga - §DaDa7 (189)

mit den Definitionen

Dt = " +igT°GH | (190)
Fv = orGY —0"GH — gfachgLGZ , (191)
D, = —g(@iTG — qxT"dr) (192)

wobei T in der kovarianten Ableitung durch (—=7"*) bzw. durch —ifu,. bei Anwen-
dung auf Objekte in der antifundamentalen bzw. adjungierten Darstellung ersetzt
werden muss. Entsprechendes gilt fiir ¢ = g*7T'*, wobei die obige Lagrangedichte
so formuliert ist, dafl § immer nur in der fundamentalen Darstellung benotigt
wird. Dies erklart auch die unterschiedlichen Vorzeichen der Gluino-Quark-Squark-
Wechselwirkungen, die analog den entsprechenden Vorzeichen in der SQED sind.

Die Feynmanregeln fiir die hiermit ergebenden Wechselwirkungen sind in Abb.
2, 3 dargestellt.

7 SUSY-spezifische Aspekte von Feynmanregeln

7.1 Mischungen zwischen Teilchen

In realistischen supersymmetrischen Theorien, aber auch im Standardmodell treten
immer Mischungen zwischen Feldern auf, d.h. bilineare Terme in der Lagrangedichte,
die unterschiedliche Felder verkniipfen. Beispiele sind die Mischung zwischen Photon
und Z-Boson, die CKM-Mischung, Mischungen zwischen Gauginos und Higgsinos zu
Charginos und Neutralinos, und Mischungen zwischen unterschiedlichen Sfermionen.
Wir besprechen hier schematisch, wie sich die Lagrangedichte und Feynmanregeln



28 Supersymmetrie: Einfache Modelle und Feynmanregeln

¢ — == — = =i[(p* = M)

X{E>-"<"'¢i =1G;
"'
Y{5>: = 193

Figure 4: Feynmanregeln fiir die urspriinglichen, mischenden Felder ¢ gemafl der
Lagrangedichte (193).

unter solchen Mischungen verhalten. Der Einfachheit halber beschranken wir uns
auf Skalarfelder und eine Mischung mit einer unitaren Matrix.

Seien ¢1, ..., ¢, n komplexe Skalarfelder, die untereinander mischen und auch
an andere Felder koppeln. Die entsprechenden Terme in der Lagrangedichte seien

Ly = ¢l (—0"0u0i — M})b; + Xgitvi + Y 95016, (193)

wobei X, Y Felder (oder Produkte von Feldern) und g Kopplungskonstanten sind.
Beispiele sind die Anteile der SQED oder SQCD-Lagrangedichten mit ¢; = €; bzw.
¢; = G, i € {L, R}, wenn man Massenterme fiir diese Felder addiert.

Entsprechende Feynmanregeln lassen sich in der iiblichen Weise gewinnen. Falls
die Massenmatrix ij nicht diagonal ist, mischen die Felder, und Mischungspropa-
gatoren sind ungleich Null:

(0| T it 0)" T = i[(p* — M?) 7]y (194)

Die Feynmanregeln fiir Propagatoren und Vertizes, die (193) entsprechen, sind in
Abb. 4 wiedergegeben.

Die nichtdiagonalen Propagatormatrizen stellen einen Nachteil in praktischen
Rechnungen dar. Dieser Nachteil 14t sich vermeiden, wenn wir zu neuen Feldern
¢M iibergehen, die Masseneigenzustinden entsprechen. In den wichtigsten Féllen
wird der Ubergang durch eine unitére Mischungsmatrix U vollzogen. Dann gelten
die folgenden drei Gleichungen:

o' = Uios (195)

Ui Uy = 0y (196)
M3 = UM*U! (197)
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Figure 5: Feynmanregeln fiir die Masseneigenzustands-Felder ¢ gemif der La-
grangedichte (199).

mit einer diagonalen Massenmatrix M3. Die Riicktransformation ist
0i = Ui, (198)
und die Lagrangedichte wird zu
Lo= ;" (=0"8, — (Mp)a)o! + Xq:Updr' +YguUnlUféy 61" (199)

Die Feynmanregeln fiir die ¢™-Felder lassen sich wiederum ablesen. Da Mp diag-
onal ist, sind die Propagatoren nun diagonal. Die Vertizes sind aber komplizierter
geworden und bestehen aus Kombinationen von Kopplungskonstanten. Die Feyn-
manregeln sind in Abb. 5 angegeben. Es ist niitzlich, in Worten zu formulieren, wie
stark die Kopplung von ¢ an X ist: U}, mal der Kopplung von ¢, an X plus U},
mal der Kopplung von ¢o an X usw. Graphisch entspricht dies

(< >aat) = (x> 0)
bt (X > 00)

Es treten hierbei also die Mischungsmatrixelemente U}, der Riicktransformation
(198) auf, die die Beitrige von ¢¢' in den urspriinglichen Feldern ¢; angeben.

So lassen sich die Selektron-, Squark- oder Chargino- und Neutralino-
Feynmanregeln verstehen als Linearkombination von Feynmanregeln fiir Wechsel-
wirkungseigenzusténde (€, g, ¢ r, Gauginos, Higgsinos).
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W(—p') T(—p)
L

€I, 4
/{/
eh -
,”)’/

U

A
‘\ ~
U (p) ~ér(p)

Figure 6: Zwei Feynmandiagramme der SQED. Alle Impulse sind einlaufend.

7.2 Flipregeln fur Fermionen

Fig. 6 zeigt zwei 1-Schleifendiagramme der SQED. Das linke Diagramm ist die
gewohnliche Vertexkorrektur aus der QED. Seine Berechnung ist klar: die Feynman-
regeln fiir die Spinorobjekte (Vertizes und Propagatoren) werden in der Reihenfolge
entgegen der Fermionpfeilrichtung multipliziert, und das Ergebnis des Diagramms

1st
1 1 —Guvp

v 1 p
wobei k der Impuls des Photonpropagators ist und Vorfaktoren wie i, e, @) und das
Schleifenintegral weggelassen wurden.

(200)

Das rechte Diagramm ist in gewisser Weise ein supersymmetrisches Partnerdia-
gramm zum linken. An jedem Vertex sind zwei Teilchen durch die entsprechenden
Superpartner ersetzt. Damit ist die Struktur klar und verstandlich, aber es tritt
eine ungewohnliche Situation auf: Die Fermionpfeile der beiden Elektronpropaga-
toren zeigen in entgegengesetzte Richtungen, und es ist unmoglich, Spinorobjekte in
der Reihenfolge entgegen der Pfeilrichtung zu multiplizieren. Diagramme, die keine
einheitliche Fermionpfeilrichtung zulassen, sind in supersymmetrischen Theorien
haufig, kommen aber in der gewohnlichen QED, QCD oder dem elektroschwachen
Standardmodell nicht vor.

Obwohl sie im Standardmodell nicht vorkommen, ist die Existenz solcher Di-
agramme kein Problem, und solche Diagramme lassen sich leicht berechnen. Am
einfachsten versteht man das durch Betrachten der entsprechenden Ausdriicke
aus dem Zahler der Gell-Mann-Low Formel, (0|T"...exp(i [ Lin)|0), und Wick-
Kontraktionen, die den Diagrammen entsprechen.

Zunéchst betrachten wir den entsprechenden Ausdruck fiir das linke, reine QED-
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Diagramm. Er entspricht dem (L;y)3-Term in der Gell-Mann-Low Formel und der
Kontraktion

N —
UANYAU UyFA T UAPA D . 201
I N (201)

Die Korrespondenz zu dem Ergebnis Gl. (200) ist klar. Stellen wir diesem Ausdruck
nun den entsprechenden fiir das rechte Diagramm gegeniiber,

_ _ —
UPry ey, éTL’yPL\% \%PR&@L. (202)
| |

An jedem Vertex sind zwei Felder durch die entsprechenden Superpartner ersetzt.
Hier wird ein weiterer Aspekt dieser ungewohnlichen Situation offenkundig. Es ist
zwar klar, in welcher Weise die Spinorausdriicke multipliziert werden miissen, aber
es tritt die Kontraktion 44 = (0|73%|0) auf, und diese Kontraktion entspricht nicht
dem fiiblichen Diracpropagator. Wir wiissten zum Beispiel (0|7%7|0)FT = l/’ ,
wenn ms die Photinomasse (in der SQED =0) und % der von 4 nach 7 flieflende
Impuls ist.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, das rechte Diagramm zu berechnen. Entweder
wir berechnen die Kontraktion (0]79%|0) und benutzen das Ergebnis in Gl. (202).
Oder wir schreiben L;,; so um, dafl eine solche Kontraktion gar nicht erst auftaucht.
Die zweite Moglichkeit fiithrt auf einfachere und systematischere Ausdriicke, weshalb
sie meist benutzt wird. Bevor wir sie genauer diskutieren, skizzieren wir die unter-
schiedlichen Kontraktionen kurz.

Gl. (54) verdeutlicht, daf freie Feldoperatoren ¥ und W¢ die gleichen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren enthalten, und entsprechend auch ¥ und

T°. Daher beschreiben fiir zwei beliebige Spinorfelder ¥, ¥, die Kontraktionen
= —C— —C
(O[TW,,]0), (0[TW,WE[0), (O[T Wal0), (07T W |0) (203)
alle die gleiche Physik, haben aber eine unterschiedliche Spinor-Indexstruktur, die
sich geméfl Gl. (54) umrechnen lassen. Das bekannte Ergebnis
i
p—m

fiir ein beliebiges Spinorfeld der Masse m, wobei der Impuls p von ¥ nach ¥ fliefit,
kann dabei als Ausgangspunkt dienen. Da 5 = 7% ein Majoranaspinor ist, a8t sich
auch (0|734]0) in (0|734]0) umrechnen.

0|7V |0)"T =

(204)

Nun zur systematischen Berechnung des rechten Diagramms in Fig. 6 und aller
anderer analoger Diagramme. Der entscheidende Punkt ist, dal jeder Term in L;;
der Form VT, X, wobei I irgendeine Kombination von y-Matrizen und X andere
Felder ohne Spinorindex sind, sich in zwei dquivalenten Weisen schreiben lafit:

T, 00, X = Ty TOUC X (205)
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wobei I'“ in Gl. (58) fiir die wichtigsten Fille angegeben wurde.* Es gilt

{12 A" A% " Py = {1,7°, =4, "7°, =" Pr}. (206)
Die entsprechende Umschreibung von W0y zu WSTC\IIIC bezeichnen wir als
(Fermion-)Flip.

In unserem konkreten Diagramm wenden wir nun solche Flips auf den zweiten
und dritten Faktor in dem Ausdruck (202) an und vertauschen die Reihenfolge der
Faktoren. Wir erhalten dann die Kontraktion

=, ~ ~ = C ~ ~T —C ~
VUPrpyeér, APrY“é, e,V Pr7, (207)
| L

die also nach der bisherigen Diskussion klarerweise identisch mit (202) ist. Die

beiden Kontraktionen \IIL@C und 47 sind durch das allgemeine Ergebnis (204)
gegeben,®

—C =
O[TwETT0)" " = ———.  (0]T73]0)" " = (208)

P - (=§)’
wobei P = —p — k der Impuls von T nach UC und (—k) der Impuls von 4 nach 7
1st.

Diese Kontraktion (207) hat auch eine direkte Interpretation als Feynmandi-
agramm, namlich als das Diagramm aus Fig. 7. Damit ist die Berechnung des
Diagramms nun einfach méglich, und das Ergebnis ist, analog zu (200),

1 1 1
O R e Py p—

Pr (209)

Zwei Punkte sind entscheidend dafiir, daf§ die Berechnung der Kontraktion (207)
bzw. des Diagramms aus Fig. 7 nun einfach moglich ist:

e Alle Kontraktionen zwischen 4-Spinoren haben die iibliche, mit (204) berechen-
bare Form (0|TW;W,|0) mit einem “ungequerten” und einem “gequerten”
Spinor.

4N.B. dies ist keine hermitesche Konjugation! Beide Seiten der Gleichung beschreiben identis-
che Physik, nur unterschiedlich aufgeschrieben. Hermitesche Konjugation verkniipft einen Wech-
selwirkungsterm fiir Felder mit dem fiir die entsprechenden hermitesch konjugierten Felder und
damit fiir eine andere physikalische Situation.

SInsbesondere WC verhilt sich genauso wie jeder andere, beliebige Diracspinor. Im Vergleich
zu ¥ ist sind nur Erzeuger/Vernichter von Teilchen/Antiteilchen vertauscht, deren Unterscheidung
aber ohnehin Konvention ist.

6Dieses Diagramm ist streng genommen gleich Null wegen PR(—%PR = 0, aber entsprechende

Diagramme in Theorien mit Photinomasse oder Mischung zwischen €7, und ég sind ungleich Null
und werden mit der hier beschriebenen Methode berechnet.
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Figure 7: Aquivalente Form des zweiten Diagramms aus Fig. (6), entsprechend der

Kontraktion GIl. (207).

e Alle Spinorobjekte (Propagatoren und Vertexfaktoren) werden miteinander
gemaf} ihrer Spinormatrixstruktur multipliziert.

Diese beiden Punkte erlauben, eine einheitliche “Fermionflufirichtung” zu definieren,
die durch die Fermionpfeile auch an den #-Linien in Fig. 7 angedeutet ist. Die
Berechnung des Diagramms ist dann kompatibel mit der Vorschrift, alle Spinorob-
jekte in der Reihenfolge entgegen der Fermionflufirichtung zu multiplizieren.

Die hier beschriebene Methode kann fiir alle Diagramme benutzt werden. Es
ist leicht zu zeigen, dafl jedes Diagramm so umgeformt werden kann, dafl obige
zwei Punkte erfiillt sind [2]. In der Praxis ergibt sich folgende Rechenvorschrift:
Falls in einem Diagramm eine Kontraktion W;W, eine falsche Fermionpfeilrichtung
hat, oder eine Kontraktion wie W,W, auftritt, werden auf die beteiligten Vertizes

passende Flipregeln angewandt und die Kontraktionen durch dquivalente Ausdriicke
wie \Ifgﬁf oder ‘Iﬂ@? ersetzt. Um diesen Vorgang zu vereinfachen, konnen auch ein
fiir allemal geflippte Feynmanregeln hergeleitet und zur Verfiigung gestellt werden.

Als Beispiel illustrieren wir dies anhand der SQED-Feynmanregeln. Die geflippten
Versionen der Feynmanregeln aus Fig. 1 sind in Fig. 8 dargestellt.
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\I/C
A, = +ieQe7,
7°
dl
v’
¢ = —iV2eQ.(0;, P, — 6;rPR))

= —i\v/2eQ.(0;,Pr — 0;rPy))

Figure 8: Geflippte Feynmanregeln der SQED, die sich aus den Flipregeln (58)
ergeben. Jede dieser Regeln ist eine aquivalente Umformulierung der entsprechenden
Regel aus Fig. 1 und kann je nach Bedarf als Alternative benutzt werden.



Dominik Stéckinger. 35

Das Minimale Supersymmetrische
Standardmodell

Wir definieren und besprechen nun das einfachste realistische supersymmetrische
Modell, das Minimale Supersymmetrische Standardmodell (MSSM). Das Modell
wird definiert durch die Angabe der Eichgruppe und damit der Vektorsuperfelder,
der chiralen Superfelder und ihren Quantenzahlen beziiglich der Eichgruppe, des
Superpotentials, und durch Angabe der Supersymmetrie-Brechungsterme.

Im Sinne der Minimalitéit setzen wir R-Paritatserhaltung voraus und betrachten
Supersymmetriebrechung nur durch die Girardello-Grisaru Soft-Brechungsterme.”
Der einfacheren Schreibweise halber betrachten wir nur eine Generation von Materi-
eteilchen.

8 Definition des MSSM

8.1 Symmetrien, Felder und Lagrangedichte

Das MSSM beschreibt alle beobachteten Teilchen (Eichbosonen, Quarks und Lep-
tonen) und zwei skalare Higgsdubletts, minimal zu Supersymmetriemultipletts
erginzt. Das MSSM ist eine Eichtheorie mit der Eichgruppe SU(3)¢ x SU(2)L X
U(l)y. Die entsprechenden Felder und ihre Quantenzahlen sind in Tab. 1
angegeben.

Die MSSM-Lagrangedichte ist durch einen supersymmetrischen und einen nicht-
supersymmetrischen Anteil gegeben,

LMSSM = Lsusy + Lsoft (21())
wobei der supersymmetrische Anteil gemaf der allgemeinen Uberlegungen durch
Lawy = [ d'0 {@QQV“g’V’“WsQ + TV 420V =20V PV 20V =2V
+ ZGQgV—l—Qg’V’L + E629v+29/‘/,E

I7 29V 424"V’ T 29V 429V’
+Hdeg J Hd+Hueg J Hu}

1 1 1
d20 |: ao a Lo / ao a i| h )
+ [ 1692W W+ 169,2W W! + 16g§WS We l +h.c
+ fdQH WMSSM + h.C. (211)

gegeben ist. Hierbei wurden die Kombinationen von Eichfeldern und Generatoren

Vi = V;“%, V = V“UQ—a und V' = 'Y verwendet. Die Terme der ersten vier Zeilen

"Es konnte auch Nicht-Standard-Softbrechungsterme geben, s. z.B. [15, 17].
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Superfeld Komponenten SUB)e x SU2)L x U(1)y
o A 9
AUy
Q qr = (Zf) qr, = (Zi) (3,2,1/6)
U i, ug (3*,1,-2/3)
D db,,  dg (3*,1,1/3)
I =) =) 12 172)
E ¢k, er (1 1,1)
H, Ha, ¥n, .21/
H Hu> ¢Hu (17 71/2)
7 N, B, (1,1,0)
Ve A WE (1,3,0)
Va A, GZ (8,1,0)

Table 1: Die Superfelder des MSSM, ihre Komponenten und Ladungen. In den bei-
den ersten Zeilen sind zum Vergleich die allgemeinen Bezeichnungen aus Gl. (133),
(138) angegeben. Wie dort geben wir hier die auftretenden 2-Spinoren an. Wir tref-
fen keine Unterscheidung in der Bezeichnung der Higgssuperfelder und Higgsskalare.
Die fiir Eichtransformationen oder kovariante Ableitungen einzusetzenden SU(3)¢-
Generatoren sind: 3-Darstellung: 7% = -, 3*-Darstellung: T¢ = —2- = —%
mit den Gell-Mann Matrizen A* (¢« = 1...8). Die SU(2).-Generatoren sind: 2-
Darstellung: T* = UQ—G mit den Pauli-Matrizen ¢® (a = 1,2,3). Die adjungierten
Darstellungen (Oktett fiir SU(3)¢ und Triplett fiir SU(2)z) sind generell durch
(Tad)“bc = —i fape mit den entsprechenden Strukturkonstanten gegeben.
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beschreiben die kinetischen Terme der Materie-, Eich- und Gauginofelder sowie alle
Wechselwirkungen mit Eichfeldern und Gauginos. Das Superpotential des MSSM
ist definiert durch®

Wassm = yaHaQD + v, H,QU + yHyLE — pHaH,. (212)

Dies ist das einzig mogliche eichinvariante und renormierbare Superpotential, das
keine R-Paritatsverletzung enthélt. Die Summe iiber SU(2)-Indizes ist hierbei eich-
invariant als Hy,Q = HjQ*—H3Q"' = €;; H,()’ etc. definiert, wohingegen zum Beispiel
|Hy]? = H;Hd = HgiHé ist. Das Superpotential enthalt supersymmetrisierte
Yukawakopplungen der SM-Fermionen an Higgsbosonen und den p-Term, einen bi-
linearen Term, der einen Ubergang von H, zu Hy beschreibt.

Neben den Eichkopplungen g, g,¢ und den Yukawakopplungen y,,. enthélt
Lsusy nur noch den freien Parameter p, einen Massenparameter. Damit enthalt
Lsusy einen Parameter weniger als das Standardmodell.

Die Lagrangedichte der Softbrechung hat die folgende Gestalt:
'Csoft = _M%|C7L|2 - M(gj|ﬂR|2 - M%|JR|2 - ]\4%|ZNL|2
— Mp|ég|* — My, |Ha* — M | H,J*

1
5 (MU MATA 4 Mz AXS + D)
_ (Addedng; + Awyu HuGrily + AeyoHulr & — BuH H, + h.c.§2.13)

Sie beschreibt Massenterme fiir alle Skalarfelder und Gauginos, sowie einen
Brechungsterm fiir jeden Superpotentialterm, die sogenannten A- und Bu-Terme.

8.2 Bemerkungen zu komplexen Parametern und
physikalischen Phasen

Die Struktur des MSSM erlaubt, daf} folgende Parameter komplexe Werte annehmen:
die Yukawakopplungen vy, ., der Higgsparameter p, die Softparameter (Bpu), M 23
und die A Parameter A;, .. Aber nicht alle Kombinationen dieser Phasen fithren zu
unterschiedlichen physikalischen Ergebnissen, weil zwei davon durch Umdefinitionen
der Felder absorbiert werden konnen.

Es ist theoretisch und phénomenologisch interessant, Symmetrietransformatio-
nen des MSSM zu studieren, unter denen nicht nur Felder, sondern auch Parameter
Phasentransformationen unterzogen werden.

In Tab. 2 sind sechs solcher Symmetrien angegeben. Es werden jeweils die
Ladungen n; spezifiziert, mit denen die Lagrangedichte unter der Multiplikation der

8Man beachte das willkiirlich gewiihlte Vorzeichen des pu-Terms. Diese Konvention entspricht
der iiblichen Haber/Kane-Konvention von .
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einzelnen Groflen mit e’ invariant ist. Die ersten drei Transformationen sind so-
genannte chirale Symmetrietransformationen, bei denen links- und rechtshandige
Fermionen (jeweils getrennt fiir alle Fermionen) unterschiedlich transformieren.
Das MSSM wiére unter diesen Transformationen invariant, falls die entsprechenden
Yukawakopplungen Null waren. Sind die Yukawakopplungen nicht Null, stellt diese
Symmetrie der MSSM-Lagrangedichte eine Relation her zwischen unterschiedlichen
Parameterwahlen im MSSM. Fiir eine beliebige MSSM-Observable o(yy), die von
der Yukawakopplung y; abhingt, muB o(y;) = o(e"“y;) gelten. Alle Observablen
hiangen daher nur von |y;| ab, nicht von der komplexen Phase.”

Fiir die Phanomenologie ist es sehr wichtig zu bemerken, dafl es Observ-
ablen gibt, die im Limes exakter chiraler Symmetrie (y; — 0) verschwinden.
MSSM-Vorhersagen fiir solche Observablen sind daher immer proportional zu den
entsprechenden Yukawakopplungen. Beispiele sind das anomale magnetische Mo-
ment des Myons oder der Prozess b — s7.

Die erste Transformation der zweiten Tabelle entspricht der Peccei-Quinn-
Symmetrie. Es ist eine chirale Transformation, bei der beide Higgsfelder mit dersel-
ben Ladung transformieren und die bei fehlender Kopplung der beiden Higgsdubletts
eine Symmetrie des MSSM darstellt. Es gilt das gleiche Argument wie oben: alle
Observablen, die im Limes exakter Peccei-Quinn-Symmetrie verschwinden wiirden,
sind im MSSM proportional zu i, da dies der einzige MSSM-Parameter ist, der diese
Symmetrie bricht.

Die Transformation Rj ist eine sogenannte R-Transformation, bei der auch die
f-Variablen, die in den chiralen und Vektorsuperfeldern als Argumente auftauchen,
transformiert werden. Die beiden Transformationen P(Q), R, und alternativ die
Hintereinanderausfithrung R; = P(Q) o R, sind fiir die Elimination komplexer Phasen
glinstig, da sie jeweils verschiedene Soft-Parameter invariant lassen.

Da Lyssm unter diesen Transformationen invariant ist, sind auch alle physikalis-
chen Vorhersagen invariant. Haben die Parameter'® M, A, By und p zunéchst die
Phasen ¢ur, ¢4, B, und ¢, dann wenden wir zunachst die Transformation R, mit
dem Winkel ¢,7, dann die Transformation P mit dem Winkel ¢p,, an und erhalten
flir eine beliebige Observable:

J(‘M|7|A‘7‘M‘7‘BM‘7 PLps PA, @M, ()OB;L)
= U(|M|7|A|a|M|a|BM|’ SOM+90M7 PA — PM, 07 QOBM) (214)
= U(|M|7|A|a|M|’|BM|a SOM+()0M_()OBM7 PA— PM, 07 O)

Damit gilt einerseits: Das MSSM héangt nur von den Betragen aller Parameter und
den Kombinationen

pA(Bu)',  AM* (215)

9Diese Uberlegungen éndern sich mit mehr als einer Generation. Bei mehr als zwei Generationen
ist es nicht mehr moglich, alle komplexen Phasen wegzutransformieren. Dies ist der Mechanismus
der CP-Verletzung von Kobayashi und Maskawa.

19Der Einfachheit halber unterscheiden wir hier nicht zwischen den einzelnen Gauginomassen
M; 2.3 und den einzelnen A-Parametern A, 4.
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PQ | R | R,

M 0 —1 —1

XU | XD | XE A 0 -1 | —1
v | 11070 Bup | -1 | -1 0
ya| O | 1 |0 W -1 0 1
vl 001 H, | 172 71/2] 0
Ul-1]07]0 H, [ 121217 0
Dlo[-1]0 QU | —-1/2]1 1/2 | 1
El0]0][=1] [@D]-1/2]1/2 | 1
LE [—1/2] 1/2 | 1

0 0 |—-1/2]-1/2

Table 2: Die Ladungen n; fiir sechs U(1)-Transformationen, unter denen das MSSM
invariant ist. Die jeweils nicht aufgefithrten Parameter und Felder transformieren
nicht.

ab. Andererseits kann jede Parameterwahl durch eine aquivalente ersetzt werden,
bei der z.B. (Bu) und eine Gauginomasse My reell sind.

9 Spontane Symmetriebrechung, Mischungen
und Masseneigenzustande

In diesem Abschnitt besprechen wir die spontane elektroschwache Symme-
triebrechung und die daraus resultierenden Massenterme fiir alle Felder in der La-
grangedichte. Werden diese Massenterme diagonalisiert, konnen die Masseneigen-
zustdnde und -Eigenwerte auf der Ebene der Lagrangedichte (entsprechend der
tree-level Approximation) berechnet werden. Die Masseneigenzustinde entsprechen
physikalischen Teilchen, die Masseneigenwerte den entsprechenden physikalischen
Massen (Polstellen der Propagatoren). Die Diagonalisierungsmatrizen tauchen in
den Feynmanregeln auf wie in Abschnitt 7.1 besprochen.

9.1 Spontane Brechung der elektroschwachen Eichinvarianz

Um die Massen der W- und Z-Bosonen zu beschreiben, muss die elektroschwache
Eichinvarianz spontan gebrochen sein. Dazu miissen die Higgs-Skalarfelder einen
Vakuumerwartungswert entwickeln.!! Dies ist moglich. Das Higgspotential des

UPrinzipiell miissen irgendwelche Skalarfelder, die an W und Z koppeln, einen Vakuumer-
wartungswert entwickeln. Im MSSM gibt es nicht nur die Higgs-Skalarfelder, sondern auch
Sfermionen.  Falls letztere aber einen Vakuumerwartungswert héatten, ware nicht nur die
elektroschwache Eichinvarianz spontan gebrochen, sondern auch die SU(3)¢ (im Falle von
Squark-Vakuumerwartungswerten), oder Leptonzahlerhaltung. Beides ist phdnomenologisch aus-
geschlossen.
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MSSM, also der Anteil der Lagrangedichte, der nur Higgsfelder enthélt, hat die

Form ‘CH = ‘Clliiggspot. + ‘CII;iggspot. + ‘C?fifgtgspot. mit
D g2 ; 2 gl2 ; 2
Lo, = —% (HIT"Ha+ HITH,) =% (Y, H{Ha+ Yo, HH, )(2162)
Chiggpor. = —lnl* (HIH+ HIH,), (216b)
oot L= - (M?{dH;Hd + M2 HYH, + (BuH,H, + h.c.)) . (216¢)

Welche Minima das Higgspotential hat, hingt von den Werten der auftretenden
Parameter ab. Wir nehmen im Folgenden an, dal die Minima durch

() ne()

gegeben sind. Die einzige Linearkombination von SU(2)., x U(1)y-Generatoren, die
diesen Vakuumzustand auf Null abbildet und damit seine kleine Gruppe generiert,
ist die elektrische Ladung

Q=T3+Y. (218)
Ein wichtiger, zentraler MSSM-Parameter, der sich hierdurch ergibt, ist die Grofie
tan (3,

T — (219)
(]

Wegen der Vakuumerwartungswerte (217) ist die folgende Parametrisierung der Hig-
gsfelder niitzlich:

1 (0 20 +
o= (TN )= (gl ) e

Hierbei sind gbg,d, X&d reelle Skalarfelder und gbff 4= (gbf )" komplexe Skalarfelder.
Im Vakuum gilt damit ¢ = 9 = 0 fiir i € {u, d}.

9.2 Massen und Mischungen der Eichbosonen

Aus den vier elektroschwachen Eichbosonen W, B, werden die elektrisch geladenen
Wf und die elektrisch neutralen Photon A, und Z,, definiert gemas

1 .
Wj = E(W; ¥ sz) (221)

(é):<—csz iﬁi)(vﬁs) (222)

mit dem schwachen Mischungswinkel cy = cos Oy, sy = sinfy,. Damit und mit
den Kombinationen 7% = T 4 T 148t sich die kovariante Ableitung

D, = 0, +igT*"Wi +ig'Y B,. (223)
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zu

e e
T3 — Qsin’0y) 7, + i
SWCW( @ W) a \/ﬁsw

umformen. An dieser Darstellung lassen sich direkt die Kopplungen aller Eichboso-
nen an alle anderen Felder ablesen.

D, =0, +1eQA, +1i

(TTWr +T"W,) (224)

Aus den kinetischen Termen der Higgsfelder ergeben sich dann die Eichboson-
massenterme, wenn man den Vakuumzustand ¢y = x = 0 einsetzt. Fiir das
Dublett Hy ergibt sich

Lmin.Koppl.Hd = ‘DquP
_ 8Hd—|—i<ngzZ +iW*T*) U2) 4 o2\
© © \/5 0 )
2 2
= |igzTsZma| + z’%w—vd +O0(657,xY). (225)

V2

Zusammen mit den analogen Termen fiir H, ergibt sich der Eichbosonmassenterm
‘Cmin.Koppl.Hd’u o M%Z ZM M2 + —u
m = 5 e + WWM |44 (226)

also Massenterme fiir Z und W, aber nicht fiir das Photon, mit den Massen

2

M = T_@2id) (227)
20W
g2

M = §(v§+v§). (228)

9.3 Massen und Mischungen der Higgsbosonen

Die beiden Higgsdubletts enthalten insgesamt acht reelle Freiheitsgrade, von de-
nen drei wegen der spontanen Symmetriebrechung zu unphysikalischen (would-be)
Goldstonebosonen werden. Ob und wie diese Goldstonebosonen in der Theorie auf-
tauchen, und wie sie von den longitudinalen Freiheitsgraden der Eichbosonen ab-
sorbiert werden, hiangt von der Wahl der Eichfixierung ab. Diese wird hier aber
nicht diskutiert. Wir besprechen nur den physikalischen Anteil der Lagrangedichte,
der nicht aus der Eichfixierung stammt.!?

Der physikalische Anteil der Massenterme fiir die Higgsbosonen stammt aus dem
Higgspotential des MSSM, das aus D-Termen, F-Termen und Softbrechungstermen
gebildet wird, s. Gl. (216). Nur die D-Terme tragen zu den quartischen Termen
des Higgspotentials bei. Dies ist wichtig, da die D-Terme keine freien Parameter

120blich und zweckmiBig ist, die Eichfixierung analog zum Standardmodell als R¢-Eichung
durchzufiihren, in der die Goldstonebosonen eine Masse bekommen, die gleich der Masse der un-
physikalischen Freiheitsgrade der Eichbosonen und der Faddeev-Popov Geister ist.
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enthalten und somit die quartischen Terme des MSSM-Higgspotentials eindeutig
bekannt, und proportional zu Eichkopplungen, sind.

Das MSSM-Higgspotential fithrt auf Massenmatrizen fir die in Gl. (220)
definierten Felder gb?’i, Xi- Es ist niitzlich, im Higgspotential die urspriinglich
vorhandenen Parameter Mi,d, Mfiu durch My, tan 8 zu ersetzen.

Nach einiger Rechnung ergibt sich dann, dal der bilineare Anteil des Higgspo-
tentials folgendermaflen in Diagonalform geschrieben werden kann:

1
LoHiges = —5 (M5 (R°)? + M (H®)? + M3(A°)?) — M. H H~  (229)

mit den Masseneigenzustandsfeldern
H° _ cosa  sina oy
hY —sina cosa Y
GO B cosf3  sinf XY
(AO) _(—sinﬁ cosﬁ)(xg ’ (231)

G* - cosf3 sinpf o5
H* ~ \ —sinf cosf oF

dem Mischungswinkel «, der durch

, (230)

, (232)

2 2
M4+M7

tan2a = tan2f T ESTiE -7 <a<O. (233)

gegeben ist, und den Massen
Mie = Mj+ M, (234)

1

Miy = 5 [M3+ Mg+ \JOME+ M) — AMEMEGS, | (235)

2Bu

M; = : 23

4 sin 23 (26)

Das heiBt, die oben definierten Felder ¢{ , mischen zu Masseneigenzustéinden H, h°,
zwei physikalischen, (im Limes von CP-Erhaltung) CP-geraden, Higgsskalaren. Die
CP-ungeraden Felder x; 5 mischen zu einem Masseneigenzustand A° und einem un-
physikalischen Goldstoneboson G, das keine Massenterme aus dem physikalischen
Higgspotential bekommt (aber in R¢-Eichung aus der Eichfixierung). Die Felder gbe
mischen zu zwei geladenen Higgsskalaren H* und zwei geladenen Goldstonebosonen

G*.

Der Mischungswinkel fiir die geladenen und CP-ungeraden Felder ist der durch
tan 8 bestimmte Winkel 3, der Mischungswinkel « fiir die CP-geraden Felder ist
eine Funktion davon.

Es ist wichtig zu bemerken, dafl die Masse des leichtesten Higgsbosons h le-
ichter als die Z-Masse ist. Dies einerseits eine sehr wichtige Vorhersage des MSSM,
die von den eindeutig bestimmten quartischen Termen des Higgspotentials stammt.
Andererseits ist M, < My ein Artefakt der Rechnung in niedrister Ordnung
Storungstheorie. In hoheren Ordnungen gibt es grofle, berechenbare Korrekturen.
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9.4 Massen und Diracspinoren der Quarks und Leptonen

Durch die Vakuumerwartungswerte der Higgsfelder enthalten die Yukawakopplungen
im Superpotential Massenterme fiir die Quarks.

Lsuperpot. = /d29 (yaHaQD + vy, H, QU + y.HyLE) + h.c. + ...
= —yqvugdrdr + Y,V uLur — YeVgerer + h.c. + . .. (237)

Man beachte hierbei die Summationskonvention fiir Produkte von SU(2)-Dubletts.
Diese Terme lassen sich als Massenterme fiir die Diracspinoren

) =) =) oo

My = —YuVu, Mg = YdVd, Me = YeUd (239)

mit den Massen

schreiben, B
Loy qr = —myuu — madd — meee. (240)

Es instruktiv, die Yukawakopplungen durch bekannte Massen und Kopplungen
auszudriicken:

em,, emy eme

—_——, = Y e — T = . 24]_
\/ﬁMwswsﬁ v \/ﬁMWchg Y \/ﬁMWchﬁ ( )

Yu =

Die up-type Yukawakopplung ist daher im Vergleich zum Standardmodell mit 1/s4
multipliziert, die down-type Yukawakopplungen mit 1/cz. Fiir groBle tan 8 be-
deutet dies, daf} die down-type Yukawakopplungen im Vergleich zum Standardmod-
ell verstarkt sind (tan S-enhancement).

9.5 Massen und Mischungen der Squarks und Sleptonen

Die Superpartner der links- und rechtshandigen Quarks und Leptonen bezeich-
nen wir als links- und rechtshandige Squarks und Sleptonen, obwohl Skalarfelder
natiirlich keine Handigkeit oder Spin haben. Die linkshandigen Squarks und Slep-
tonen bilden SU(2),-Dubletts, die rechtshéndigen bilden Singletts. Nach spontaner
Symmetriebrechung konnen links- und rechtshiandige Squarks und Sleptonen aber
miteinander mischen.

Massen- und Mischungsterme fiir Squarks und Sleptonen ergeben sich aus allen
Termen in Lyssy, die quadratisch in den Squarks/Sleptonen sind und ansonsten
hochstens noch Higgsfelder enthalten. Solche Terme gibt es in den D-Termen, F-
Termen und in L. Die flir die Squarks relevanten Terme sind

Eﬁ,q = -9 (QETCL@L + fLRTafLE + JRTGCZE) (H;T“Hd + HlT“Hu>
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g2 (q}qu +apYal + CZRYJ;) (H;YHd + HiYHu) o (242)

cF o _|yadt - o yatat -t
mdg Yaqrapr u Yuqrup — Wiy
13t 2 2~1 2 1~2 2~1 2
_)deddR) —)—yuHuuR‘ —)deq —‘—yuHqu ;o (243)
Lot = —m2|q* — mi|ag|* — m3|dg/?
_ <ydAdeqLJ; + yu Ay Ho Gl + h.c.) . (244)

Setzen wir die Parametrisierung (220) der Higgsfelder um die Vakuumer-
wartungswerte ein, und vernachlassigen Terme der Ordnung gb?’i, x?, erhalten wir
aus den D- und F-Termen

v2 — 02 PR
Lhy = = A5 (T + anT il + deTdl)

—g” (cszch + fLRYlNLLg + CzRYCZTRH ; (245)

Lng = — [(—M*vuydcﬁ@ — 1 va( =)y )ity + hc.)
+ (yava)’|del* + (—yuvu)*|drl*
+ (gava 213 + (—guva)lat ). (246)

Der zweite Teil der F-Terme aus Eﬂq ergibt genau die entsprechenden Quark-
massen.'® In LD . verwenden wir

M, M2
(v3 —v?) = 2g (5—36)—2g CopCy (247)

und ¢, T° — s%,VY 7% — s3,Q. AuBerdem benutzen wir, dai die Ladung der
Antisquarks dR, al r das negative der Quarkladung ist.

Nach analoger Rechnung fiir die Sleptonen lassen sich alle Massenterme fiir
Squarks und Sleptonen tibersichtlich in Matrixform schreiben als

o - d
Longi = — (al @) 12 <UR) = (dl, di) M2 ( dR)
~ (e k) M2( ) — i M2, (248)
€Rr
mit den Massenmatrizen

a2 = et mg At Miess(Ts — Qsiy)  ma (—p/ tanf + A7)

13Bei exakter Supersymmetrie miiiten die Squarks dieselben Massen wie die Quarks haben.
Wir sehen hier aber, dafl bei nichtverschwindenden Higgserwartungswerten noch andere Terme
beitragen, so dafl zwingend eine Massenaufspaltung zwischen Quarks und Squarks folgt. Der
Grund fiir die Aufspaltung ist, dafl die Quarkmassen die Brechung der Eichsymmetrie erfordern
und diese im MSSM nicht ohne Supersymmetriebrechung moglich ist.
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A2 ( m; 4 mZ + Mzcop(Ts — Qsyy) mq (—ptan 5 4 Af) )
d b

- mq (—p* tan B+ Ag)  mg +m3 + MzepsQsy,

2 _ m§+m§+M%cm(T3 — Qs¥y) me (—ptan 5+ A¥)
Mg = * 2 2 2 2 . (249)
‘ me (—p* tan 8+ Ac) m? +m2 + MzcypQsty

und der Sneutrinomasse

1
M7 =mj ; + §M§ cos 203. (250)

Es ist auch niitzlich, die allgemeine Bezeichnung

2 *
az = Mo e 251
P mpx, a2 ) (251)
ff fRR

fiir die Sfermionmassenmatrizen einzufithren. Mit dieser Bezeichnung ist
Xy = Ap—p{cotf,tan 5} (252)

mit {cot 3, tan 8} fiir up- und down-type Sfermionen. Die Diagonaleintrige M?2

) fLL
und M FRR haben die Struktur

mfc + Softbrechung + D-Term,

wobei es wichtig ist, dafl die linkshéndigen Softbrechungsterme eines Dubletts
(up- und down-Squark oder Selektron und Sneutrino) gleich sind. Der Grund ist
die SU(2)p-Eichinvarianz, und die Konsquenz ist, da nicht alle Sfermionmassen
voneinander unabhangig gewahlt werden konnen.

Die hermitesche Massenmatrix le kann diagonalisiert werden von einer unitaren

Matrix U f in der Form

U’ZZ\/[J%UJZJr = diag(m%, m%), (253)

und Sfermion-Masseneigenzustande kénnen durch
f 1 ) f ( fL )
~ = U . 254
(7 i (254

Mit den neuen Feldern nehmen die Squark- und Sleptonmassenterme die Diago-
nalform

definiert werden.

L = —ml |w]” = m2,|a|* — m2 |di|* — m2 |do?

—mZ |&* —mZ,|&)” — ) Moy (255)

m, g,

aln.
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9.6 Massen und Mischungen der Neutralinos

Die Superpartner der elektrisch neutralen Eich- und Higgsbosonen konnen ebenfalls
miteinander mischen. Genau wie aus den minimalen Kopplungs-Termen |D*Hy,,|*
die Eichbosonmassen entstehen (und die Goldstonebosonen unphysikalisch und von
den longitudinalen Freiheitsgraden der Eichbosonen absorbiert werden), entstehen
aus den entsprechenden Gaugino-Termen Mischungen:

m,x°0

L = Vg X (HYTY o, + HEY U,
+V/2ig\3 (H;T T3l + HSTT?’@z)?{u) Y he
= Mgi(—sw\ + CW)\?’)(%@Z)}{UZ — sgp ) +he.+ ... (256)

Weitere Terme, die bilinear in den neutralen Gauginos/Higgsinos sind, gibt es nur
in den Softbrechungstermen und Superpotentialtermen,

1 1
Lo, = GMNN + S MoXN + hc. (257)
cowemet =l 42+ he.. (258)

Fassen wir alle neutralen Gauginos/Higgsinos in dem Vektor ¢° =
(=X, —iX?, by, b, )" zusammen, lassen sich alle Massenterme wieder iibersichtlich
in Matrixform schreiben,

1
Lo = —§¢0TY¢0 + h.c.. (259)

mit der symmetrischen Massenmatrix

M, 0 —Mysy cos 8 Mgsy sin 3
B 0 M, Mzew cos 8 —Mgew sin 8
Y o= —Mysy cosB Mgey cos 3 0 — (260)
Mz8W Sil’lﬁ —MZcW Sil’lﬁ — U 0

Diese Matrix ist symmetrisch, aber nicht unbedingt reell und hermitesch. Man kann
sie durch eine unitire Matrix N diagonalisieren,*

N*YN' = diag(m,o, ..., m0). (261)

Die entsprechenden Masseneigenzustande nennt man Neutralinos. Definieren wir
die Neutralino-2-Spinoren durch

) = Nijz/;;? (262)

4Das entsprechende Verfahren wird als “Singular Value Decomposition” bezeichnet. Es beruht
im Wesentlichen darauf, da Y'Y hermitesch ist und gewohnlich diagonalisiert werden kann.
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und Neutralino-4-Majoranaspinoren durch!®

O o= (X?), (263)

XY

dann lautet der Massenterm

4
1 =0 -
Lo = D) § mx?XjX?' (264)
i=1

9.7 Massen und Mischungen der Charginos

Die Mischungs- und Massenterme der geladenen Gauginos und Higgsinos haben
denselben Ursprung wie die der Neutralinos,

frinKerpws g (Hymﬂ/}?{d + HSTMW}{J + hec, (265)
L%, = MyAA™ +he., (266)
LS =l e 267

Hier ist A* analog zu Wf definiert. Um die Massenterme matrixwertig zu schreiben,
fithren wir die Vektoren ¢~ = (—iA™, 93 )7, ¥t = (—iAt, ¢y, ). ein, wobei zu be-
tonen ist, dal ¢y~ # (¢ 7). Somit 148t sich der Charginomassenterm folgendermafien
schreiben:

Loy: = = "Xyt + he (268)
mit der Charginomassenmatrix

X = ( M2 Mw\/QSHlB ) .

My /2 cos 3 o (269)

X kann nicht symmetrisch gewéhlt werden. Zur Diagonalisierung sind zwei unitare
Matrizen U,V ausreichend:

U*XV™h = diag(m, s, m,+). (270)

Die entsprechenden Masseneigenzustande nennt man Charginos. Wir definieren
Chargino-2-Spinoren durch

+ +
15Tn diesem Abschnitt bezeichnen wir die 4-Spinoren mit ¥°, die 2-Spinoren mit x°. Spéter lassen

wir diese Unterscheidung fallen, da aus dem Zusammenhang immer hervorgehen wird, welcher
Spinortyp gemeint ist.
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das heift, die positiv geladenen Komponenten transformieren mit V' und die nega-
tiven mit U. Chargino-4-Spinoren sind durch

- +
- Xi - Xi __ -
v () w= () - (273)

definiert. Mit diesen Definitionen lassen sich die Charginomassenterme in der Diag-
onalform

2
Lo = =2 M %, X5 (274)
j=1

schreiben.

9.8 Gluinos

Die Gluinos mischen mit keinen anderen Teilchen, sondern sind bereits Masseneigen-
zustande. Die Masse der Gluinos ist direkt durch den Soft-Brechungsterm Ms;
gegeben:

mg = | My, (275)

Falls Mj reell ist, definieren wir analog zu den Neutralinos und Charginos auch fiir

die Gluinos 4-Spinoren durch
g = (% (276)
g - ZX(SI )

und wir erhalten

1 I e
Lm.g = §M3 )\Z)\CSL + h.c. = —émg g ga. (277)
Falls My = ¢eMs|Ms| komplex ist, 1d8t sich eine Phasentransformation \¢ —

e~¥Ms/2\% durchfiihren, durch die Mj effektiv reell wird.

10 Feynmanregeln

Die Feynmanregeln lassen sich aus der MSSM-Lagrangedichte in der iiblichen
Weise gewinnen. In der urspriinglichen Basis mit symmetrischen Feldern und
Parametern nehmen die Wechselwirkungen und Vertizes eine einfache Form an,
aber die Propagatoren sind wegen der Mischungen kompliziert. In der Basis
mit Masseneigenzustands-Feldern nehmen die Propagatoren eine iibliche, diagonale
Form an, aber die Wechselwirkungsvertizes sind relativ komplizierte Kombinationen
von urspriinglichen Kopplungen und Diagonalisierungsmatrizen.

Der allgemeine Fall der Herleitung von Feynmanregeln in Gegenwart von Mis-
chungen ist in Abschnitt 7.1 diskutiert. Hier geben wir zur Verdeutlichung ein
Beispiel einer wichtigen MSSM-Feynmanregel an. Die Herleitung verdeutlicht die
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a

. , , ; D
7 4\\ :z(—\/?gsUflPL+\/§gsU52PR)?
q
e . G\ G \* A?
ﬂ\ :z(—\/ﬁgs(Un) PR+\/§98(Ui2) PL)?
q

Figure 9: Feynmanregeln der Quark-Squark—Gluino-Vertizes im MSSM. Genau wie
in Fig. 8 lassen sich auch hierfiir geflippte Feynmanregeln angeben, die in praktischen
Rechnungen niitzlich sein konnen.

allgemeine Vorgehensweise und illustriert die allgemeinen Uberlegungen aus Ab-
schnitt 7.1. FEine vollstandige Liste aller MSSM-Feynmanregeln in den hier be-
nutzten Konventionen findet sich in Ref. [18].

10.1 Quark—Squark—Gluino-Kopplungen

In der urspriinglichen Lagrangedichte in Weylspinor-Notation sind diese Wechsel-
wirkungen geméfl Gl. (174) und (211) durch

Log = —V2g.(iq NG — @1iNsar)
o T\ . o .
—\/§gs(zuR(—)\8 )u}z — uRz(—)\ST)uR)
V29, (idr(—X, )dly — dri(—A")dr) (278)

gegeben. Ersetzen wir die auftretenden Weylspinoren durch Dirac- bzw. Majo-
ranaspinoren und die Squarks durch Masseneigenzustande, erhalten wir

~j=a A” — * * A” ~a ~
Log = Y Y 45" (Pegui+ Prgri) 50+ Q(Pagi; + Prok) 530 (279)

q=u,d i=1,2
mit den Kopplungen

gri = —V2g.U%, (280)
gri = +V2g.U%,. (281)

Die sich ergebenden Feynmanregeln sind in Fig. 9 angegeben.
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