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Gleichungen und Herleitungen

zur Supersymmetrie

Wir geben hier die nötigen Definitionen und Rechenverfahren für allgemeine
supersymmetrische Modelle an. Die in Abschnitt 4.5 angegebene Lagrangedichte
kann direkt auf das MSSM oder die supersymmetrische QED oder QCD spezialisiert
werden. Viele der folgenden Definitionen und Rechnungen finden sich auch in [12,
16, 5, 11] oder [10], allerdings in anderen Konventionen. Unsere Konventionen sind
auf die Komponentenfelder aus [7] abgestimmt.

1 Lorentz- und Poincarégruppe und Spinoren

1.1 Poincaréalgebra

Die Lorentzgruppe ist die Gruppe aller Matrizen Λµ ν auf dem Minkowskiraum, die
die Bilinearform xy = xµgµνx

ν und damit die Lichtgeschwindigkeit invariant lassen.
Dazu äquivalent ist

Λµ ρΛ
ν
σg

ρσ = gµν . (1)

Der metrische Tensor gµν ist dabei

gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1). (2)

Es ist gµνgνρ = δµρ , und Aµ = gµνA
ν für einen 4-Vektor Aµ. Eine infinitesimale

Lorentztransformation schreiben wir als

Λµ ν = δµ ν + ωµ ν , (3)

wobei die Bedingung (1) äquivalent zur Antisymmetrie ωµν = −ωνµ ist.

Sei nun U(Λ) eine Darstellung der Lorentzgruppe. In dieser Darstellung
schreiben wir eine infinitesimale Lorentztransformation als

U(δ + ω) = 1− i

2
ωµνJ

µν (4)

mit antisymmetrischem Jµν . In der Fundamentaldarstellung ist also

(Jρσ)µ ν = i(gµρgν
σ − gµσgν

ρ). (5)

Die Poincarégruppe ist die Gruppe der Lorentztransformationen und Translatio-
nen auf dem Minkowskiraum. Bezeichnet (Λ, a) die Transformation x→ Λx+a und
U(Λ, a) eine Darstellung der Poincarégruppe, so schreiben wir für eine infinitesimale
Transformation

U(δ + ω, ǫ) = 1 + iǫµPµ −
i

2
ωµνJ

µν . (6)
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Aus diesen Definitionen folgt, daß P und J Tensoren unter Lorentztransformationen
sind, daß also folgende Kovarianzeigenschaften gelten:

Λµ ν U(Λ)P
νU(Λ)−1 = P µ, (7)

Λµ ρ Λ
ν
σU(Λ)J

ρσU(Λ)−1 = Jµν . (8)

Die infinitesimale Versionen dieser Kovarianzbeziehung ist

[P µ, Jρσ] = (Jρσ)µ λP
λ, (9)

[Jµν , Jρσ] = (Jρσ)µ λJ
λν + (Jρσ)µ λJ

µλ. (10)

Eine wichtige Darstellung der Poincarégruppe ist die mit Differentialoperatoren
auf einem Funktionenraum auf dem Minkowskiraum. Diese Darstellung U(Λ, a) ist
definiert durch

(U(Λ, 0)f)(x) = f(Λ−1x) ⇒ Jµν = Lµν ≡ i(xµ∂ν − xν∂µ), (11)

(U(0, a)f)(x) = f(x− a) ⇒ P µ = i∂µ. (12)

Die Vorzeichen bei den Definitionen von Jµν und P µ wurden so gewählt, daß
die Vorzeichen in dieser Darstellung den aus der Quantenmechanik üblichen
entsprechen.

Sowohl aus der Differentialoperatordarstellung als auch aus den infinitesimalen
Versionen der Kovarianzbeziehungen oben als auch aus der fundamentalen Darstel-
lung der Jµν folgen die Vertauschungsrelationen der Poincaréalgebra

[P µ, P ν] = 0, (13)

[P µ, Jρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ), (14)

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ). (15)

1.2 2-Spinordarstellungen

Es ist nützlich, die Weyl-Darstellung von γ-Matrizen und den üblichen 4-Spinoren,
die z.B. in der Dirac-Gleichung auftauchen, zu wählen. In dieser Darstellung zer-
fallen 4-Spinoren in zwei 2-Spinoren, sogenannte Weyl/van der Waerden-Spinoren
mit “gepunkteten” oder “ungepunkteten” Indizes. Die γ-Matrizen und Kombina-
tionen davon setzen sich aus 2 × 2-Blockmatrizen zusammen. Wir beginnen mit
einer systematischen Einführung der 2-Spinoren und zugehörigen σ-Matrizen (diese
kann zunächst übersprungen werden), danach geben wir den Zusammenhang zu den
üblichen 4-Spinoren und γ-Matrizen an.

Wir betrachten zunächst einen 2-Spinorraum, dessen Elemente wir mit ψα

(α = 1, 2) bezeichnen. Für jedes ψα können wir drei weitere 2-Spinoren durch
Herunterziehen der Indizes und komplexe Konjugation wie folgt definieren:

ψ
α̇
:= (ψα)†, ψα := ǫαβψ

β, ψα̇ := ǫα̇β̇ψ
β̇
= (ψα)

†. (16)



Dominik Stöckinger 3

Hierbei nehmen die Indizes die Werte α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇ etc an, und

ǫαβ = −ǫβα, ǫα̇β̇ = −ǫβ̇α̇, ǫαβ = ǫβα, ǫα̇β̇ = ǫβ̇α̇, ǫ12 = 1, ǫ1̇2̇ = 1. (17)

Die vier Räume der ψα, ψ
α̇
, ψα, ψα̇ betrachten wir als vier unterschiedliche

Spinorräume, und wir werden auf jedem Raum eine unterschiedliche Darstellung
der Lorentztransformationen definieren.

Wir beginnen mit den Paulimatrizen

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

(18)

und definieren damit die 4-Vektoren von Matrizen

σµαα̇ := (1, σk)αα̇, (19)

σµα̇α := (1,−σk)α̇α. (20)

Die Indizes nehmen die Werte α = 1, 2, α̇ = 1̇, 2̇ an. Die Indexstruktur kennzeichnet
hierbei, mit welchen Spinoren die Matrizen multipliziert werden sollen.

Zunächst können wir damit Spinordarstellungen der Lorentzgruppe auf den

Räumen der ψα und ψ
α̇
definieren. Sie sind durch die Generatoren 1

2
σµν und 1

2
σµν

gegeben, wobei

(σµν)α
β :=

i

2
(σµσν − σνσµ)α

β, (21)

(σµν)α̇ β̇ :=
i

2
(σµσν − σνσµ)α̇ β̇. (22)

Daß diese Generatoren die Algebra (15) erfüllen, läßt sich mit den leicht zu veri-
fizierenden Gleichungen

(σµσν + σνσµ)α
β = 2δα

βgµν , (23)

(σµσν + σνσµ)α̇ β̇ = 2δα̇ β̇g
µν. (24)

beweisen. Endliche Lorentztransformationen von ψα sind dann im Einklang mit (6)
durch

M(Λ)α
β :=

(

e−
i
2
ωµν

σµν

2

)

α

β (25)

definiert. M ∈ SL(2,C), weil Tr(σµν) = 0, also detM = 1. Endliche Lorentztrans-

formationen von ψ
α̇
sind analog durch

(

e−
i
2
ωµν

σµν

2

)α̇

β̇ definiert, aber weil σ
µν† = σµν

ist, ist dies nichts anderes als

M−1†(Λ)α̇ β̇ =
(

e−
i
2
ωµν

σµν

2

)α̇

β̇. (26)
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Die Darstellung der Lorentzgruppe auf den beiden anderen, den ψα- und ψα̇-Räumen

ist durch ǫαβMβ
γǫγδ = (M−1)δ

α und ǫα̇β̇M
−1†β̇

γ̇ǫ
γ̇δ̇ = (M †)δ̇ α̇ gegeben. Diese

Gleichungen folgen daraus, daß detM = 1 ist. Aus demselben Grund sind die ǫ-
Tensoren numerisch invariant:

Mα
βMγ

δǫβδ = ǫαγ detM = ǫαγ . (27)

Insgesamt transformieren die Spinoren unter der Lorentztransformation Λ wie folgt:

ψα → (M)α
β ψβ ,

ψ
α̇ → (M−1†)α̇ β̇ ψ

β̇
,

ψα → ψβ (M−1)β
α,

ψα̇ → ψβ̇ (M †)β̇ α̇.

Und daher sind die folgenden Skalarprodukte lorentzinvariant:

ψχ := ψαχα = −χαψα = χαψα = χψ, (28)

ψχ := ψα̇χ
α̇ = −χα̇ψα̇ = χα̇ψ

α̇
= χψ. (29)

Wir definieren hier wie überall Produkte von Spinoren antikommutierend.

Wichtige Formeln, die sich für die hier definierten Matrizen ergeben, sind:

(σµσν + σνσµ)α
β = 2δα

βgµν , (30)

(σµσν + σνσµ)α̇ β̇ = 2δα̇ β̇g
µν , (31)

σµσνσρ + σρσνσµ = 2 (gµνσρ − gµρσν + gνρσµ) , (32)

Trσµσν = 2gµν , (33)

Trσµσνσρσσ = 2 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ − iǫµνρσ) , (34)

Trσµσνσρσσ = 2 (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ + iǫµνρσ) , (35)

ǫαβǫα̇β̇σµ
ββ̇

= σµα̇α (⇐ ǫ12 = ǫ1̇2̇), (36)

(ψσµ)α̇ = −ǫα̇β̇ β̇(σµψ), (37)

α(σ
µψ) = −ǫαβ(ψσµ)β, (38)

α(σ
µσνψ) = ǫαβ(ψσ

νσµ)β (39)

mit dem antisymmetrischen Tensor in vier Dimensionen

ǫµνρσ =







+1 falls (µ, ν, ρ, σ) gerade Permutation von (1, 2, 3, 4),
−1 falls (µ, ν, ρ, σ) ungerade Permutation von (1, 2, 3, 4),
0 sonst.

(40)

Aus der Gleichung (32) folgt auch das Transformationsverhalten der σ-Matrizen:

Λµ νMα
βσν

ββ̇
(M †)β̇ γ̇ = σµαγ̇ (41)

Λµ ν(M
−1†)α̇ β̇σ

νβ̇β(M−1)β
γ = σµα̇γ. (42)
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Und daraus folgt die Kovarianz von ψσµχ:

ψ′σµχ′ = Λµ νψσ
νχ (43)

und entsprechend für ψσµχ.

1.3 4-Spinordarstellung

Nun können wir den Zusammenhang zu den üblichen 4-Spinoren angeben. 4-
Spinoren setzen sich aus zwei zueinander ladungskonjugierten 2-Spinoren ψα, χα
zusammen:

Ψ =

(

ψα
χα̇

)

(44)

Wir stellen die γ-Matrizen dar als

γµ :=

(

0 σµ

σµ 0

)

, (45)

γ5 :=

(

−1 0
0 1

)

, (46)

PL :=
1− γ5

2
=

(

1 0
0 0

)

, (47)

PR :=
1 + γ5

2
=

(

0 0
0 1

)

. (48)

Die so definierten γ-Matrizen erfüllen die Clifford-Algebra

{γµ, γν} = 2gµν (49)

und
{γµ, γ5} = 0. (50)

Auf dem Raum der 4-Spinoren ist die Darstellung der Lorentzgruppe durch die
Generatoren

Sµν :=
1

2
σ
µν , (51)

σ
µν :=

i

2
[γµ, γν ] =

(

σµν 0
0 σµν

)

(52)

definiert.1 Daß die Sµν die Algebra (15) erfüllen, folgt allein aus der Clifford-Algebra.
Wegen PLΨ =

(

ψα

0

)

und PRΨ =
(

0
χα̇

)

nennen wir ψ einen linkshändigen und χ einen
rechtshändigen 2-Spinor.

1Die Unterscheidung im Druck zwischen den Matrizen σ
µν im 4-Spinorraum und σµν im 2-

Spinorraum halten wir nur in diesem Abschnitt aufrecht. Ansonsten geht aus dem Zusammenhang
und der Indizierung immer hervor, welche von beiden gemeint ist.
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Adjungierte und ladungskonjugierte 4-Spinoren werden wie üblich definiert:

Ψ := Ψ†γ0, ΨC := iγ0γ2Ψ
T
. (53)

Daraus ergeben sich die folgenden übersichtlichen Relationen zwischen 4- und 2-
Spinoren:

Ψ =

(

ψα
χα̇

)

, Ψ =
(

χα ψα̇
)

, (54a)

ΨC =

(

χα

ψ
α̇

)

, Ψ
C
= (ψα χα̇) . (54b)

Majoranaspinoren erfüllen die Einschränkung ΨC = Ψ, also χα = ψα. Spinoren mit
Ψ 6= ΨC nennen wir Diracspinoren.

Wichtige Formeln, die sich leicht mit 2-Spinoren verstehen lassen, sind (sogenan-
nte Flip-Regeln, siehe dazu auch [2]):

Ψ1PLΨ2 = Ψ
C

2 PLΨ
C
1 = χ1ψ2, (55)

Ψ1PRΨ2 = Ψ
C

2 PRΨ
C
1 = ψ1χ2, (56)

Ψ1γ
µPLΨ2 = Ψ

C

2 (−γµPR)ΨC
1 = ψ1σ

µψ2 = −ψ2σ
µψ1, (57)

Ψ1{1, γ5, γµ, γµγ5}Ψ2 = Ψ
C

2 {1, γ5,−γµ, γµγ5}ΨC
1 . (58)

Hermitesche Konjugation verhält sich wie folgt:

ψ
α̇
= (ψα)†, ψα̇ = (ψα)

†, (ψ1ψ2)
† = ψ2ψ1, (ψ1σ

µψ2)
† = ψ2σ

µψ1. (59)

Damit gelten folgende Gleichungen:

(Ψ1PLΨ2)
† = Ψ2PRΨ1, (60)

(Ψ1γ
µPLΨ2)

† = Ψ2γ
µPLΨ1, (61)

(Ψ1γ
µPRΨ2)

† = Ψ2γ
µPRΨ1, (62)

(Ψ1{1, γ5, γµ, γµγ5}Ψ2)
† = Ψ2{1,−γ5, γµ, γµγ5}Ψ1. (63)

Wichtige Formeln mit den γ-Matrizen sind:

γ5 = iγ0γ1γ2γ3

= − i

4!
ǫµνρσγ

µγνγργσ, (64)

(γ5)2 = 1, (65)

γµPL = PRγ
µ, (66)

γµPR = PLγ
µ, (67)

γ5σµν =
i

2
ǫµνρσσρσ. (68)
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Die nächsten Formeln beruhen nur auf der Clifford-Algebra (49), allerdings ver-
allgemeinert auf eine D-dimensionale Raumzeit mit gµνgµν = D. Daß diese bei-
den Gleichungen für beliebige D erfüllbar sind, zeigt die explizit in [1] konstruierte
Darstellung. Es gilt:

γµγµ = D, (69)

γµγνγµ = (2−D)γν , (70)

γµγνγργµ = 4gνρ − (4−D)γνγρ, (71)

γµγνγργσγµ = −2γσγργν + (4−D)γνγργσ, (72)

Tr γµγν = gµνTr 1, (73)

Tr γµγνγργσ = (gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)Tr 1, (74)

Tr (ungerade Anzahl v. γµi) = 0. (75)

2 Supersymmetrie und Superraum

2.1 Supersymmetriealgebra

Die Supersymmetriealgebra ist eine nichtvertauschende Erweiterung der
Poincaréalgebra, die von den Generatoren P µ, Jµν , Qα und Qα̇ erzeugt wird.
Die Vertauschungsrelationen sind:

[P µ, P ν] = 0, (76)

[P µ, Jρσ] = i(gµρP σ − gµσP ρ), (77)

[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ), (78)

{Qα, Qβ} = {Qα̇, Qβ̇} = 0, (79)

{Qα, Qα̇} = 2σµαα̇Pµ, (80)

[P µ, Qα] =
[

P µ, Qα̇

]

= 0, (81)

[Jµν , Qα] = −1

2
α(σ

µνQ). (82)

Dabei ist die Vertauschungsrelation zwischen Qα und Jµν äquivalent dazu, daß Qα

ein Spinoroperator ist:

M(Λ)α
β U(Λ)QβU(Λ)

−1 = Qα. (83)

2.2 Superraum und Differentialoperatordarstellung

Die eigentliche Supersymmetriegruppe wird von den Generatoren Qα, Qα̇ und P µ

erzeugt. Ihre Elemente hängen von zwei mal zwei antikommutierenden Parametern

ξα, ξ
α̇
und vier kommutierenden Parametern aµ ab und sind durch

G(a, ξ, ξ) := ei(aP+ξQ+Qξ) (84)
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definiert. Der Parameterraum dieser Gruppe ist das Produkt des Minkowskiraumes
und zweier Spinorräume, der Superraum. Die Elemente des Superraums sind die

Tupel z = (xµ, θα, θ
α̇
).

Der Superraum ist der natürliche Darstellungsraum der Supersymmetriealgebra,
genauso wie der Minkowskiraum für Poincarétransformationen. Die Lorentztrans-
formationen sind auf dem Superraum durch den Vektor- bzw. Spinorcharakter von
x, θ, θ bereits definiert. Die eigentliche Supersymmetrietransformation ist:

(xµ, θα, θ
α̇
) → (xµ + iξσµθ + iξσµθ, θα + ξα, θ

α̇
+ ξ

α̇
). (85)

Sehr nützlich ist es, genau wie für die Poincaréalgebra auch für die Supersym-
metriealgebra eine Darstellung durch Differentialoperatoren zu ermitteln. Dies ist,
wieder analog zum Minkowskiraum, auf dem Superraum nun möglich. Zunächst
definieren wir Ableitungen nach θ auf dem Superraum2

∂αθβ := δα β, ∂αθ
α := δα

β, (86)

∂α̇θ
β̇
:= δα̇

β̇, ∂
α̇
θβ̇ := δα̇ β̇. (87)

ξ∂ θα = ξα, ξ∂ θα̇ = ξα̇, (88)

wobei die Ableitungen mit Spinoren antikommutieren. Die eigentlichen Differential-
operatoren, die die Darstellung der Supersymmetriealgebra bilden, sind wie folgt
definiert:

P µ = i∂µ, (89)

Qα = i(∂α + iα(σ
µθ)∂µ), (90)

Qα̇ = i(−∂α̇ − i(θσµ)α̇∂µ). (91)

Diese Generatoren erfüllen

ei(aP+ξQ+Qξ)F (x, θ, θ) = F (x− a− iξσθ − iξσθ, θ − ξ, θ − ξ) (92)

für Funktionen F (x, θ, θ) auf dem Superraum.

2.3 Kovariante Ableitungen und Integrale

Es ist günstig, supersymmetriekovariante Ableitungen zu ermitteln. Zum einen ist
nach der Algebra die Ortsableitung ∂µ kovariant: [∂µ, Qα] = 0. Es gibt zum anderen
auch kovariante Ergänzungen der ∂α:

Dα := ∂α − iα(σ
µθ)∂µ, (93)

Dα̇ := −∂α̇ + i(θσµ)α̇∂µ, (94)

Dα := ǫαβDβ = −∂α + i(θσµ)α∂µ, (95)

D
α̇
:= ǫα̇β̇Dβ̇ = ∂

α̇ − iα̇(σµθ)∂µ. (96)

2Diese Konvention hat allerdings die Folge, daß ∂α = −ǫαβ∂β und ∂α̇ = −ǫα̇β̇∂
β̇
ist. Eine

natürliche Definition gibt es durch Gl. (88) nur für ∂α und ∂
α̇
.
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Diese Ableitungen erfüllen

{Dα, Qα} = {Dα, Qα̇} = {Dα, Dβ} = {Dα̇, Dβ̇} = 0, (97)

{Dα, Dα̇} = {Qα, Qα̇} = 2iσµαα̇∂µ. (98)

Nun definieren wir Integrale auf dem Superraum.

∫

dθα 1 := 0,

∫

dθ
α̇
1 := 0, (99)

∫

dθα θ
β := δα

β,

∫

dθ
α̇
θβ̇ := δα̇ β̇, (100)

∫

dθα θ
βθγ := δα

βθγ − θβδα
γ,

∫

dθ
α̇
θβ̇θγ̇ := δα̇ β̇θγ̇ − θβ̇δ

α̇
γ̇ , (101)

∫

dθα θβ̇ := −θβ̇
∫

dθα,

∫

dθ
α̇
θβ := −θβ

∫

dθ
α̇
, (102)

∫

d2θ :=
1

4
ǫαβ
∫

dθαdθβ,

∫

d2θ :=
1

4
ǫα̇β̇

∫

dθ
α̇
dθ

β̇
. (103)

Damit ergeben sich die wichtigen Gleichungen

∫

d2θ θθ =
1

4
ǫαβǫγδ(δβ

γδα
δ − δα

γδβ
δ) = 1, (104)

∫

d2θ θθ = 1. (105)

Diese Integrale sind damit für beliebige Integranden definiert, denn wegen der An-

tikommutativität gibt es nur Polynome 2. Grades in θ1, θ2 oder θ
1̇
, θ

2̇
. Somit ver-

schwinden Integrale über totale θ-Ableitungen:

∫

d2θ∂αf(θ) =

∫

d2θ∂
α̇
f(θ) = 0. (106)

Deltafunktionen lassen sich durch δ2(θ) := θθ und δ2(θ) := θθ definieren. Sie
erfüllen:

∫

d2θδ2(θ)(a + bαθα + cθθ) = a, (107)
∫

d2θδ2(θ)(a+ bα̇θ
α̇
+ cθθ) = a. (108)

Verschwinden Integrale von totalen Raumableitungen über den ganzen Minkowski-
raum, so lassen sich die θ-Integrale durch kovariante Ableitungen ersetzen. Es ist
nämlich

DαDα

−4
θθ =

Dα̇D
α̇

−4
θθ = 1. (109)
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Deshalb ist
∫

d4x

∫

d2θ F (x, θ, θ) =

∫

d4x
DαDα

−4
F (x, θ, θ) (110)

und genauso
∫

d4x

∫

d2 θF (x, θ, θ) =

∫

d4x
Dα̇D

α̇

−4
F (x, θ, θ). (111)

Zuletzt definieren wir noch das Integral

∫

d4θ :=

∫

d2θd2θ. (112)

Damit sind die Integrale ein Mittel, um aus Polynomen in den θ und θ gewisse Kom-
ponenten herauszuprojizieren.

∫

d4θ ergibt die θθθθ-Komponente,
∫

d4θδ2(θ) die θθ-
Komponente,

∫

d4θδ2(θ) die θθ-Komponente und
∫

d4θδ2(θ)δ2(θ) die 1-Komponente.

2.4 Formelsammlung

Weitere wichtige Formeln mit den θ-Variablen sind:

θαθβ =
1

2
δα βθθ, (113)

θα̇θ
β̇

=
1

2
δα̇

β̇θθ, (114)

∂αθθ = 2θα, (115)

∂
α̇
θθ = 2θ

α̇
, (116)

θσµψ = −ψσµθ, (117)

ψθ θα = −1

2
θθ ψα, (118)

ψθ θ
α̇

= −1

2
θθ ψ

α̇
, (119)

θσµχ θψ = −χσµθ θψ =
1

2
θθ χσµψ = −1

2
θθ ψσµχ, (120)

θσµχ θψ = −χσµθ θψ =
1

2
θθ χσµψ = −1

2
θθ ψσµχ, (121)

θσµσνθ = θθgµν , (122)

θσµθ θσνθ = −θσµθ θσνθ =
1

2
θθθθgµν , (123)

θσµσνσρσσθ =
1

2
θθTrσµσνσρσσ, (124)

θσµσνσρθ = −θσρσνσµθ. (125)
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3 Superfelder

Superfelder sind Funktionen auf dem Superraum, die in den θ-Variablen analytisch
sind [9, 6]. Die Taylorentwicklung in den θ bricht wegen der Antikommutativität
ab und die Entwicklungskoeffizienten sind Funktionen auf dem Minkowskiraum,
die Komponentenfelder. Wir betrachten skalare Superfelder, deren Supersymme-
trietransformationen durch

F ′(x′, θ′, θ
′
) := F (x, θ, θ), F ′ = ei(aP+ξQ+Qξ)F (126)

mit den Differentialoperatoren (89) definiert sind. Durch verschiedene weitere Ein-
schränkungen an die Superfelder erhalten wir möglichst kleine Supersymmetriemul-
tipletts.

3.1 Chirale Superfelder

Skalare Superfelder, die der Einschränkung

Dα̇Φ = 0 (127)

genügen, heißen chiral. Wir werden zeigen, daß chirale Superfelder als fermionischen
Freiheitsgrad einen linkshändigen Spinor enthalten. Wegen {Dα̇, Qβ} = {Dα̇, Qβ̇} =
0 ist diese Einschränkung kovariant unter Supersymmetrie. Die allgemeine Lösung
zu dieser Gleichung finden wir in der chiralen Basis (y, θ1, θ1) mit

xµ = yµ + iθ1σ
µθ1, θ = θ1, θ = θ1. (128)

In dieser Basis ist (Konvention ∂α̇θ
β̇
= ∂

∂θ
α̇ θ

β̇
:= δβ̇α̇)

−∂1α̇ = −∂α̇ + i(θ1σ
µ)β̇(∂

1

α̇θ
1β̇
)∂µ

= −∂α̇ + i(θσµ)α̇∂µ

= Dα̇. (129)

Entsprechend folgt
Dα = ∂1α − 2iα(σ

µθ1)∂
1
µ (130)

Also hat ein allgemeines chirales Superfeld die Form

Φ(x, θ, θ) = φ(y, θ) = e−iθσ
µθ∂µφ(x, θ), (131)

in Komponenten:

φ(y, θ) = A(y) +
√
2 θψ(y) + θθF (y), (132)

Φ(x, θ, θ) = A(x) +
√
2 θψ(x) + θθF (x)

−iθσµθ∂µA(x)−
1

4
θθθθ∂µ∂µA(x)

− i√
2
θθθσµ∂µψ(x). (133)
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Die Felder A,ψ, F bilden ein chirales Multiplett. A und F sind komplexe Skalarfelder
und ψ ist ein linkshändiger 2-Spinor.

3.2 Antichirale Superfelder

Antichirale Superfelder Φ sind durch die Einschränkung

DαΦ = 0 (134)

definiert. Φ ≡ Φ† ist genau dann antichiral, wenn Φ chiral ist. Die Komponentenz-
erlegung eines allgemeinen antichiralen Superfeldes ist daher:

Φ(x, θ, θ) = A†(x) +
√
2 θψ(x) + θθF †(x)

+iθσµθ∂µA
†(x)− 1

4
θθθθ∂µ∂µA

†(x)

− i√
2
θθθσµ∂µψ(x) (135)

Die Felder A†, ψ, F † bilden das antichirale Multiplett. A† und F † sind komplexe
Skalarfelder und ψ ist ein rechtshändiger 2-Spinor.

3.3 Vektorsuperfelder

Vektorsuperfelder sind reelle skalare Superfelder:

V (x, θ, θ) = V †(x, θ, θ). (136)

Sie enthalten gewöhnliche Vektorfelder. Unsere späteren supersymmetrischen Mod-
elle sind eichinvariant unter

V → V ′ := V + i(Λ− Λ), (137)

wobei Λ ein chirales Superfeld ist. Da die 1, θ, θθ-Komponenten von Λ wegen (133)
unabhängig voneinander wählbar sind, können wir als Eichbedingung die Wess-
Zumino-Eichung wählen, in der die 1, θ, θθ- und wegen der Realität von V auch
die θ, θθ-Komponenten von V verschwinden. Die Komponentenzerlegung in dieser
Eichung ist dann:

V (x, θ, θ) = θσµθvµ + iθθθλ(x)− iθθθλ(x) +
1

2
θθθθD(x) (138)

Die Wess-Zumino-Bedingung legt die Eichung nicht vollständig fest. Die 1, θ, θθ-
Komponenten bleiben genau dann unverändert, wenn wir

Λ := A− iθσµθ∂µA− 1

4
θθθθ�A
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wählen, wobei A− A† = 0 ist, so daß

Λ− Λ = −iθσµθ∂µ(A+ A†).

Das heißt, die Wess-Zumino-Bedingung legt die Eichung fest bis auf die übliche
Invarianz unter vµ → vµ + ∂µα mit reellem α. Das Vektormultiplett besteht aus
den Komponenten von V . Die einzigen Komponenten, die sich nicht wegeichen
lassen, sind das reelle Vektorfeld vµ, das reelle Skalarfeld D und die links- und
rechtshändigen Spinoren λ, λ.

4 Supersymmetrische Wechselwirkungen

Wir berechnen nun einige wichtige Wechselwirkungsterme in Komponenten. Das
Modell enthalte ein Materiemultiplett aus chiralen Superfeldern Φ und ein Vektor-
feldmultiplett V = T aV a mit den Generatoren T a einer einfachen Eichgruppe. Wir
fordern Invarianz unter der Eichtransformation:

Φ → e−i2gΛΦ,

Φ → Φei2gΛ,

e2gV → e−i2gΛe2gV ei2gΛ, (139)

wobei Λ = ΛaT a Werte in der Lie-Algebra hat und die Λa chirale Superfelder sind.
Infinitesimal ist also δV a = i(Λa−Λ

a
) für jedes a, wie oben schon benutzt. Bei den

folgenden Berechnungen ignorieren wir totale Ableitungen.

4.1 Allgemeine supersymmetrische Terme

Supersymmetrische Terme, die nur noch von x abhängen, bekommen wir durch
Ausintegrieren der θ-Abhängigkeit der Superfelder.

Es gilt: Für ein allgemeines skalares Superfeld F (x, θ, θ) ist

∫

d4θ F (x, θ, θ) (140)

supersymmetrisch, und für chirale Superfelder ist sogar schon

∫

d2θ Φ(x, θ, θ)|θ=0 =

∫

d4θδ2(θ)Φ(x, θ, θ) (141)

supersymmetrisch.
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Beweis: Wir zeigen, daß das Ortsintegral, also die Wirkung, invariant unter Su-
persymmetrietransformationen, erzeugt durch Qα, Qα̇, ist. Zunächst gilt

∫

d4xd4θ QαF (x, θ, θ) =

∫

d4xd4θ i(∂α + iα(σ
µθ)∂µ)F (x, θ, θ) = 0, (142)

da die Integrale über totale Ableitungen nach xµ oder θα verschwinden. Aus dem-
selben Grund gilt auch

∫

d4xd4θ Qα̇F = 0 und
∫

d4xd2θ QαΦ = 0. Um zu zeigen,
daß auch

∫

d4xd2θ Qα̇Φ verschwindet, benutzen wir die Chiralität von Φ in Form

der Darstellung Φ = e−iθσ
µθ∂µφ(x, θ). Dann ist

∫

d4xd4θ δ2(θ)Qα̇Φ(x, θ, θ) =

∫

d4xd4θ δ2(θ)(−i∂α̇)e−iθσ
µθ∂µφ(x, θ)

=

∫

d4xd4θ δ2(θ)(−i∂α̇)(−iθσµθ∂µ)φ(x, θ)

=

∫

d4xd4θ ∂µδ
2(θ)(θσµ)α̇φ(x, θ)

= 0. (143)

Damit ist die Supersymmetrieinvarianz bewiesen.

Eine wichtige, andere Formulierung desselben Sachverhalts ist: die D-
Komponente jedes Superfeldes und die F -Komponente eines chiralen Superfeldes
sind supersymmetrisch, bis auf totale Ableitungen. Wichtig ist auch, daß Produkte
von (chiralen) Superfeldern wieder (chirale) Superfelder sind. Daher ist

∫

d4θ(beliebiges Produkt von Superfeldern), (144)
∫

d2θ(beliebiges Produkt von chiralen Superfeldern)|θ=0 (145)

immer supersymmetrisch (bis auf totale Ableitungen).

4.2 Materie–Eichfeldwechselwirkungen

Renormierbare supersymmetrische Modelle können mittels der bereits eingeführten
chiralen, antichiralen und Vektorsuperfelder eingeführt werden. Chirale und An-
tichirale Superfelder beinhalten hierbei die Skalar- und Fermionfelder, die man im
Sprachgebrauch von Eichtheorien als Materiefelder bezeichnet, Vektorsuperfelder
enthalten die Eichfelder und deren Superpartner.

Als ersten supersymmetrischen Term geben wir den kinetischen Term von Ma-
teriefeldern (i.e. chiralen Superfeldern), inklusive minimaler Kopplung chiraler an
Vektorsuperfelder an,

∫

d4θΦe2gVΦ. (146)



Dominik Stöckinger 15

Dieser Term ist supersymmetrisch und invariant unter der Eichtransformation (139).

In der Wess-Zumino-Eichung bricht die Reihe e2gV ab. Es ist

V 2 =
1

2
θθθθvµvµ (147)

und alle höheren Potenzen von V verschwinden. In Komponenten lautet der sich
ergebende Wechselwirkungsterm
∫

d4θΦe2gVΦ = F †F + (∂µA† − igA†vµ)(∂µA+ igvµA) + ψσµ(i∂µ − gvµ)ψ

−
√
2g(iψλA−A†iλψ) + gA†DA (148)

Hier taucht nun die eichkovariante Ableitung auf:

Dµ := ∂µ + igvµ. (149)

Die Felder F haben keine kinetischen Terme. Sie sind Hilfsfelder, die später durch
Einsetzen ihrer Feldgleichungen eliminiert werden können.

4.3 Superpotential

Eine weitere offensichtlich supersymmetrische Klasse von Termen ist
∫

d2θW (Φ),

wobei W ein Polynom maximal dritten Grades in chiralen Superfeldern ist. Wir
nennen W das Superpotential. Die Komponentenzerlegungen von entsprechenden
Termen sind:

∫

d2θΦ1Φ2 = A1F2 + F1A2 − ψ1ψ2, (150)
∫

d2θΦ1Φ2Φ3 = F1A2A3 + A1F2A3 + A1A2F3

−A1ψ2ψ3 − ψ1A2ψ3 − ψ1ψ2A3 (151)

Wichtig ist, daß die Terme mit den Spinoren ein anderes Vorzeichen haben. Es
kommt von der Gleichung (ψ1θ)(ψ2θ) = −1

2
(θθ)(ψ1ψ2).

4.4 Kinetische Terme der Eichfelder

Exemplarisch betrachten wir die kinetischen Terme für die Vektorsuperfelder
ausführlicher. Wir definieren chirale und antichirale Feldstärken:

Wα := −1

4
DD(e−2gVDαe

2gV ) (152)

W α̇ := −1

4
DD((Dα̇e

2gV )e−2gV ) (153)
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Die Feldstärken transformieren kovariant unter Eichtransformationen:

Wα → e−2igΛWαe
2igΛ, (154)

W α̇ → e−2igΛW α̇e
2igΛ. (155)

In der Wess-Zumino-Eichung gibt es folgende Summanden zu Wα:

(1) =
DD

−4
Dα2gV,

(2) =
DD

−4
Dα2g

2V V,

(3) =
DD

−4
(−2gV )Dα2gV,

(4) =
DD

−4
(−2gV )Dα2g

2V V,

(5) =
DD

−4
(2g2V V )Dα2gV,

(6) =
DD

−4
(2g2V V )Dα2g

2V V.

Zur Berechnung der Komponenten von Wα benutzen wir die chirale Basis, ohne dies
durch einen Index zu kennzeichnen. Der einzige Unterschied in der Komponentenz-
erlegung von V ist dabei, daß vµ(x) durch

vµ(x+ iθσθ) = vµ(x) + iθσνθ∂νvµ(x)

zu ersetzen ist. Es ist anhand der Komponentenzerlegung von V nun leicht zu
sehen, daß die Terme (4), (5), (6) verschwinden. Die anderen Terme sind mit der
Abkürzung vµν := ∂µvν − ∂νvµ:

(1) =
DD

−4

[

∂α2gV − 2iα(σ
µθ)∂µ2gV

]

= −2igλα + 2gθαD − 2g α(σ
µ∂µλ)θθ

+
DD

−4

[

ig α(σ
µθ)θσνθ∂νvµ + igθσµθ α(σ

νθ)∂νvµ − 2ig α(σ
µθ)∂µθσ

νθvν

]

= −2igλα + 2gθαD − ig α(σ
µσνθ)vµν − 2g α(σ

µ∂µλ)θθ, (156)

(2) = 2g2θαv
2. (157)

Da jeder Term in V mindestens ein θ enthält, trägt zu (3) nur der ∂α-Anteil von Dα

bei:

(3) =
DD

−4
(−2gV )∂α2gV
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=
DD

−4
(−4g2)V

[

α(σ
µθ)vµ + 2iθαθλ− iθθλα + θαθθD

]

=
DD

−4
(−4g2)V

[

α(σ
µθ)vµ + 2iθαθλ

]

=
DD

−4
(−4g2)

[

θσνθvν α(σ
µθ)vµ + 2iθσνθvνθαθλ+ iθθθλ α(σ

µθ)vµ
]

=
DD

−4
(−4g2)

[

1

2
θθ α(σ

µσνθ)vνvµ +
i

2
θθθθ α(σ

νvνλ)−
i

2
θθθθ α(σ

µλ)vµ

]

= −4g2
[

1

2
α(σ

µσνθ)vνvµ +
i

2
θθ α(v

µσµλ− σµλv
µ)

]

. (158)

In der Summe taucht nun der Kommutator

igFµν := [Dµ, Dν ] = ig (vµν + ig [vµ, vν ]) , (159)

auf. Bei einer abelschen Eichgruppe wäre offenbar (2) + (3) = 0. Insgesamt:

Wα = −2igλα + 2gθαD − α(σ
µσνθ) [Dµ, Dν ]

−2gθθ
(

α(σ
µ∂µλ) + ig

[

vµ, α(σµλ)
])

. (160)

Bei dem Produkt
∫

d2θW αWα taucht als einzige Schwierigkeit folgender Term auf:

α(σµσνθ)α(σ
ρσσθ) = ǫαβ β(σ

µσνθ)α(σ
ρσσθ)

= θσνσµσρσσθ

=
1

2
θθTr(σνσµσρσσ)

= θθ(gνµgρσ − gνρgµσ + gνσgµρ + iǫνµρσ). (161)

Damit ist
∫

d2θW αWα = 4ig2λσµ
(

∂µλ + ig
[

vµ, λ
])

−4ig2
(

∂µλ+ ig
[

vµ, λ
])

σµλ

+4g2DD + 2 ([Dµ, Dν ])
2 + tot.Abl.. (162)

Die totale Ableitung, die hierbei auftaucht, stammt von dem Term propor-
tional zu ǫνµρσFµνFρσ, der störungstheoretisch keine Rolle spielt, aber nicht-
störungstheoretische Effekte produzieren kann.

Wir erhalten endlich den eichinvarianten und supersymmetrischen kinetischen
Term durch Bilden der Spur dieses Ausdrucks. Dabei verwenden wir die Normierung

Tr(T aT b) = κδab (163)

der Generatoren der Eichgruppe und die Definition

[

T a, T b
]

= ifabcT
c (164)
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der Strukturkonstanten. Die adjungierte Darstellung der Lie-Algebra ist durch
(T ad)abc = −ifabc gegeben. Diese adjungierte Darstellung tritt in der kovarianten
Ableitung von λa auf. Der Feldstärketensor ist durch

F a
µν = vaµν − ig(T ad)abcvbµv

c
ν (165)

gegeben. Der kinetische Term ist für die Eichfelder, die Gauginos, und deren Wech-
selwirkung (die durch Supersymmetrie und Eichinvarianz bestimmt ist) ist:

∫

d4θ
1

16g2κ
Tr
[

W αWαδ
2(θ) + h.c.

]

=

∫

d4θ
1

16g2
[

W aαW a
αδ

2(θ) + h.c.
]

=
1

2
DaDa − 1

4
(F a

µν)
2 +

i

2
λ
a
σµ(Dµλ)

a +
i

2
λaσµ(Dµλ)

a. (166)

Die Hilfsfelder Da haben offenbar keinen kinetischen Term.

4.5 Lagrangedichte eines allgemeinen Modells

Wir betrachten ein Modell, das ein Materiemultiplett aus chiralen Superfeldern Φ
und ein Vektorfeldmultiplett V = T aV a enthalte. Die Darstellung der Eichgruppe
auf dem Materiemultiplett muß dabei nicht irreduzibel sein. Die allgemeine eichin-
variante, supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist dann

L =

∫

d4θ
(

Φe2gVΦ+
1

16g2
(W aαW a

αδ
2(θ) + h.c.)

+(Wδ2(θ) + h.c.)
)

. (167)

Dabei ist das Superpotential W ein Polynom dritten Grades in den chiralen Super-
feldern:

W (Φ) = ciΦi +
mij

2
ΦiΦj +

gijk
3!

ΦiΦjΦk. (168)

Die Kopplungen mij , gijk seien total symmetrisch.

Weitere Terme kann es in der Lagrangedichte nicht geben wegen Eichinvarianz
und da höhere Potenzen von Φ zu nichtrenormierbaren Termen (i.e. Termen mit
Dimension> 4) führen würden.

Nun eliminieren wir die Hilfsfelder Da und Fi. Die Lagrangefunktion enthält
keine kinetischen Terme für die Hilfsfelder, so daß die entsprechenden kanonischen
Impulse identisch verschwinden. Dies und die Bewegungsgleichungen für die Hilfs-
felder bilden Einschränkungen zweiter Klasse zwischen den kanonischen Variablen.
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Nach [13], Anhang 7A, ist das naive Vorgehen richtig, die Lösungen der Hilfsfeld-
gleichungen in die Lagrangefunktion einzusetzen und die Hilfsfelder dadurch zu eli-
minieren. Die Summe aller Terme, die Da enthalten, ist:

LD =
1

2
DaDa + A†gT aDaA. (169)

Also ist die Lösung der Bewegungsgleichung für Da durch Da = −A†gT aA gegeben.
Setzen wir diese Gleichungen in die Lagrangedichte ein, ist

LD = −1

2
(A†gT aA)2. (170)

Die Summe aller Terme, die Fi, F
†
i enthalten, ist

LF = F †
i Fi +

(

ciFi +mijFiAj +
gijk
2
FiAjAk + h.c.

)

= F †
i Fi +

(

∂W (A)

∂Ai
Fi + h.c.

)

. (171)

Die Lösungen der Feldgleichungen sind F †
i = −∂W (A)

∂Ai
. Damit ist

LF = −
∣

∣

∣

∣

∂W (A)

∂Ai

∣

∣

∣

∣

2

. (172)

Nachdem LD + LF alle Hilfsfeldterme enthalten, geben wir nun alle übrigen Terme
an. Wir verwenden die kovariante Ableitung

Dµ = ∂µ + igT avaµ, (173)

in die bei Anwendung auf die Gauginos λa die adjungierte Darstellung eingesetzt
werden muß.

Lmin.Koppl. = (DµA)†(DµA) + ψσµiDµψ

−
√
2g(iψλA− A†iλψ) (174)

LSuperpot. = −mij

2
ψiψj −

gijk
2
ψiψjAk + h.c.

= −1

2
ψiψj

∂2W (A)

∂Ai∂Aj
+ h.c. (175)

LEichfelder = −1

4
(F a

µν)
2

+
i

2
λ
a
σµ(Dµλ)

a +
i

2
λaσµ(Dµλ)

a. (176)

Nach Elimination der Hilfsfelder ist die Lagrangedichte dieses Modells also

L = Lmin.Koppl. + LEichfelder + LSuperpot. + LD + LF . (177)
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Die Lagrangedichte enthält die Weylfermionen ψiα und komplexen Skalarfelder
Ai, die Vektorfelder vaµ und Gauginos λaα. Die Wechselwirkungen aller Felder (auch
der Gauginos und Vektorfelder) mit den Vektorfeldern sind bereits eindeutig durch
Eichinvarianz bestimmt. Die Supersymmetrie bestimmt zusätzlich die Wechsel-
wirkungen der Gauginos mit den ψiα und Ai, die 4-Skalar-Wechselwirkungen in
LD+LF (die sogenannten D- und F -Terme) und Relationen zwischen den einzelnen
Superpotentialtermen.
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Einfache Supersymmetrische

Modelle und Feynmanregeln

Die allgemeine supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte wurde in
Gl. (177) angegeben. Nun werden wir diese Lagrangedichte auf einige wichtige Mod-
elle konkretisieren. Diese Modelle sind noch nicht realistisch, da keine Supersymme-
triebrechung berücksichtigt wird, aber sie bilden wichtige und einfach verständliche
Bausteine realistischer Modelle. Danach werden mit Mischungen und Flipregeln
einige typische Phänomene besprochen, die bei der praktischen Berechnung von
Feynmandiagrammen in supersymmetrischen Modellen auftreten.

5 Supersymmetrische QED

Die supersymmetrische Erweiterung der QED (SQED) ist ein sehr wichtiger Proto-
typ einer supersymmetrischen Eichtheorie. Die SQED enthält Elektron und Photon
und deren Superpartner. Sie enthält zwei chirale Superfelder ΦL, ΦR mit elektrischen
Ladungen QL = −1, QR = +1, und einem Vektorsuperfeld V . Die eichinvariante,
supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist gemäß Gl. (177) durch

LSQED =

∫

d4θ
{

ΦLe
2eQLVΦL + ΦRe

2eQRVΦR

+

[(

W +
1

16e2
W αWα

)

δ2(θ) + h.c.

]

}

(178)

gegeben, wobei das einzig mit Symmetrien und Renormierbarkeit kompatible Su-
perpotential

W = mΦLΦR (179)

ist.

Die skalaren und 2-Spinorkomponenten der Superfelder ΦL und ΦR bezeich-
nen wir als (ẽL, ψLα) und (ẽ†R, ψRα). Der 4-Spinor für das Elektron kann durch

Ψ =
(

ψLα

ψ
α̇
R

)

definiert werden. Man kann über die Bezeichnungen der Kompo-

nenten von ΦR streiten — eine ideale Bezeichnung gibt es nicht.3 Mit der hier
gewählten Bezeichnung enthält das antichirale Superfeld ΦR die Komponenten ẽR,

das “rechtshändige” Selektron, und ψ
α̇

R, das rechtshändige Elektron. Bezeichnung-
sunabhängig wichtig und durch die Supersymmetrie bedingt ist, daß der Elektron-4-
Spinor aus Komponenten eines chiralen und eines antichiralen Superfeldes besteht.

3Würde man (ẽR, ψRα) wählen, hätte ẽR eine andere elektrische Ladung als ẽL und damit
die Interpretation eines Spositrons, nicht eines Selektrons; manchmal wird auch (ẽcR, ψRα) oder
(ẽcR, ψ

c
Lα) gewählt, was auch nicht einfacher ist.
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Definieren wir die Elektronladung Qe = QL = −QR, dann haben die Felder ẽL,
ẽR, Ψ, also die Selektronen und das Elektron, die Ladung Qe.

Die Komponenten des Vektorsuperfeldes V nennen wir (λ,Aµ) und den Majo-
ranaspinor für das Photino definieren wir als γ̃ :=

(

−iλα

iλ
α̇

)

. Er erfüllt also γ̃ = γ̃C .

In Komponentenfeldern wird die Lagrangedichte damit zunächst zu

LSQED = |DµẽL|2 + |Dµẽ
†
R|2 + ψLiσ̄

µDµψL + ψRiσ̄
µDµψR

−
√
2eQe

(

iψLλẽL + iψRλẽR − iẽ†LλψL − iẽ†RλψR

)

− 1

4
FµνF

µν + λiσ̄µ∂µλ

−m(ψLψR + ψRψL) +m(FRẽL + FLẽ
†
R + h.c.) + |FL|2 + |FR|2

+D
(

eQe|ẽL|2 − eQe|ẽR|2
)

+
1

2
D2 (180)

mit den Lösungen der F - und D-Feldgleichungen

F †
L = −mẽ†R, (181)

F †
R = −mẽL, (182)

D = −
(

eQe|ẽL|2 − eQe|ẽR|2
)

. (183)

Der Feldstärketensor F µν = ∂µAν − ∂νAµ. Auf ψL, ψR (und damit auch auf Ψ), ẽL
und ẽR angewandt ist die kovariante Ableitung

Dµ = ∂µ + ieQeAµ, (184)

auf ẽ†R und ψR angewandt ist Dµ = ∂µ + ieQRAµ, was zu |Dµẽ
†
R|2 = |DµẽR|2 und

ψRiσ̄
µDµψR = ψRiσ

µDµψR führt.

In 4-Spinorschreibweise und mit eingesetzten F - und D-Feldern wird diese La-
grangedichte zu

LSQED = |DµẽL|2 + |DµẽR|2 +ΨiγµDµΨ

−
√
2eQe

(

ΨPRγ̃ẽL −ΨPLγ̃ẽR + ẽ†Lγ̃PLΨ− ẽ†Rγ̃PRΨ
)

− 1

4
FµνF

µν +
1

2
γ̃iγµ∂µγ̃

−mΨΨ−m2(|ẽL|2 + |ẽR|2)

− 1

2

(

eQe|ẽL|2 − eQe|ẽR|2
)2

(185)

Diese Lagrangedichte beschreibt also übliche kinetische Terme inklusive ko-
varianter Ableitungen für die Elektron- und Selektronfelder (1. Zeile), die Wech-
selwirkungen der Elektronen/Selektronen mit den Gauginos (2. Zeile), kinetische
Terme für Photon und Photino (3. Zeile), Massenterme für Elektron und Selektron
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= −ieQeγµAµ

Ψ

Ψ

= −ieQe(p+ p′)µδijAµ

ẽ†i(−p′)

ẽj(p)

= 2ie2Q2
egµνδij

Aν

Aµ ẽ†i

ẽj

= −i
√
2eQe(δiLPL − δiRPR))γ̃

ẽ†i

Ψ

= −i
√
2eQe(δiLPR − δiRPL))γ̃

Ψ

ẽi

= −ie2QiQj(δikδjl + δilδjk)

ẽ†k

ẽi

ẽ†l

ẽj

Figure 1: Feynmanregeln der SQED. Die Impulse p und (−p′) sind einlaufend, und
die Selektronindizes i, j, k, l ∈ {L,R}.



24 Supersymmetrie: Einfache Modelle und Feynmanregeln

aus dem Superpotential (4. Zeile), und D-Terme (5. Zeile), quartische Kopplungen
zwischen den Selektronen. Von der Eichinvarianz und durch die übliche Normierung
bereits eindeutig bestimmt sind die 1. und 3. Zeile. Die 2. und 5. Zeile sowie die
Massengleichheit von Elektron und Selektronen sind Konsequenzen der Supersym-
metrie.

Alle Wechselwirkungsvertizes der SQED sind in Abb. 1 dargestellt.

Zu beachten ist insbesondere die unterschiedlichen Vorzeichen der Gauginokop-
plungen an ẽL und ẽR. Die Vorzeichen sind durch die Ladungen QL,R der
entsprechenden chiralen Superfelder bestimmt und nicht direkt durch die Ladun-
gen von ẽL (Komponente von ΦL) und ẽR (Komponente des antichiralen Feldes
ΦR).

6 Supersymmetrische QCD

Die supersymmetrische QCD (SQCD) läßt sich analog zur SQED sehr einfach
definieren. Wir werden hier die Lagrangedichte der SQCD und die Feynman-
regeln herleiten. Ohne Supersymmetriebrechung ist die SQCD nicht realistisch,
aber wesentliche Eigenschaften, insbesondere die hier hergeleiteten Feynmanregeln,
gelten auch in Gegenwart von Supersymmetriebrechung unverändert und sind Be-
standteile des MSSM. Auch aus theoretischer Sicht ist die SQCD sehr interes-
sant. Sie ist wie die gewöhnliche QCD physikalisch sehr reichhaltig, und aber
nichtstörungstheoretische Phänomene lassen sich wegen der erhöhten Symmetrie
einfacher studieren als in der QCD.

Die SQCD wird in einer etwas verallgemeinerten Form betrachtet mit Nc Farben
und einer Quarksorte. Die SQCD ist also eine SUSY Eichtheorie mit der Eich-
gruppe SU(Nc). Das Quark und die zugehörigen Squarks werden durch zwei chirale
Superfelder Li, Ri mit Farbindizes i ∈ {1, . . . , Nc} beschrieben, analog zu ΦL, ΦR
in der SQED. Die Komponenten von L und R bezeichnen wir mit (q̃L, ψLα) und
(q̃†R, ψRα), wobei Farbindizes unterdrückt sind. Der Quark-4-Spinor lässt sich damit

durch q =
(

ψLα

ψ
α̇

R

)

definieren, ebenfalls analog zur SQED.

Neben den chiralen Superfeldern enthält die SQCD noch (N2
c − 1) Vektorsuper-

felder V a mit Komponenten (λa, Ga
µ), die die Gluinos und die Gluonen beschreiben.

Gluino-4-Majoranaspinoren definieren wir durch g̃a =
(

−iλaα
iλ

aα̇

)

.

Wichtig ist, nun die Darstellungen der Eichgruppe zu definieren, unter denen
die Felder transformieren. Dabei soll der eigentliche Quark-4-Spinor sich wie in der
gewöhnlichen QCD transformieren, also unter der fundamentalen Darstellung. Die
entsprechenden Generatoren dieser Darstellung der SU(Nc) seien T a. Wir fordern
also gewöhnliche Eichinvarianz unter

qi →
(

e−igT
aθa
)

ij
qj (186)
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= −gfabc
[

gµν(pa − pb)ρ + gνρ(pb − pc)µ + gρµ(pc − pa)ν

]

Gµ
a(pa)

Gν
b (pb)

Gρ
c(pc)

= −ig2
[

fabcfefc(gµρgσν − gµσgνρ)

+faecffbc(gµσgνρ − gµνgρσ)

+fafcfbec(gµνgρσ − gµρgσν)
]

Gµ
a

Gν
b

Gρ
e

Gσ
f

= −gfabcγµGµ
a

g̃b

g̃c

Figure 2: Feynmanregeln der SQCD: Reine SUSY-Yang-Mills Anteile (Gluonen und
Gluinos). Alle Impulsargumente bezeichnen einlaufende Impulse. Farbindizes wer-
den in der adjungierten Darstellung mit a, b, c, . . ., in der fundamentalen Darstellung
mit i, j, . . . bezeichnet, und die Squarkindizes A,B, . . . ∈ {L,R}.

mit Transformationsparametern θa und Farbindizes i, j. Dies impliziert, daß auch
die Weylspinoren ψL, ψR und die Squarkfelder q̃L,R in der fundamentalen Darstellung
transformieren. Es impliziert aber auch, daß die Komponenten der “rechtshändigen”
chiralen Superfelder R sich gemäß

ψRi →
(

e−ig(−T
∗a)θa

)

ij
ψRj (187)

transformieren müssen. Die Darstellung durch (−T ∗a) nennt man antifundamen-
tale Darstellung, die gleiche Darstellung, in der z.B. das konjugierte Quarkfeld q
transformiert. Sie ist eine Darstellung, da die Matrizen (−T ∗a) wegen T a = T a† die
gleichen Vertauschungsrelationen wie die T a erfüllen.

Insgesamt fordern wir also, daß die SQCD eichinvariant unter den Eichtransfor-
mationen (139) ist, wobei im Falle Φ = L die fundamentale Darstellung, im Falle
Φ = R die antifundamentale Darstellung für die Generatoren eingesetzt werden
muss.

Die eichinvariante, supersymmetrische und renormierbare Lagrangedichte ist
durch



26 Supersymmetrie: Einfache Modelle und Feynmanregeln

= −igT aijγµGµ

q

q

= −ig(p+ p′)µδABT
a
ijGµ

q̃†Ai(−p′)

q̃Bj(p)

= ig2gµνδAB{T a, T b}ij

Gν
b

Gµ
a q̃†Ai

q̃Bj

= −i
√
2gT aij(PLδAL − PRδAR)g̃a

q̃†Ai

qj

= −i
√
2gT aij(PRδAL − PLδAR)g̃a

qi

q̃Aj

= −ig2
[

T akiT
a
lj(δALδCL − δARδCR)(δBLδDL − δBRδDR)

+T akjT
a
li(δBLδCL − δBRδCR)(δALδDL − δARδDR)

]

q̃Ai

q̃†Ck

q̃Bj

q̃†Dl

Figure 3: Feynmanregeln der SQCD: Materieanteile. Alle Impulsargumente beze-
ichnen einlaufende Impulse. Farbindizes werden in der adjungierten Darstellung
mit a, b, c, . . ., in der fundamentalen Darstellung mit i, j, . . . bezeichnet, und die
Squarkindizes A,B, . . . ∈ {L,R}.
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LSQCD =

∫

d4θ
{

Le2gT
aV a

L+Re2g(−T
∗a)V a

R

+

[(

W +
1

16g2
W aαW a

α

)

δ2(θ) + h.c.

]

}

(188)

gegeben. Ein Superpotential der Form W = mLiRi wäre als Produkt der funda-
mentalen und antifundamentalen Darstellung eichinvariant. Wir werden aber der
Einfachheit halber die Quarkmasse vernachlässigen und setzen daher das Superpo-
tential W = 0.

Die Auswertung der Lagrangedichte in Komponentenfeldern ist analog zum Fall
der SQED. Ausgedrückt mit 4-Spinoren für Quark und Gluinos ergibt sich

LSQCD = |Dµq̃L|2 + |Dµq̃R|2 + qiγµDµq

−
√
2g
(

qPRg̃q̃L − qPLg̃q̃R + q̃†Lg̃PLq − q̃†Rg̃PRq
)

− 1

4
(F a

µν)
2 +

1

2
g̃aiγ

µDµg̃a −
1

2
DaDa, (189)

mit den Definitionen

Dµ = ∂µ + igT aGµ
a , (190)

F µν
a = ∂µGν

a − ∂νGµ
a − gfabcG

µ
bG

ν
c , (191)

Da = −g(q̃†LT aq̃L − q̃†RT
aq̃R) (192)

wobei T a in der kovarianten Ableitung durch (−T ∗a) bzw. durch −ifabc bei Anwen-
dung auf Objekte in der antifundamentalen bzw. adjungierten Darstellung ersetzt
werden muss. Entsprechendes gilt für g̃ = g̃aT a, wobei die obige Lagrangedichte
so formuliert ist, daß g̃ immer nur in der fundamentalen Darstellung benötigt
wird. Dies erklärt auch die unterschiedlichen Vorzeichen der Gluino-Quark-Squark-
Wechselwirkungen, die analog den entsprechenden Vorzeichen in der SQED sind.

Die Feynmanregeln für die hiermit ergebenden Wechselwirkungen sind in Abb.
2, 3 dargestellt.

7 SUSY-spezifische Aspekte von Feynmanregeln

7.1 Mischungen zwischen Teilchen

In realistischen supersymmetrischen Theorien, aber auch im Standardmodell treten
immer Mischungen zwischen Feldern auf, d.h. bilineare Terme in der Lagrangedichte,
die unterschiedliche Felder verknüpfen. Beispiele sind die Mischung zwischen Photon
und Z-Boson, die CKM-Mischung, Mischungen zwischen Gauginos und Higgsinos zu
Charginos und Neutralinos, und Mischungen zwischen unterschiedlichen Sfermionen.
Wir besprechen hier schematisch, wie sich die Lagrangedichte und Feynmanregeln
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= i[(p2 −M2)−1]ijφ†
j φi

= igiX

{

... φi

= igijY

{

...

φj

φ†
i

Figure 4: Feynmanregeln für die ursprünglichen, mischenden Felder φ gemäß der
Lagrangedichte (193).

unter solchen Mischungen verhalten. Der Einfachheit halber beschränken wir uns
auf Skalarfelder und eine Mischung mit einer unitären Matrix.

Seien φ1, . . . , φn n komplexe Skalarfelder, die untereinander mischen und auch
an andere Felder koppeln. Die entsprechenden Terme in der Lagrangedichte seien

Lφ = φ†
i(−∂µ∂µδij −M2

ij)φj +Xgiφi + Y gijφ
†
iφj (193)

wobei X, Y Felder (oder Produkte von Feldern) und g Kopplungskonstanten sind.
Beispiele sind die Anteile der SQED oder SQCD-Lagrangedichten mit φi = ẽi bzw.
φi = q̃i, i ∈ {L,R}, wenn man Massenterme für diese Felder addiert.

Entsprechende Feynmanregeln lassen sich in der üblichen Weise gewinnen. Falls
die Massenmatrix M2

ij nicht diagonal ist, mischen die Felder, und Mischungspropa-
gatoren sind ungleich Null:

〈0|Tφiφ†
j |0〉F.T. = i[(p2 −M2)−1]ij . (194)

Die Feynmanregeln für Propagatoren und Vertizes, die (193) entsprechen, sind in
Abb. 4 wiedergegeben.

Die nichtdiagonalen Propagatormatrizen stellen einen Nachteil in praktischen
Rechnungen dar. Dieser Nachteil läßt sich vermeiden, wenn wir zu neuen Feldern
φMi übergehen, die Masseneigenzuständen entsprechen. In den wichtigsten Fällen
wird der Übergang durch eine unitäre Mischungsmatrix U vollzogen. Dann gelten
die folgenden drei Gleichungen:

φMk = Ukiφi (195)

U∗
kiUkj = δij (196)

M2
D = UM2U † (197)
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=
iδkl

p2 − (M2
D)ll

φM†
k

φl

= iU∗
kigiX

{

... φk

= iUkiU
∗
ljgijY

{

...

φMl

φM†
k

Figure 5: Feynmanregeln für die Masseneigenzustands-Felder φM gemäß der La-
grangedichte (199).

mit einer diagonalen Massenmatrix M2
D. Die Rücktransformation ist

φi = U∗
kiφ

M
k , (198)

und die Lagrangedichte wird zu

Lφ = φM†
i (−∂µ∂µ − (M2

D)ii)φ
M
i +XgiU

∗
kiφ

M
k + Y gijUkiU

∗
ljφ

M†
k φMl . (199)

Die Feynmanregeln für die φM -Felder lassen sich wiederum ablesen. Da MD diag-
onal ist, sind die Propagatoren nun diagonal. Die Vertizes sind aber komplizierter
geworden und bestehen aus Kombinationen von Kopplungskonstanten. Die Feyn-
manregeln sind in Abb. 5 angegeben. Es ist nützlich, in Worten zu formulieren, wie
stark die Kopplung von φMk an X ist: U∗

k1 mal der Kopplung von φ1 an X plus U∗
k2

mal der Kopplung von φ2 an X usw. Graphisch entspricht dies

(

X

{

... φMk

)

= U∗
k1

(

X

{

... φ1

)

+ . . .+ U∗
kn

(

X

{

... φn

)

Es treten hierbei also die Mischungsmatrixelemente U∗
ki der Rücktransformation

(198) auf, die die Beiträge von φMk in den ursprünglichen Feldern φi angeben.

So lassen sich die Selektron-, Squark- oder Chargino- und Neutralino-
Feynmanregeln verstehen als Linearkombination von Feynmanregeln für Wechsel-
wirkungseigenzustände (ẽL,R, q̃L,R, Gauginos, Higgsinos).
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Gµ

Ψ(−p′)

Ψ(p)

Ψ

Ψ

Ψ

Ψ Gν

Gρ

γ̃

Ψ(−p′)

ẽL(p)

Ψ

Ψ

ẽ†L

ẽL γ̃

γ̃

Figure 6: Zwei Feynmandiagramme der SQED. Alle Impulse sind einlaufend.

7.2 Flipregeln für Fermionen

Fig. 6 zeigt zwei 1-Schleifendiagramme der SQED. Das linke Diagramm ist die
gewöhnliche Vertexkorrektur aus der QED. Seine Berechnung ist klar: die Feynman-
regeln für die Spinorobjekte (Vertizes und Propagatoren) werden in der Reihenfolge
entgegen der Fermionpfeilrichtung multipliziert, und das Ergebnis des Diagramms
ist

γν
1

/p′ + /k −m
γµ

1

/p+ /k −m
γρ

−gνρ
k2

, (200)

wobei k der Impuls des Photonpropagators ist und Vorfaktoren wie i, e, Q und das
Schleifenintegral weggelassen wurden.

Das rechte Diagramm ist in gewisser Weise ein supersymmetrisches Partnerdia-
gramm zum linken. An jedem Vertex sind zwei Teilchen durch die entsprechenden
Superpartner ersetzt. Damit ist die Struktur klar und verständlich, aber es tritt
eine ungewöhnliche Situation auf: Die Fermionpfeile der beiden Elektronpropaga-
toren zeigen in entgegengesetzte Richtungen, und es ist unmöglich, Spinorobjekte in
der Reihenfolge entgegen der Pfeilrichtung zu multiplizieren. Diagramme, die keine
einheitliche Fermionpfeilrichtung zulassen, sind in supersymmetrischen Theorien
häufig, kommen aber in der gewöhnlichen QED, QCD oder dem elektroschwachen
Standardmodell nicht vor.

Obwohl sie im Standardmodell nicht vorkommen, ist die Existenz solcher Di-
agramme kein Problem, und solche Diagramme lassen sich leicht berechnen. Am
einfachsten versteht man das durch Betrachten der entsprechenden Ausdrücke
aus dem Zähler der Gell-Mann-Low Formel, 〈0|T . . . exp(i

∫

Lint)|0〉, und Wick-
Kontraktionen, die den Diagrammen entsprechen.

Zunächst betrachten wir den entsprechenden Ausdruck für das linke, reine QED-
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Diagramm. Er entspricht dem (Lint)
3-Term in der Gell-Mann-Low Formel und der

Kontraktion

ΨγνAνΨ ΨγµAµΨ ΨγρAρΨ . (201)

Die Korrespondenz zu dem Ergebnis Gl. (200) ist klar. Stellen wir diesem Ausdruck
nun den entsprechenden für das rechte Diagramm gegenüber,

ΨPRγ̃ ẽL ẽ†Lγ̃PLΨ ΨPRγ̃ ẽL . (202)

An jedem Vertex sind zwei Felder durch die entsprechenden Superpartner ersetzt.
Hier wird ein weiterer Aspekt dieser ungewöhnlichen Situation offenkundig. Es ist
zwar klar, in welcher Weise die Spinorausdrücke multipliziert werden müssen, aber
es tritt die Kontraktion γ̃γ̃ = 〈0|T γ̃γ̃|0〉 auf, und diese Kontraktion entspricht nicht

dem üblichen Diracpropagator. Wir wüssten zum Beispiel 〈0|T γ̃γ̃|0〉F.T. = i

/k−mγ̃

,

wenn mγ̃ die Photinomasse (in der SQED =0) und k der von γ̃ nach γ̃ fließende
Impuls ist.

Es gibt nun zwei Möglichkeiten, das rechte Diagramm zu berechnen. Entweder
wir berechnen die Kontraktion 〈0|T γ̃γ̃|0〉 und benutzen das Ergebnis in Gl. (202).
Oder wir schreiben Lint so um, daß eine solche Kontraktion gar nicht erst auftaucht.
Die zweite Möglichkeit führt auf einfachere und systematischere Ausdrücke, weshalb
sie meist benutzt wird. Bevor wir sie genauer diskutieren, skizzieren wir die unter-
schiedlichen Kontraktionen kurz.

Gl. (54) verdeutlicht, daß freie Feldoperatoren Ψ und ΨC die gleichen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren enthalten, und entsprechend auch Ψ und

Ψ
C
. Daher beschreiben für zwei beliebige Spinorfelder Ψ1, Ψ2 die Kontraktionen

〈0|TΨ1Ψ2|0〉, 〈0|TΨ1Ψ
C
2 |0〉, 〈0|TΨ

C

1 Ψ2|0〉, 〈0|TΨ
C

1 Ψ
C
2 |0〉 (203)

alle die gleiche Physik, haben aber eine unterschiedliche Spinor-Indexstruktur, die
sich gemäß Gl. (54) umrechnen lassen. Das bekannte Ergebnis

〈0|TΨΨ|0〉F.T. = i

/p−m
(204)

für ein beliebiges Spinorfeld der Masse m, wobei der Impuls p von Ψ nach Ψ fließt,
kann dabei als Ausgangspunkt dienen. Da γ̃ = γ̃C ein Majoranaspinor ist, läßt sich
auch 〈0|T γ̃γ̃|0〉 in 〈0|T γ̃γ̃|0〉 umrechnen.

Nun zur systematischen Berechnung des rechten Diagramms in Fig. 6 und aller
anderer analoger Diagramme. Der entscheidende Punkt ist, daß jeder Term in Lint

der Form Ψ1ΓΨ2X , wobei Γ irgendeine Kombination von γ-Matrizen und X andere
Felder ohne Spinorindex sind, sich in zwei äquivalenten Weisen schreiben läßt:

Ψ1ΓΨ2X = Ψ
C

2 Γ
CΨC

1X (205)
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wobei ΓC in Gl. (58) für die wichtigsten Fälle angegeben wurde.4 Es gilt

{1, γ5, γµ, γµγ5, γµPL,R}C = {1, γ5,−γµ, γµγ5,−γµPR,L}. (206)

Die entsprechende Umschreibung von Ψ1ΓΨ2 zu Ψ
C

2 Γ
CΨC

1 bezeichnen wir als
(Fermion-)Flip.

In unserem konkreten Diagramm wenden wir nun solche Flips auf den zweiten
und dritten Faktor in dem Ausdruck (202) an und vertauschen die Reihenfolge der
Faktoren. Wir erhalten dann die Kontraktion

ΨPRγ̃ ẽL γ̃PRΨ
C ẽL ẽ†LΨ

C
PLγ̃, (207)

die also nach der bisherigen Diskussion klarerweise identisch mit (202) ist. Die

beiden Kontraktionen ΨCΨ
C

und γ̃γ̃ sind durch das allgemeine Ergebnis (204)

gegeben,5

〈0|TΨCΨ
C |0〉F.T. = i

/P −m
, 〈0|T γ̃γ̃|0〉F.T. = i

(−/k)
, (208)

wobei P = −p− k der Impuls von Ψ
C
nach ΨC , und (−k) der Impuls von γ̃ nach γ̃

ist.

Diese Kontraktion (207) hat auch eine direkte Interpretation als Feynmandi-
agramm, nämlich als das Diagramm aus Fig. 7. Damit ist die Berechnung des
Diagramms nun einfach möglich, und das Ergebnis ist, analog zu (200),6

PR
1

(−/k)
PR

1

/P −m
PL

1

(p′ + k)2 −m2
, (209)

Zwei Punkte sind entscheidend dafür, daß die Berechnung der Kontraktion (207)
bzw. des Diagramms aus Fig. 7 nun einfach möglich ist:

• Alle Kontraktionen zwischen 4-Spinoren haben die übliche, mit (204) berechen-
bare Form 〈0|TΨ1Ψ2|0〉 mit einem “ungequerten” und einem “gequerten”
Spinor.

4N.B. dies ist keine hermitesche Konjugation! Beide Seiten der Gleichung beschreiben identis-
che Physik, nur unterschiedlich aufgeschrieben. Hermitesche Konjugation verknüpft einen Wech-
selwirkungsterm für Felder mit dem für die entsprechenden hermitesch konjugierten Felder und
damit für eine andere physikalische Situation.

5Insbesondere ΨC verhält sich genauso wie jeder andere, beliebige Diracspinor. Im Vergleich
zu Ψ ist sind nur Erzeuger/Vernichter von Teilchen/Antiteilchen vertauscht, deren Unterscheidung
aber ohnehin Konvention ist.

6Dieses Diagramm ist streng genommen gleich Null wegen PR
1

(−/k)
PR = 0, aber entsprechende

Diagramme in Theorien mit Photinomasse oder Mischung zwischen ẽL und ẽR sind ungleich Null
und werden mit der hier beschriebenen Methode berechnet.
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γ̃

Ψ(−p′)

ẽL(p)

Ψ
C

ΨC

ẽ†L

ẽL γ̃

γ̃

Figure 7: Äquivalente Form des zweiten Diagramms aus Fig. (6), entsprechend der
Kontraktion Gl. (207).

• Alle Spinorobjekte (Propagatoren und Vertexfaktoren) werden miteinander
gemäß ihrer Spinormatrixstruktur multipliziert.

Diese beiden Punkte erlauben, eine einheitliche “Fermionflußrichtung” zu definieren,
die durch die Fermionpfeile auch an den γ̃-Linien in Fig. 7 angedeutet ist. Die
Berechnung des Diagramms ist dann kompatibel mit der Vorschrift, alle Spinorob-
jekte in der Reihenfolge entgegen der Fermionflußrichtung zu multiplizieren.

Die hier beschriebene Methode kann für alle Diagramme benutzt werden. Es
ist leicht zu zeigen, daß jedes Diagramm so umgeformt werden kann, daß obige
zwei Punkte erfüllt sind [2]. In der Praxis ergibt sich folgende Rechenvorschrift:
Falls in einem Diagramm eine Kontraktion Ψ1Ψ2 eine falsche Fermionpfeilrichtung

hat, oder eine Kontraktion wie Ψ1Ψ2 auftritt, werden auf die beteiligten Vertizes

passende Flipregeln angewandt und die Kontraktionen durch äquivalente Ausdrücke

wie ΨC
2 Ψ

C

1 oder Ψ1Ψ
C

2 ersetzt. Um diesen Vorgang zu vereinfachen, können auch ein

für allemal geflippte Feynmanregeln hergeleitet und zur Verfügung gestellt werden.
Als Beispiel illustrieren wir dies anhand der SQED-Feynmanregeln. Die geflippten
Versionen der Feynmanregeln aus Fig. 1 sind in Fig. 8 dargestellt.



34 Supersymmetrie: Einfache Modelle und Feynmanregeln

= +ieQeγµAµ

ΨC

Ψ
C

= −i
√
2eQe(δiLPL − δiRPR))γ̃C

ẽ†i

Ψ
C

= −i
√
2eQe(δiLPR − δiRPL))γ̃

ΨC

ẽi

Figure 8: Geflippte Feynmanregeln der SQED, die sich aus den Flipregeln (58)
ergeben. Jede dieser Regeln ist eine äquivalente Umformulierung der entsprechenden
Regel aus Fig. 1 und kann je nach Bedarf als Alternative benutzt werden.
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Das Minimale Supersymmetrische

Standardmodell

Wir definieren und besprechen nun das einfachste realistische supersymmetrische
Modell, das Minimale Supersymmetrische Standardmodell (MSSM). Das Modell
wird definiert durch die Angabe der Eichgruppe und damit der Vektorsuperfelder,
der chiralen Superfelder und ihren Quantenzahlen bezüglich der Eichgruppe, des
Superpotentials, und durch Angabe der Supersymmetrie-Brechungsterme.

Im Sinne der Minimalität setzen wir R-Paritätserhaltung voraus und betrachten
Supersymmetriebrechung nur durch die Girardello-Grisaru Soft-Brechungsterme.7

Der einfacheren Schreibweise halber betrachten wir nur eine Generation von Materi-
eteilchen.

8 Definition des MSSM

8.1 Symmetrien, Felder und Lagrangedichte

Das MSSM beschreibt alle beobachteten Teilchen (Eichbosonen, Quarks und Lep-
tonen) und zwei skalare Higgsdubletts, minimal zu Supersymmetriemultipletts
ergänzt. Das MSSM ist eine Eichtheorie mit der Eichgruppe SU(3)C × SU(2)L ×
U(1)Y . Die entsprechenden Felder und ihre Quantenzahlen sind in Tab. 1
angegeben.

Die MSSM-Lagrangedichte ist durch einen supersymmetrischen und einen nicht-
supersymmetrischen Anteil gegeben,

LMSSM = Lsusy + Lsoft (210)

wobei der supersymmetrische Anteil gemäß der allgemeinen Überlegungen durch

Lsusy =
∫

d4θ

{

Qe2gV+2g′V ′+2gsVsQ+ Ue2gV+2g′V ′−2gsV T
s U +De2gV+2g′V ′−2gsV T

s D

+ Le2gV+2g′V ′

L+ Ee2gV +2g′V ′

E

+Hde
2gV +2g′V ′

Hd +Hue
2gV +2g′V ′

Hu

}

+
∫

d2θ
[ 1

16g2
W aαW a

α +
1

16g′2
W ′αW ′

α +
1

16g2s
W aα
s W a

sα

]

+ h.c.

+
∫

d2θ WMSSM + h.c. (211)

gegeben ist. Hierbei wurden die Kombinationen von Eichfeldern und Generatoren
Vs = V a

s
λa

2
, V = V a σa

2
und V ′ = v′Y verwendet. Die Terme der ersten vier Zeilen

7Es könnte auch Nicht-Standard-Softbrechungsterme geben, s. z.B. [15, 17].
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Superfeld Komponenten SU(3)C × SU(2)L × U(1)Y
Φ A, ψ
V λ, vµ
Q q̃L =

(ũL
d̃L

)

, qL =
(

uL
dL

)

(3, 2, 1/6)

U ũ†R, uR (3∗, 1,−2/3)

D d̃†R, dR (3∗, 1, 1/3)

L l̃L =
(

ν̃L
ẽL

)

, lL =
(

νL
eL

)

(1, 2,−1/2)

E ẽ†R, eR (1, 1, 1)
Hd Hd, ψHd

(1, 2,−1/2)
Hu Hu, ψHu (1, 2, 1/2)
v′ λ′, Bµ (1, 1, 0)
V a λa, W a

µ (1, 3, 0)

V a
s λas , Ga

µ (8, 1, 0)

Table 1: Die Superfelder des MSSM, ihre Komponenten und Ladungen. In den bei-
den ersten Zeilen sind zum Vergleich die allgemeinen Bezeichnungen aus Gl. (133),
(138) angegeben. Wie dort geben wir hier die auftretenden 2-Spinoren an. Wir tref-
fen keine Unterscheidung in der Bezeichnung der Higgssuperfelder und Higgsskalare.
Die für Eichtransformationen oder kovariante Ableitungen einzusetzenden SU(3)C-

Generatoren sind: 3-Darstellung: T as = λa

2
, 3∗-Darstellung: T as = −λ∗

2
= −λT

2

mit den Gell-Mann Matrizen λa (a = 1 . . . 8). Die SU(2)L-Generatoren sind: 2-
Darstellung: T a = σa

2
mit den Pauli-Matrizen σa (a = 1, 2, 3). Die adjungierten

Darstellungen (Oktett für SU(3)C und Triplett für SU(2)L) sind generell durch
(T ad)abc = −ifabc mit den entsprechenden Strukturkonstanten gegeben.
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beschreiben die kinetischen Terme der Materie-, Eich- und Gauginofelder sowie alle
Wechselwirkungen mit Eichfeldern und Gauginos. Das Superpotential des MSSM
ist definiert durch8

WMSSM = ydHdQD + yuHuQU + yeHdLE − µHdHu. (212)

Dies ist das einzig mögliche eichinvariante und renormierbare Superpotential, das
keine R-Paritätsverletzung enthält. Die Summe über SU(2)L-Indizes ist hierbei eich-
invariant alsHdQ = H1

dQ
2−H2

dQ
1 = ǫijH

i
dQ

j etc. definiert, wohingegen zum Beispiel

|Hd|2 = H†
dHd = H†

d
iH i

d ist. Das Superpotential enthält supersymmetrisierte
Yukawakopplungen der SM-Fermionen an Higgsbosonen und den µ-Term, einen bi-
linearen Term, der einen Übergang von Hu zu Hd beschreibt.

Neben den Eichkopplungen gs, g, g
′ und den Yukawakopplungen yd,u,e enthält

Lsusy nur noch den freien Parameter µ, einen Massenparameter. Damit enthält
Lsusy einen Parameter weniger als das Standardmodell.

Die Lagrangedichte der Softbrechung hat die folgende Gestalt:

Lsoft = −M2
Q̃
|q̃L|2 −M2

Ũ
|ũR|2 −M2

D̃
|d̃R|2 −M2

L̃
|l̃L|2

−M2
Ẽ
|ẽR|2 −M2

Hd
|Hd|2 −M2

Hu
|Hu|2

+
1

2
(M1λ

′λ′ +M2λ
aλa +M3λ

a
sλ

a
s + h.c.)

−
(

AdydHdq̃Ld̃
†
R + AuyuHuq̃Lũ

†
R + AeyeHdl̃Lẽ

†
R −BµHdHu + h.c.

)

.(213)

Sie beschreibt Massenterme für alle Skalarfelder und Gauginos, sowie einen
Brechungsterm für jeden Superpotentialterm, die sogenannten A- und Bµ-Terme.

8.2 Bemerkungen zu komplexen Parametern und

physikalischen Phasen

Die Struktur des MSSM erlaubt, daß folgende Parameter komplexe Werte annehmen:
die Yukawakopplungen yd,u,e, der Higgsparameter µ, die Softparameter (Bµ), M1,2,3

und die A Parameter Ad,u,e. Aber nicht alle Kombinationen dieser Phasen führen zu
unterschiedlichen physikalischen Ergebnissen, weil zwei davon durch Umdefinitionen
der Felder absorbiert werden können.

Es ist theoretisch und phänomenologisch interessant, Symmetrietransformatio-
nen des MSSM zu studieren, unter denen nicht nur Felder, sondern auch Parameter
Phasentransformationen unterzogen werden.

In Tab. 2 sind sechs solcher Symmetrien angegeben. Es werden jeweils die
Ladungen ni spezifiziert, mit denen die Lagrangedichte unter der Multiplikation der

8Man beachte das willkürlich gewählte Vorzeichen des µ-Terms. Diese Konvention entspricht
der üblichen Haber/Kane-Konvention von µ.



38 Supersymmetrie: MSSM

einzelnen Größen mit eiαni invariant ist. Die ersten drei Transformationen sind so-
genannte chirale Symmetrietransformationen, bei denen links- und rechtshändige
Fermionen (jeweils getrennt für alle Fermionen) unterschiedlich transformieren.
Das MSSM wäre unter diesen Transformationen invariant, falls die entsprechenden
Yukawakopplungen Null wären. Sind die Yukawakopplungen nicht Null, stellt diese
Symmetrie der MSSM-Lagrangedichte eine Relation her zwischen unterschiedlichen
Parameterwahlen im MSSM. Für eine beliebige MSSM-Observable σ(yf), die von
der Yukawakopplung yf abhängt, muß σ(yf) = σ(eiαyf) gelten. Alle Observablen
hängen daher nur von |yf | ab, nicht von der komplexen Phase.9

Für die Phänomenologie ist es sehr wichtig zu bemerken, daß es Observ-
ablen gibt, die im Limes exakter chiraler Symmetrie (yf → 0) verschwinden.
MSSM-Vorhersagen für solche Observablen sind daher immer proportional zu den
entsprechenden Yukawakopplungen. Beispiele sind das anomale magnetische Mo-
ment des Myons oder der Prozess b→ sγ.

Die erste Transformation der zweiten Tabelle entspricht der Peccei-Quinn-
Symmetrie. Es ist eine chirale Transformation, bei der beide Higgsfelder mit dersel-
ben Ladung transformieren und die bei fehlender Kopplung der beiden Higgsdubletts
eine Symmetrie des MSSM darstellt. Es gilt das gleiche Argument wie oben: alle
Observablen, die im Limes exakter Peccei-Quinn-Symmetrie verschwinden würden,
sind im MSSM proportional zu µ, da dies der einzige MSSM-Parameter ist, der diese
Symmetrie bricht.

Die Transformation R2 ist eine sogenannte R-Transformation, bei der auch die
θ-Variablen, die in den chiralen und Vektorsuperfeldern als Argumente auftauchen,
transformiert werden. Die beiden Transformationen PQ, R2 und alternativ die
Hintereinanderausführung R1 = PQ◦R2 sind für die Elimination komplexer Phasen
günstig, da sie jeweils verschiedene Soft-Parameter invariant lassen.

Da LMSSM unter diesen Transformationen invariant ist, sind auch alle physikalis-
chen Vorhersagen invariant. Haben die Parameter10 M , A, Bµ und µ zunächst die
Phasen ϕM , ϕA, ϕBµ und ϕµ, dann wenden wir zunächst die Transformation R2 mit
dem Winkel ϕM , dann die Transformation PQ mit dem Winkel ϕBµ an und erhalten
für eine beliebige Observable:

σ(|µ|, |A|, |M |, |Bµ|, ϕµ, ϕA, ϕM , ϕBµ)
= σ(|µ|, |A|, |M |, |Bµ|, ϕµ + ϕM , ϕA − ϕM , 0, ϕBµ)
= σ(|µ|, |A|, |M |, |Bµ|, ϕµ + ϕM − ϕBµ, ϕA − ϕM , 0, 0).

(214)

Damit gilt einerseits: Das MSSM hängt nur von den Beträgen aller Parameter und
den Kombinationen

µA(Bµ)∗, AM∗ (215)

9Diese Überlegungen ändern sich mit mehr als einer Generation. Bei mehr als zwei Generationen
ist es nicht mehr möglich, alle komplexen Phasen wegzutransformieren. Dies ist der Mechanismus
der CP-Verletzung von Kobayashi und Maskawa.

10Der Einfachheit halber unterscheiden wir hier nicht zwischen den einzelnen Gauginomassen
M1,2,3 und den einzelnen A-Parametern Au,d,e.
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χU χD χE
yu 1 0 0
yd 0 1 0
ye 0 0 1
U −1 0 0
D 0 −1 0
E 0 0 −1

PQ R1 R2

M 0 −1 −1
A 0 −1 −1
Bµ −1 −1 0
µ −1 0 1
Hd 1/2 1/2 0
Hu 1/2 1/2 0
QU −1/2 1/2 1
QD −1/2 1/2 1
LE −1/2 1/2 1
θ 0 −1/2 −1/2

Table 2: Die Ladungen ni für sechs U(1)-Transformationen, unter denen das MSSM
invariant ist. Die jeweils nicht aufgeführten Parameter und Felder transformieren
nicht.

ab. Andererseits kann jede Parameterwahl durch eine äquivalente ersetzt werden,
bei der z.B. (Bµ) und eine Gauginomasse M2 reell sind.

9 Spontane Symmetriebrechung, Mischungen

und Masseneigenzustände

In diesem Abschnitt besprechen wir die spontane elektroschwache Symme-
triebrechung und die daraus resultierenden Massenterme für alle Felder in der La-
grangedichte. Werden diese Massenterme diagonalisiert, können die Masseneigen-
zustände und -Eigenwerte auf der Ebene der Lagrangedichte (entsprechend der
tree-level Approximation) berechnet werden. Die Masseneigenzustände entsprechen
physikalischen Teilchen, die Masseneigenwerte den entsprechenden physikalischen
Massen (Polstellen der Propagatoren). Die Diagonalisierungsmatrizen tauchen in
den Feynmanregeln auf wie in Abschnitt 7.1 besprochen.

9.1 Spontane Brechung der elektroschwachen Eichinvarianz

Um die Massen der W - und Z-Bosonen zu beschreiben, muss die elektroschwache
Eichinvarianz spontan gebrochen sein. Dazu müssen die Higgs-Skalarfelder einen
Vakuumerwartungswert entwickeln.11 Dies ist möglich. Das Higgspotential des

11Prinzipiell müssen irgendwelche Skalarfelder, die an W und Z koppeln, einen Vakuumer-
wartungswert entwickeln. Im MSSM gibt es nicht nur die Higgs-Skalarfelder, sondern auch
Sfermionen. Falls letztere aber einen Vakuumerwartungswert hätten, wäre nicht nur die
elektroschwache Eichinvarianz spontan gebrochen, sondern auch die SU(3)C (im Falle von
Squark-Vakuumerwartungswerten), oder Leptonzahlerhaltung. Beides ist phänomenologisch aus-
geschlossen.
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MSSM, also der Anteil der Lagrangedichte, der nur Higgsfelder enthält, hat die
Form LH = LDHiggspot. + LFHiggspot. + Lsoft

Higgspot. mit

LDHiggspot. = −g
2

2

(

H†
dT

aHd +H†
uT

aHu

)2

− g′2

2

(

YHd
H†
dHd + YHuH

†
uHu

)2

,(216a)

LFHiggspot. = −|µ|2
(

H†
dHd +H†

uHu

)

, (216b)

Lsoft
Higgspot. = −

(

M2
Hd
H†
dHd +M2

Hu
H†
uHu + (BµHdHu + h.c.)

)

. (216c)

Welche Minima das Higgspotential hat, hängt von den Werten der auftretenden
Parameter ab. Wir nehmen im Folgenden an, daß die Minima durch

Hd =

(

vd
0

)

, Hu =

(

0

vu

)

(217)

gegeben sind. Die einzige Linearkombination von SU(2)L×U(1)Y -Generatoren, die
diesen Vakuumzustand auf Null abbildet und damit seine kleine Gruppe generiert,
ist die elektrische Ladung

Q = T 3 + Y. (218)

Ein wichtiger, zentraler MSSM-Parameter, der sich hierdurch ergibt, ist die Größe
tan β,

tanβ =
vu
vd
. (219)

Wegen der Vakuumerwartungswerte (217) ist die folgende Parametrisierung der Hig-
gsfelder nützlich:

Hd =

(

vd +
1√
2
(φ0

d − iχ0
d)

−φ−
d

)

, Hu =

(

φ+
u

vu +
1√
2
(φ0

u + iχ0
u)

)

. (220)

Hierbei sind φ0
u,d, χ

0
u,d reelle Skalarfelder und φ±

u,d = (φ∓
u,d)

† komplexe Skalarfelder.

Im Vakuum gilt damit φ0,±
i = χ0

i = 0 für i ∈ {u, d}.

9.2 Massen und Mischungen der Eichbosonen

Aus den vier elektroschwachen Eichbosonen W a
µ , Bµ werden die elektrisch geladenen

W±
µ und die elektrisch neutralen Photon Aµ und Zµ definiert gemäß

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ) (221)

(

A
Z

)

=

(

cW sW
−sW cW

)(

B
W 3

)

(222)

mit dem schwachen Mischungswinkel cW = cos θW , sW = sin θW . Damit und mit
den Kombinationen T± = T 1 ± iT 2 läßt sich die kovariante Ableitung

Dµ = ∂µ + igT aW a
µ + ig′Y Bµ. (223)
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zu

Dµ = ∂µ + ieQAµ + i
e

sW cW
(T 3 −Q sin2 θW )Zµ + i

e√
2sW

(T+W+
µ + T−W−

µ ) (224)

umformen. An dieser Darstellung lassen sich direkt die Kopplungen aller Eichboso-
nen an alle anderen Felder ablesen.

Aus den kinetischen Termen der Higgsfelder ergeben sich dann die Eichboson-
massenterme, wenn man den Vakuumzustand φ0,±

i = χ0
i = 0 einsetzt. Für das

Dublett Hd ergibt sich

Lmin.Koppl.Hd
= |DµHd|2

=
∣

∣

∣
∂µHd + i

(

gZTZZµ +
g√
2
W−T−

)

(

vd
0

)

+O(φ0,−
d , χ0

d)
∣

∣

∣

2

=
∣

∣

∣
igZTZZµvd

∣

∣

∣

2

+
∣

∣

∣
i
g√
2
W−vd

∣

∣

∣

2

+O(φ0,−
d , χ0

d). (225)

Zusammen mit den analogen Termen für Hu ergibt sich der Eichbosonmassenterm

Lmin.Koppl.Hd,u
m =

M2
Z

2
ZµZ

µ +M2
WW

+
µ W

−µ (226)

also Massenterme für Z und W , aber nicht für das Photon, mit den Massen

M2
Z =

g2

2c2W
(v2d + v2u) (227)

M2
W =

g2

2
(v2d + v2u). (228)

9.3 Massen und Mischungen der Higgsbosonen

Die beiden Higgsdubletts enthalten insgesamt acht reelle Freiheitsgrade, von de-
nen drei wegen der spontanen Symmetriebrechung zu unphysikalischen (would-be)
Goldstonebosonen werden. Ob und wie diese Goldstonebosonen in der Theorie auf-
tauchen, und wie sie von den longitudinalen Freiheitsgraden der Eichbosonen ab-
sorbiert werden, hängt von der Wahl der Eichfixierung ab. Diese wird hier aber
nicht diskutiert. Wir besprechen nur den physikalischen Anteil der Lagrangedichte,
der nicht aus der Eichfixierung stammt.12

Der physikalische Anteil der Massenterme für die Higgsbosonen stammt aus dem
Higgspotential des MSSM, das aus D-Termen, F -Termen und Softbrechungstermen
gebildet wird, s. Gl. (216). Nur die D-Terme tragen zu den quartischen Termen
des Higgspotentials bei. Dies ist wichtig, da die D-Terme keine freien Parameter

12Üblich und zweckmäßig ist, die Eichfixierung analog zum Standardmodell als Rξ-Eichung
durchzuführen, in der die Goldstonebosonen eine Masse bekommen, die gleich der Masse der un-
physikalischen Freiheitsgrade der Eichbosonen und der Faddeev-Popov Geister ist.
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enthalten und somit die quartischen Terme des MSSM-Higgspotentials eindeutig
bekannt, und proportional zu Eichkopplungen, sind.

Das MSSM-Higgspotential führt auf Massenmatrizen für die in Gl. (220)
definierten Felder φ0,±

i , χi. Es ist nützlich, im Higgspotential die ursprünglich
vorhandenen Parameter M2

Hd
, M2

Hu
durch MZ , tanβ zu ersetzen.

Nach einiger Rechnung ergibt sich dann, daß der bilineare Anteil des Higgspo-
tentials folgendermaßen in Diagonalform geschrieben werden kann:

Lm,Higgs = −1

2

(

M2
h(h

0)2 +M2
H(H

0)2 +M2
A(A

0)2
)

−M2
H±H+H− (229)

mit den Masseneigenzustandsfeldern
(

H0

h0

)

=

(

cosα sinα
− sinα cosα

)(

φ0
d

φ0
u

)

, (230)

(

G0

A0

)

=

(

cos β sin β
− sin β cos β

)(

χ0
d

χ0
u

)

, (231)

(

G±

H±

)

=

(

cos β sin β
− sin β cos β

)(

φ±
d

φ±
u

)

, (232)

dem Mischungswinkel α, der durch

tan 2α = tan 2β
M2

A+M2
Z

M2
A−M2

Z

, −π
2
< α < 0. (233)

gegeben ist, und den Massen

M2
H± = M2

A +M2
W , (234)

M2
H,h =

1

2

[

M2
A +M2

Z ±
√

(M2
A +M2

Z)
2 − 4M2

ZM
2
Ac

2
2β

]

, (235)

M2
A =

2Bµ

sin 2β
. (236)

Das heißt, die oben definierten Felder φ0
1,2 mischen zu Masseneigenzuständen H0, h0,

zwei physikalischen, (im Limes von CP-Erhaltung) CP-geraden, Higgsskalaren. Die
CP-ungeraden Felder χ1,2 mischen zu einem Masseneigenzustand A0 und einem un-
physikalischen Goldstoneboson G0, das keine Massenterme aus dem physikalischen
Higgspotential bekommt (aber in Rξ-Eichung aus der Eichfixierung). Die Felder φ±

1,2

mischen zu zwei geladenen Higgsskalaren H± und zwei geladenen Goldstonebosonen
G±.

Der Mischungswinkel für die geladenen und CP-ungeraden Felder ist der durch
tan β bestimmte Winkel β, der Mischungswinkel α für die CP-geraden Felder ist
eine Funktion davon.

Es ist wichtig zu bemerken, daß die Masse des leichtesten Higgsbosons h le-
ichter als die Z-Masse ist. Dies einerseits eine sehr wichtige Vorhersage des MSSM,
die von den eindeutig bestimmten quartischen Termen des Higgspotentials stammt.
Andererseits ist Mh < MZ ein Artefakt der Rechnung in niedrister Ordnung
Störungstheorie. In höheren Ordnungen gibt es große, berechenbare Korrekturen.
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9.4 Massen und Diracspinoren der Quarks und Leptonen

Durch die Vakuumerwartungswerte der Higgsfelder enthalten die Yukawakopplungen
im Superpotential Massenterme für die Quarks.

LSuperpot. =

∫

d2θ (ydHdQD + yuHuQU + yeHdLE) + h.c. + . . .

= −ydvddLdR + yuvuuLuR − yevdeLeR + h.c.+ . . . (237)

Man beachte hierbei die Summationskonvention für Produkte von SU(2)-Dubletts.
Diese Terme lassen sich als Massenterme für die Diracspinoren

u =

(

uL
uR

)

, d =

(

dL
dR

)

, e =

(

eL
eR

)

(238)

mit den Massen
mu = −yuvu, md = ydvd, me = yevd (239)

schreiben,
Lm,q,l = −muuu−mddd−meee. (240)

Es instruktiv, die Yukawakopplungen durch bekannte Massen und Kopplungen
auszudrücken:

yu = − emu√
2MW sW sβ

, yd =
emd√

2MW sW cβ
, ye =

eme√
2MW sW cβ

. (241)

Die up-type Yukawakopplung ist daher im Vergleich zum Standardmodell mit 1/sβ
multipliziert, die down-type Yukawakopplungen mit 1/cβ. Für große tan β be-
deutet dies, daß die down-type Yukawakopplungen im Vergleich zum Standardmod-
ell verstärkt sind (tanβ-enhancement).

9.5 Massen und Mischungen der Squarks und Sleptonen

Die Superpartner der links- und rechtshändigen Quarks und Leptonen bezeich-
nen wir als links- und rechtshändige Squarks und Sleptonen, obwohl Skalarfelder
natürlich keine Händigkeit oder Spin haben. Die linkshändigen Squarks und Slep-
tonen bilden SU(2)L-Dubletts, die rechtshändigen bilden Singletts. Nach spontaner
Symmetriebrechung können links- und rechtshändige Squarks und Sleptonen aber
miteinander mischen.

Massen- und Mischungsterme für Squarks und Sleptonen ergeben sich aus allen
Termen in LMSSM, die quadratisch in den Squarks/Sleptonen sind und ansonsten
höchstens noch Higgsfelder enthalten. Solche Terme gibt es in den D-Termen, F -
Termen und in Lsoft. Die für die Squarks relevanten Terme sind

LDm,q̃ = − g2
(

q̃†LT
aq̃L + ũRT

aũ†R + d̃RT
ad̃†R

)(

H†
dT

aHd +H†
uT

aHu

)
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− g′2
(

q̃†LY q̃L + ũRY ũ
†
R + d̃RY d̃

†
R

)(

H†
dY Hd +H†

uY Hu

)

, (242)

LFm,q̃ = −
∣

∣

∣
ydq̃

2
Ld̃

†
R − µH2

u

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
− yuq̃

1
Lũ

†
R − µH1

d

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
ydH

1
d d̃

†
R

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
− yuH

2
uũ

†
R

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
ydH

1
d q̃

2
L

∣

∣

∣

2

−
∣

∣

∣
− yuH

2
uq̃

1
L

∣

∣

∣

2

, (243)

LSoft
m,q̃ = −m2

q̃ |q̃L|2 −m2
ũ|ũR|2 −m2

d̃
|d̃R|2

−
(

ydAdHdq̃Ld̃
†
R + yuAuHuq̃Lũ

†
R + h.c.

)

. (244)

Setzen wir die Parametrisierung (220) der Higgsfelder um die Vakuumer-
wartungswerte ein, und vernachlässigen Terme der Ordnung φ0,±

i , χ0
i , erhalten wir

aus den D- und F -Termen

LDm,q̃ = − v2d − v2u
2

[

g2
(

q̃†LT
3q̃L + ũRT

3ũ†R + d̃RT
3d̃†R

)

− g′2
(

q̃†LY q̃L + ũRY ũ
†
R + d̃RY d̃

†
R

)]

, (245)

LFm,q̃ = −
[

(−µ∗vuydq̃
2
Ld̃

†
R − µ∗vd(−yu)q̃1L)ũ†R + h.c.)

+ (ydvd)
2|d̃R|2 + (−yuvu)2|d̃R|2

+ (ydvd)
2|q̃2L|2 + (−yuvu)2|q̃1L|2

]

, (246)

Der zweite Teil der F -Terme aus LFm,q̃ ergibt genau die entsprechenden Quark-
massen.13 In LDm,q̃ verwenden wir

(v2d − v2u) = 2
M2

W

g2
(c2β − s2β) = 2

M2
Z

g2
c2βc

2
W (247)

und c2WT
3 − s2WY = T 3 − s2WQ. Außerdem benutzen wir, daß die Ladung der

Antisquarks d̃†R, ũ
†
R das negative der Quarkladung ist.

Nach analoger Rechnung für die Sleptonen lassen sich alle Massenterme für
Squarks und Sleptonen übersichtlich in Matrixform schreiben als

Lm,q̃,l̃ = −
(

ũ†L ũ
†
R

)

M2
ũ

(

ũL
ũR

)

−
(

d̃†L d̃
†
R

)

M2
d̃

(

d̃L
d̃R

)

−
(

ẽ†L ẽ
†
R

)

M2
ẽ

(

ẽL
ẽR

)

− ν̃†LM
2
ν̃ ν̃L (248)

mit den Massenmatrizen

M2
ũ =

(

m2
u +m2

q̃ +M2
Zc2β(T3 −Qs2W ) mu (−µ/ tanβ + A∗

u)
mu (−µ∗/ tanβ + Au) m2

u +m2
ũ +M2

Zc2βQs
2
W

)

,

13Bei exakter Supersymmetrie müßten die Squarks dieselben Massen wie die Quarks haben.
Wir sehen hier aber, daß bei nichtverschwindenden Higgserwartungswerten noch andere Terme
beitragen, so daß zwingend eine Massenaufspaltung zwischen Quarks und Squarks folgt. Der
Grund für die Aufspaltung ist, daß die Quarkmassen die Brechung der Eichsymmetrie erfordern
und diese im MSSM nicht ohne Supersymmetriebrechung möglich ist.
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M2
d̃

=

(

m2
d +m2

q̃ +M2
Zc2β(T3 −Qs2W ) md (−µ tan β + A∗

d)
md (−µ∗ tan β + Ad) m2

d +m2
d̃
+M2

Zc2βQs
2
W

)

,

M2
ẽ =

(

m2
e +m2

q̃ +M2
Zc2β(T3 −Qs2W ) me (−µ tan β + A∗

e)
me (−µ∗ tanβ + Ae) m2

e +m2
ẽ +M2

Zc2βQs
2
W

)

. (249)

und der Sneutrinomasse

M2
ν̃ = m2

L,µ̃ +
1

2
M2

Z cos 2β. (250)

Es ist auch nützlich, die allgemeine Bezeichnung

M2
f̃

=

(

M2
f̃LL

mfX
∗
f

mfXf M2
f̃RR

)

, (251)

für die Sfermionmassenmatrizen einzuführen. Mit dieser Bezeichnung ist

Xf = Af − µ∗{cotβ, tanβ} (252)

mit {cotβ, tanβ} für up- und down-type Sfermionen. Die Diagonaleinträge M2
f̃LL

und M2
f̃RR

haben die Struktur

m2
f + Softbrechung +D-Term,

wobei es wichtig ist, daß die linkshändigen Softbrechungsterme eines Dubletts
(up- und down-Squark oder Selektron und Sneutrino) gleich sind. Der Grund ist
die SU(2)L-Eichinvarianz, und die Konsquenz ist, daß nicht alle Sfermionmassen
voneinander unabhängig gewählt werden können.

Die hermitesche MassenmatrixM2
f̃
kann diagonalisiert werden von einer unitären

Matrix U f̃ in der Form

U f̃M2
f̃
U f̃ † = diag(m2

f̃1
, m2

f̃2
), (253)

und Sfermion-Masseneigenzustände können durch

(

f̃1
f̃2

)

= U f̃

(

f̃L
f̃R

)

(254)

definiert werden.

Mit den neuen Feldern nehmen die Squark- und Sleptonmassenterme die Diago-
nalform

Lm,q̃,l̃ = −m2
ũ1 |ũ1|

2 −m2
ũ2 |ũ2|

2 −m2
d̃1
|d̃1|2 −m2

d̃2
|d̃2|2

−m2
ẽ1
|ẽ1|2 −m2

ẽ2
|ẽ2|2 − ν̃†LM

2
ν̃ ν̃L (255)

an.
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9.6 Massen und Mischungen der Neutralinos

Die Superpartner der elektrisch neutralen Eich- und Higgsbosonen können ebenfalls
miteinander mischen. Genau wie aus den minimalen Kopplungs-Termen |DµHd,u|2
die Eichbosonmassen entstehen (und die Goldstonebosonen unphysikalisch und von
den longitudinalen Freiheitsgraden der Eichbosonen absorbiert werden), entstehen
aus den entsprechenden Gaugino-Termen Mischungen:

Lmin.Kopplung
m,χ0 =

√
2ig′λ′

(

H1†
d Y ψ

1
Hd

+H2†
u Y ψ

2
Hu

)

+
√
2igλ3

(

H1†
d T

3ψ1
Hd

+H2†
u T

3ψ2
Hu

)

+ h.c.

= MZi(−sWλ′ + cWλ
3)(cβψ

1
Hd

− sβψ
2
Hu

) + h.c.+ . . . . (256)

Weitere Terme, die bilinear in den neutralen Gauginos/Higgsinos sind, gibt es nur
in den Softbrechungstermen und Superpotentialtermen,

LSoft
m,χ0 =

1

2
M1λ

′λ′ +
1

2
M2λ

3λ3 + h.c. (257)

LSuperpot.
m,χ0 = µψ1

Hd
ψ2
Hu

+ h.c.. (258)

Fassen wir alle neutralen Gauginos/Higgsinos in dem Vektor ψ0 =
(−iλ′,−iλ3, ψ1

Hd
, ψ2

Hu
)T zusammen, lassen sich alle Massenterme wieder übersichtlich

in Matrixform schreiben,

Lm,χ0 = −1

2
ψ0TY ψ0 + h.c.. (259)

mit der symmetrischen Massenmatrix

Y =









M1 0 −MZsW cos β MZsW sin β
0 M2 MZcW cos β −MZcW sin β

−MZsW cos β MZcW cos β 0 −µ
MZsW sin β −MZcW sin β −µ 0









.(260)

Diese Matrix ist symmetrisch, aber nicht unbedingt reell und hermitesch. Man kann
sie durch eine unitäre Matrix N diagonalisieren,14

N∗Y N−1 = diag(mχ0
1
, . . . , mχ0

4
). (261)

Die entsprechenden Masseneigenzustände nennt man Neutralinos. Definieren wir
die Neutralino-2-Spinoren durch

χ0
i = Nijψ

0
j (262)

14Das entsprechende Verfahren wird als “Singular Value Decomposition” bezeichnet. Es beruht
im Wesentlichen darauf, daß Y †Y hermitesch ist und gewöhnlich diagonalisiert werden kann.
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und Neutralino-4-Majoranaspinoren durch15

χ̃0
i =

(

χ0
i

χ̄0
i

)

, (263)

dann lautet der Massenterm

Lm,χ0 = −1

2

4
∑

j=1

mχ0
j
χ̃
0

j χ̃
0
j . (264)

9.7 Massen und Mischungen der Charginos

Die Mischungs- und Massenterme der geladenen Gauginos und Higgsinos haben
denselben Ursprung wie die der Neutralinos,

Lmin.Kopplung
m,χ± = g

(

H1†
d iλ

+ψ2
Hd

+H2†
u iλ

−ψ1
Hu

)

+ h.c., (265)

LSoft
m,χ± = M2λ

+λ− + h.c., (266)

LSuperpot.
m,χ± = −µψ2

Hd
ψ1
Hu

+ h.c.. (267)

Hier ist λ± analog zuW±
µ definiert. Um die Massenterme matrixwertig zu schreiben,

führen wir die Vektoren ψ− = (−iλ−, ψ2
Hd
)T , ψ+ = (−iλ+, ψ1

Hu
)T . ein, wobei zu be-

tonen ist, daß ψ− 6= (ψ+)†. Somit läßt sich der Charginomassenterm folgendermaßen
schreiben:

Lm,χ± = −ψ−TXψ+ + h.c. (268)

mit der Charginomassenmatrix

X =

(

M2 MW

√
2 sin β

MW

√
2 cos β µ

)

. (269)

X kann nicht symmetrisch gewählt werden. Zur Diagonalisierung sind zwei unitäre
Matrizen U, V ausreichend:

U∗XV −1 = diag(mχ+
1
, mχ+

2
). (270)

Die entsprechenden Masseneigenzustände nennt man Charginos. Wir definieren
Chargino-2-Spinoren durch

χ+
i = Vijψ

+
j , (271)

χ−
i = Uijψ

−
j , (272)

15In diesem Abschnitt bezeichnen wir die 4-Spinoren mit χ̃0, die 2-Spinoren mit χ0. Später lassen
wir diese Unterscheidung fallen, da aus dem Zusammenhang immer hervorgehen wird, welcher
Spinortyp gemeint ist.
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das heißt, die positiv geladenen Komponenten transformieren mit V und die nega-
tiven mit U . Chargino-4-Spinoren sind durch

χ̃−
i =

(

χ−
i

χ+
i

)

, χ̃+
i =

(

χ+
i

χ−
i

)

, χ̃−
i = (χ̃+

i )
C (273)

definiert. Mit diesen Definitionen lassen sich die Charginomassenterme in der Diag-
onalform

Lm,χ± = −
2
∑

j=1

mχ−

j
χ̃
−
j χ̃

−
j (274)

schreiben.

9.8 Gluinos

Die Gluinos mischen mit keinen anderen Teilchen, sondern sind bereits Masseneigen-
zustände. Die Masse der Gluinos ist direkt durch den Soft-Brechungsterm M3

gegeben:
mg̃ = |M3|. (275)

Falls M3 reell ist, definieren wir analog zu den Neutralinos und Charginos auch für
die Gluinos 4-Spinoren durch

g̃a =

(−iλas
iλ
a

s

)

, (276)

und wir erhalten

Lm.g̃ =
1

2
M3 λ

a
sλ

a
s + h.c. = −1

2
mg̃ g̃

a
g̃a. (277)

Falls M3 = eiφM3 |M3| komplex ist, läßt sich eine Phasentransformation λas →
e−iφM3

/2λas durchführen, durch die M3 effektiv reell wird.

10 Feynmanregeln

Die Feynmanregeln lassen sich aus der MSSM-Lagrangedichte in der üblichen
Weise gewinnen. In der ursprünglichen Basis mit symmetrischen Feldern und
Parametern nehmen die Wechselwirkungen und Vertizes eine einfache Form an,
aber die Propagatoren sind wegen der Mischungen kompliziert. In der Basis
mit Masseneigenzustands-Feldern nehmen die Propagatoren eine übliche, diagonale
Form an, aber die Wechselwirkungsvertizes sind relativ komplizierte Kombinationen
von ursprünglichen Kopplungen und Diagonalisierungsmatrizen.

Der allgemeine Fall der Herleitung von Feynmanregeln in Gegenwart von Mis-
chungen ist in Abschnitt 7.1 diskutiert. Hier geben wir zur Verdeutlichung ein
Beispiel einer wichtigen MSSM-Feynmanregel an. Die Herleitung verdeutlicht die



Dominik Stöckinger 49

= i
(

−
√
2gsU

q̃
i1PL +

√
2gsU

q̃
i2PR

)λa

2
g̃
a

q̃†i

q

= i
(

−
√
2gs(U

q̃
i1)

∗PR +
√
2gs(U

q̃
i2)

∗PL

)λa

2
g̃a

q̃i

q

Figure 9: Feynmanregeln der Quark–Squark–Gluino-Vertizes im MSSM. Genau wie
in Fig. 8 lassen sich auch hierfür geflippte Feynmanregeln angeben, die in praktischen
Rechnungen nützlich sein können.

allgemeine Vorgehensweise und illustriert die allgemeinen Überlegungen aus Ab-
schnitt 7.1. Eine vollständige Liste aller MSSM-Feynmanregeln in den hier be-
nutzten Konventionen findet sich in Ref. [18].

10.1 Quark–Squark–Gluino-Kopplungen

In der ursprünglichen Lagrangedichte in Weylspinor-Notation sind diese Wechsel-
wirkungen gemäß Gl. (174) und (211) durch

Lqq̃g̃ = −
√
2gs(iqLλsq̃L − q̃†LiλsqL)

−
√
2gs(iuR(−λ

T

s )ũ
†
R − ũRi(−λTs )uR)

−
√
2gs(idR(−λ

T

s )d̃
†
R − d̃Ri(−λTs )dR) (278)

gegeben. Ersetzen wir die auftretenden Weylspinoren durch Dirac- bzw. Majo-
ranaspinoren und die Squarks durch Masseneigenzustände, erhalten wir

Lqq̃g̃ =
∑

q=u,d

∑

i=1,2

q̃†i g̃
a
(PLgLi + PRgRi)

λa

2
q + q(PRg

∗
Li + PLg

∗
Ri)

λa

2
g̃aq̃ (279)

mit den Kopplungen

gLi = −
√
2gsU

q̃
i1, (280)

gRi = +
√
2gsU

q̃
i2. (281)

Die sich ergebenden Feynmanregeln sind in Fig. 9 angegeben.
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