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Bitte geben Sie das bearbeitete Aufgabenblatt bis zum 14.11.2017 im Briefkasten der

Veranstaltung ab.

Aufgabe 1: Finite Differenzen oder Finite Elemente
1. Sei f € C(I), wobei I = (a,b) C R ein Interval ist. Nehmen Sie an, dass u € C*(1)

eine Losung von
—Au = f, Ulfapy = 0

ist. Sei weiter N € N und h := b_T“ Fir alle i € {0,..., N} setzen Sie x; := a + ih
und fiir alle i € {1,..., N}

_ %(l’ — .ﬁEi,l) fir z € [:Uz?l;wi}
)\i I — R, T+ %(I‘i+1 — QZ) fir z € [xi,xiﬂ}
0 fir x ¢ [xi_l,xﬂ_l].

Zeigen Sie, dass dann gilt
_ S f@)Ail@) do

—Apu(z;) = —%(U(%—l) = 2u(®;) + u(wita)) = [ Xi(z) de

gilt.
2. Betrachten Sie nun die Poissongleichung im Einheitsquadrat Q = (0,1)? und trian-

gulieren Sie dieses nach dem folgenden Schema:

Wir diskretisieren die Gleichung im Raum der linearen finiten Elemente

Sy :={v € C(Q) | v ist in jedem Dreick linear und v = 0 auf 9Q}.
Diese Diskretisierung fithrt auf ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei A

durch
aij = / Vi(z) - VAj(z) de
Q
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definiert ist. Zeigen Sie, dass Sie bei geeigneter Nummerierung ein Gleichungssystem
mit genau derselben Matrix wie beim Differenzenverfahren mit dem Standard-5-
Punkte-Stern erhalten.

Aufgabe 2: Klassische Lésungen sind nicht ¢! auf dem Rand Man betrachte
ein zweidimensionales Gebiet mit einspringender Ecke

Q:{(r,¢)|r€(0,1), 6 (Ogﬂ)}

Transformieren Sie den Laplace-Operator auf Polarkoordinaten und losen Sie die Rand-
wertaufgabe

Au=0 in €2,
- 2
u (e“b) = sin <§¢) fir 0 S ¢ S 377.(,
u=0 sonst auf 0f).

Zeigen Sie nun, dass u ¢ C1(Q) gilt.

Aufgabe 3: Interpolationsungleichung Sei (2 ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz
Rand und u € H*(Q) N HL(Q). Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0

1
HVUH%Q(Q) < GHAUH%Q(Q) + E”UHB(Q)

gilt. Bitte benennen Sie in jedem Schritt die verwendeten Theoreme und Ungleichungen.

Erinnerung: Der Raum der quadratintegrierbaren Funktionen L?(f2) besteht aus (Aqui-
valenzklassen von) messbaren Funktionen f : Q) — R, fiir welche

I fllz2e) = (/Q f2(z) dx>2 < 0.

Die Riume H*(Q) bestehen aus jenen Funktionen, deren gemischte partielle schwache
Ableitungen bis zur Ordnung k in L?*(€2) liegen, und sind versehen mit der Norm

1
2

e = | D 10l

o<k

Der Raum H{(€2) ist der Abschluss von C§°(2) in H'(Q).
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Aufgabe 4: Stiickweise glatte Funktionen Seien 2, 7} und 75 drei offene, be-
schrinkte Gebiete in R” mit Q = T, U Ty und T3 N Ty = (. Sei u eine Funktion auf ,
sodass u|lr, € CH(Ty) N HY(Ty) und u|p, € CY(Ty) N HY(Ty). Zeigen Sie, dass u € H' ()
genau dann, wenn u € C'(2).

Aufgabe 5: Programmieraufgabe Die Programmieraufgabe finden Sie als IPython
Notebook auf der Vorlesungsseite (Opal). Bitte bearbeiten Sie auch diese.



