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Bitte geben Sie das bearbeitete Aufgabenblatt bis zum 25.01.2018 im Briefkasten der
Veranstaltung ab.

Aufgabe 1: Inverse Abschitzungen Seien 0 <[ < k natiirliche Zahlen und p < q €
[1, 00]. Zeigen Sie, dass fir FE-Funktionen vy,

|1 D vy || e < € B 0= =070 Dly, 111,
gilt.

Aufgabe 2: Clément-Interpolation Fiir jeden Gitterpunkt V; einer Triangulierung
eines Gebietes (2 sei w; die Vereinigung aller Dreiecke, welche V; als Ecke enthalten. Sei
v € L}(Q) und P;(w;) der Raum aller stetigen, stiickweise linearen Finiten Elemente auf
w;. Sei p; € Py(w;) die lokale L?-Projektion von v],,, d.h.

(7} — Di, q)L2(UJi) =0 \V/q € Pl(wz)
Der Clément-Interpolationsoperator Pgle : LY(Q) — P(Q) ist dann definiert durch

Phev(a) = 3 pi(V)el (a),

wobei ¢! die Standardbasis des globalen Finite-Elemente-Raums Py (€2) ist.

1. Sei 2 = (0,1) gleichméaBig unterteilt in Intervalle der Linge h = i. Berechnen Sie
die Clément-Interpolation der Funktion v gegeben durch

8 8 8 8
M M M M
N N N N
B[O s = O
= | ConD | s [
\./\_/\_/\-/

N[

2. Seien k,l e NU{0} und ¢ e Rmit £k <1 <2, 1 <gq<o00.Sei T ein Element der
Triangulierung und wy die Vereinigung aller w;, welche 7" als Teilmenge enthalten.

Zeigen Sie, dass fiir alle v € W'4(wy) die Abschétzung
ID* (v = Peyev)llzoery < b * 1D Laory

gilt, wobei hy = diam(wg ) ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor:
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(a) Machen Sie sich klar, dass der Interpolationsoperator tatsiachlich wohldefiniert
ist und zeigen Sie die Aussage fiir k =1 = 2.

(b) Zeigen Sie, dass PY,, ein konsistenter Operator ist, d.h. dass
Php=p inT Vpe Py(wr)

gilt.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe inverser Abschatzungen (siehe Aufgabe 1), dass
PVl < e~ ol oo

fir alle V; € T gilt.

(d) Folgern Sie die Stabilitit von P%, , d.h.
ID* Pesevllary < € h7*([l] oger)-
(e) Zeigen Sie, dass ein Polynom p € P;(wr) existiert, sodass
1D (v = p)llzoe) < WD Loy  Fir 0< 5 <1<2

gilt. Nutzen Sie dieses zusammen mit den vorherigen Schritten um die Inter-

polationsfehleraussage zu beweisen.
4+ 8P

Aufgabe 3: Die Saturationsbedingung

1. Sei uy, eine FE-Losung einer elliptischen Gleichung und vy, eine FE-Losung in einem
grofferen Raum, sodass die Saturationsbedingung gilt, d.h. sodass ein § < 1 existiert
mit

[on = ull < Bllun = ul.

Zeigen Sie, dass dann
1

ﬁ”uh - Uh||

lun = vnll < flu = unll <

gilt.

2. Konstruieren Sie ein Beispiel, sodass die Saturationsbedingung verletzt ist. Ge-
nauer: Seien V; C Vo C H}(2), wobei die Ridume paarweise ungleich sein sollen.
Konstruieren Sie ein f € H~(Q) so dass die FE-Losungen zur Poisson-Gleichung
fiir V4 und V5 zusammenfallen, aber nicht Losungen des kontinuierlichen Problems
sind.

Aufgabe 5: Programmieraufgabe Die Programmieraufgabe finden Sie als IPython
Notebook auf der Vorlesungsseite (Opal). Bitte bearbeiten Sie auch diese.



