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1. Ubungsblatt: Aussagenlogik und Mengenlehre (Lésungen)

Aufgabe 0
e "2+ 13 = 15" ist eine Aussage (wahr).
o " [ e*dx” ist keine Aussage.
e "2x — 1 = 7" ist eine Aussage (wahr fir x = 4, falsch fir x # 4).
e "Warum ist 5 groBer als 1?” ist keine Aussage.

e 728220 _ 1 ist eine Primzahl. ist eine Aussage (falsch).

Aufgabe 1
Lésung:
A B|AANB|ANB|A|B|AVB
0 O 0 1 1] 1 1
(@ 0 0 1 110 1
1 0 0 1 0|1 1
1 1 1 0 00 0
A B C|BANC|AV(BAC)|AVvB|AVC|(AVvC)AN(AVC
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
by 1 0 0 0 1 1 1 1
0o 1 A 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
(¢) Zum selber Uben zuhause...
A B|A=B|B|AAB|ANB
0 O 1 1 0 1
d o 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 1



Aufgabe 2

Lésung:

(a)

A= ANl <= AN(AVB)<= (AAN1)V(AANB)< AV (AN B)

Fir den letzten Schritt siehe z.B. Aufgabe 1(d).
Auch A Vv B ist eine gliltige Vereinfachung.

()

AN(AV(AAN(AVB))) < AAN(AVA) < ANA A
N—
< A (siehe (a))

Aufgabe 3

Lésung:
(a) Aussage (i) stimmt und (ii) stimmt nicht.

(i) YAutos AdMotor M : A fahrt mit M.
(i) IMotor MVAutos A : A fahrt mit M.

(b) Wieder stimmt Aussage (i) und (ii) stimmt nicht.

(i)Far alle reellen Zahlen z existiert eine natirliche Zahl n, so dass n gré3er gleich x ist.
(i) Es existiert eine natirliche Zahl n, so dass fir alle reellen Zahlen x die Zahl n gréBer gleich z ist.

Aufgabe 4

Wahrheitswerte der Aussagen:
l1e A wahr
5eA falsch
AcCB  falsch
{2} € A inkorrekt
{2} € A wahr
heA inkorrekt
PcA wahr

Aufgabe 5



AUB=[1,4, AnB=0, A\B=A, BNC={4}, C\D=0, D\C =(2,4)U(5,00),
AUD =[1,00)\ {2}

Aufgabe 6

(@ AxBxC={(1,a,n),(1,b,n),(1,¢,n),(2,a,n),(2,b,n),(2,¢c,n)}.
(b) [AF] = |A[F = nh.

() Ax B=([0,1] x [1,3]) U ([0,1] x {4}) U ({3} x [1,3]) U{(3,4)}, (1 Rechteck, 2 Strecken
und 1 Punkt)

Aufgabe 7

Wir verifizieren kurz die Beziehung A\ B = A N B und wiederholen dazu die Definition von A\ B
aus der Vorlesung:

A\ B:={z:2 € Aundz ¢ B}
={z:r€ Aundz € B}
= ANB.

Unter Nutzung von A\ B = AN B ergibt sich nun:

(a)
A\ (BNC) = ANn(BNC)= An(BUCQO)

A\ (B\C) = A\(BnC)=AnBnC
= AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
= (A\B)U(A\C)

(c) Analog, aber etwas langwieriger:
A\ (AN (B\(B\())) = A\(A\(B\(BNC()))=A\(A\(BN(BUC)))
= A\(A\(BNQC)=A\(AnBnNC(O)

= ANAnNnBNC=ANn(AU(BNQ))
= (ANAUANBNC)=ANBNC

(d) Seienz.B. A={1,2,3,4}, B = {1,2},C = {2,3}. Dann gilt:
B\C={1},  A\(B\C)={2,3,4},
A\ B = {3,4}, (A\ B)\ C = {4}.
Ein einfacheres Beispiel ware A = B = C = {1, 2}. Dann gilt:
B\C=0, A\(B\C)={1,2},
A\ B =10, (A\ B)\ C = 0.

3



Aufgabe 8
Wiederholung: R C M x M heif3t
o reflexiv < “Vr € M qilt (x,z) € R”
e transitiv < “Vz,y,z € M mit (z,y) € RA(y,2) € R = (z,2) € R”

e symmetrisch :< “Vz,y € M mit (z,y) € R = (y,z) € R’

Loésung:

(@ R1=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(3,1)}

e reflexiv: 1,2,3 € M und (1,1),(2,2),(3,3) € Ry = reflexiv
e transitiv: (3,1),(1,2) € R aber (3,2) ¢ Ry = nicht transitiv
e symmetrisch: (1,2) € R aber (2,1) ¢ Ry = nicht symmetrisch

also ist Ry reflexiv.

R2 = {(17 1)a (27 2)7 (17 2)7 (2a 1)}

o reflexiv: 3 € M aber (3,3) ¢ Ry = nicht reflexiv

e transitiv:
- (1,2),(2,1) e Ro = (1,1) € Ry
- (2,1),(1,2) € Ry = (2,2) € Ry
- (1,1),(1,1) e R = (1,1) € Ry
- (2,2),(2,2) € Ry = (2,2) € Ry
= transitiv

e symmetrisch:
- (1,1) € Ry = (1 1) € Ry
- (2,2) € Ry = (2,2) € Ry
- (1,2) e Ry = (2,1) € Ry
- (2,1) e Ry = (1,2) € Ry
= symmetrisch

also ist R transitiv und symmetrisch.

Ry ={(1,1)}
o reflexiv: 3 € M aber (3,3) ¢ R3 = nicht reflexiv
e transitiv: (1,1),(1,1) € R3 = (1,1) € R3 = transitiv
e symmetrisch: (1,1) € R3 = (1,1) € R3 = symmetrisch

also ist R3 transitiv, symmetrisch.

(b) Ry ={(91,92) : 91 | 92}



e Schreiben gy || g2 flr (g1, 92) € Ry

o reflexiv:Vg € X : g || g = R; reflexiv

e transitiv: Skizze: !l g1 [[ g2 A g2 | 93 = g1 || g3 = transitiv
e symmetrisch: Skizze: ! g1 || g2 = ¢2 || g1 = symmetrisch

also = R reflexiv, symmetrisch und transitiv = Aquivalenzrelation.

Ry ={(91,92) : g1 L g2}

e Schreiben g1 L g2 far (gl,gz) € Ry
o reflexiv: g £ g nicht reflexiv

e transitiv: Skizze: 1 g1 L g2 A g2 L g3 = ¢1 || g3 = also g1 £ g3 = nicht
transitiv

e symmetrisch: Skizze: ! g1 | g0 = ¢go 1 g1 = symmetrisch

also = R, symmetrisch.

Aufgabe 9

Wiederholung: Aquivalenz- und Ordnungsrelation.

Lésung:

(@ Ry ={(m,n)|3k e N:m+n =2k}

o reflexivi:Seim ¢ M Cc N.m +m = 2m —> reflexiv

e transitiv: Sei (m,n), (n,p) € Ry = Jk,l € Nmitm +n =2kundn +p = 2l

= m+p=m+n+n+p—2n=2k+2l—-2n=2(k+1—n) = R; transitiv

—— ——
>2 eN

e symmetrisch: Addition kommutativ = R; symmetrisch

— R, ist eine Aquivalenzrelation

(b) Ry ={(m,n):m/n=2k; keN}

e irreflexiv: Sei m € N, dann

m 1
— =1=2k k==
- — 5 ¢ N,
also (m,m) ¢ Rs.
e asymmetrisch: Sei (m,n) € Ry. Dann gilt aber:
m n 1 1
- k = — = o I = 1 P ¢ N,

also (n,m) ¢ Rs.



e transitiv: Sei (m,n), (n,p) € Rs. Es folgt

(’::%)A(Z:gz) — 2o

und da 2kl € N gilt also (m, p) € Rs.

S13
SSHRS

= 2k21 = 2(2kI),

= Ry ist eine strenge Ordnungsrelation (nicht vollstandig).

(c) Rs = {(m,n) € M?: mteilt n}. Schreiben m | n fir (m,n) € Rs, insbesondere gilt also
mln <= JkeN:n=Fk-m.

o reflexiv: Seim € M. " =1, Rest0 = m | m = Rj reflexiv
e transitiv:Seim |n A n|p=n=_a m AN p=_b n=a-b-m= m|
~—~ ~—~ ~—~

N eN eN eN
p = transitiv

e antisymmetrisch: Seim |n A n|m=n= _a m A m=_b n =
~— ~—

EN eN
a-bm=1=a-b= a=b=1= m =n = antisymmetrisch

eN

—> Rj ist Ordnungsrelation (nicht vollstandig).



