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2. Ubung: Reelle Zahlen, vollstindige Induktion und Abbildungen (L&sungen)

Aufgabe 1
Wiederholung: Infimum, Supremum, Minimum, Maximum.

Lésung:

(@) M =10,1]U(2,3) ist nach unten und oben beschrankt durch min M = 0 und sup M = 3.

(o) Wir erkennen, dass 2 < 2, also ist M = {2 :m,n €N A m <n} nach oben durch
sup M = 1 beschrénkt. Weiterhin gilt > 1 also auch inf M > inf{l : n € N}. Aus der

Vorlesung folgt dann, dass M auch nach unten durch inf M = 0 beschrankt ist.

In der Tat gilt M =Qn (0,1).

-1
(c) Wir machen den Ansatz inf M = —1 fiir die untere Schranke von M = {x—i—l cx €0, oo)}:
T
z—1
1< <— —zr—-1<zrz-1<— —z <z,
z+1
woraus sich inf M = —1 bestétigt und insbesondere auch min M = —1 ergibt, da = € [0, c0).

Weiterhin beobachten wir, dass x — 1 < z 4 1 fir € R, woraus also sup M = 1 folgt.

(d) Mit der Ublichen Lésungsformel erhalten wir

3 9 3 5

2

3z —4= =2/ ora=242

x 3x 0 < =z 5 1 + 5 T3

Aus der nach oben gedffneten Parabelform folgern wir M = {z e R:2? =3z —4 <0} =

(—1,4), also inf M = —1 und sup M = 4.

(e) Wir erkennen, dass f(x) = 22 — x = z(z — 1) seine Nullstellen bei 2 = 0 und = = 1 hat
und eine nach oben gedffnete Parabel erzeugt. Das Minimum von f liegt genau in der Mitte

zwischen den beiden Nullstellen, also bei z = 0.5 mit dem Wert f(z) = —i. Es folgt fr
M = {e’”zﬂ cx € R}, dass min M = % Aber M ist nach oben unbeschrankt.
Aufgabe 2
Loésung:
(@) |z —4| < 10.

e 1. Fall: x > 4. Dann gilt
z—4]=20-4<10 = 2z < 14.

Also x € [4,14) erfullt Ungleichung.



e 2. Fall: x < 4. Dann gilt
|z —4] = -2 +4 <10 = z > —6.
Also = € (—6,4) erfllt Ungleichung.
= z € (-6, 14) erfullt Ungleichung.
(b) |1+ 2z| > 4.
e 1. Fall: z > —1/2. Dann gilt
1422 =1420>4=2>3/2>-1/2.

Also = > 3/2 erfillt Ungleichung.
e 2. Fall: x < —1/2. Dann gilt

142z =-1-22>4— —22>5—=—2<-5/2<—1/2
Also x < —5/2 erfillt Ungleichung.
= x € (—00,—5/2] U [3/2, +00) erflllt Ungleichung.
©) 2z+1]=|z—1+ 1
e 1.Fall: z > 1. Danngilt [z — 1| =2 — 1und |2z + 1| = 2z + 1.
2t4+1l=ax—-14+1=ax=-141.

In diesem Fall keine Lésung. (mit Probe verdeutlichen)
e 2. Fall: —1/2 <z < 1.Danngilt |x — 1| =1 -2 und |2z + 1| = 2z + 1.

2+l=1-z+1=z=1/3¢€[-1/2,1).

x = 1/3 16st Gleichung.
e 3.Fall: z < —1/2. Danngilt |z — 1| =1—zund |22 + 1| = -2z — 1.

2 —1l=1-z4+1=12=-3<-1/2
x = —3 l6st Gleichung.

= z € {—3,1/3} erflllt Gleichung.

(d)

2x—5

H‘>3 e |z —3|>3[22—5| A2z —5|£0.
e 1. Fall: z > 3. Dann gilt |z — 3| = x — 3 und |22 — 5| = 2z — 5. Es folgt
r—3>302x—5) = 12>br = =< 12/5 < 3.

In diesem Fall keine Lésung. (mit Probe, z.B. fiir x = 2, verdeutlichen)
e 2.Fall: 5/2 < x < 3. Dann gilt |x — 3| =3 — z und |2z — 5| = 2z — 5. Es folgt

18

3—1:>3(2x—5):18>79::>:1:<7

5/2 < x < 18 erfiillt Ungleichung.
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e 3.Fall: z < 5/2. Dann gilt |z — 3| =3 — z und |2z — 5| = 5 — 2.
3—x>3(5—-22) = —12> —5r = x> 12/5
12/5 < x < 5/2 erfillt Ungleichung.
= x € (2.4,2.5) U (2.5,18/7) erflllt Unleichung.

Aufgabe 3

Ldsung: Mittels Dreiecksungleichung gilt
la| = [(a+b) + (=b)| < |la+b| + | —b] = |a + b| + |b].
Zeigen: ||a| — [b]| < |a + b].
e 1. Fall: |a| > |b|. Dann gilt mit |a| < |a + b| + |b]
|lal = [ol] = |al = [b] < la+b] +[b] = |b] < |a +0].
e 2. Fall: |b| > |a|. Wir nutzen nun |b| < |a| + |a + b| und erhalten

|lal = [b]] = —la| + |b] < —la| + |a| + |a + 0] = |a +].

Aufgabe 4

Lésung:

(a) Induktionsbeginn: n =1
Firn =1 gilt
n .
Y r=1+2=3=22-1=2""" -1
i=0
Induktionsschritt: n —n+1
Es gilt nach Induktionsannahme

n+1
PR e R A

~——
=2on+l_1
Also gilt die Behauptung fir alle n € N.

(b) Induktionsbeginn: n =1
Firn =1 gilt

n

dEi-)=02-1-1)=1=1=n"
j=1
Induktionsschritt: n —n+1
Es gilt nach Induktionsannahme
n+1 n
DEi-1)=) 2 -1+ (2n+1)-1)=n’+2n+1=(n+1)"
=1 =1 ‘ﬁ’f

Also gilt die Behauptung fiir alle n € N.



() Induktionsbeginn: n =1
Firn =1 gilt
1 1 n

= 1
;k(k+1)_1(1+1) 2 n+l

Induktionsschritt: n —n+1
Es gilt nach Induktionsannahme

= 1 = 1 1 n 1
kzlk(lﬁ—l):;k(k+1)+(n+1)(n+2):n+1+(n+1)(n+2)
onn+2)+1  nf42n+1  (n+1)?
C(n+D(n+2) (n+D)n+2) (n+1D(n+2)
~n+1
n+2

Also gilt die Behauptung fiir alle n € N.

Aufgabe 5

Fir n = 1 und n = 4 stimmt die Aussage (1 < 1und 7 < 8), firn = 2,3 nicht (3 £ 2und 5 £ 4).
Der Fehler im Beweis ist der Induktionsschritt

271—1 + 2 S 27’1—1 + 271—1.

Dies gilt nur fir n > 2, aber nicht n = 1!

Die korrekte Behauptung ist also: ,Fiir alle natiirlichen n > 4 gilt: 2n — 1 < 271«
Und der korrekte Beweis hat als Induktionsbeginn n = 4.

Aufgabe 6

e eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung
o fsurekliv: <= VyeYdreX: f(z)=y
o finjektiv: <= V1,20 € X mit f(z1) = f(22) = 21 = 22

e f bijektiv: <= f surj. und f inj.

| b 2 |f(a)= fi(b) =1, nichtinj., da a # b, nicht surj. da iz € X mit f(z) = 2
a 1
e | V72 |analog




ist inj. und surj. also auch bij.

o| 0 2 |jst inj. und surj. also auch bij.

b) e 3 |inj. aber nicht surj. da Az € X mit f(z) = 2

o 3 |inj. aber nicht surj. da 3z € X mit f(z) = 1
e f(a) = 3 analog

¢) nur eine Moglichkeit:

b nicht inj. da f(a) = f(b) = 1, aber a # b = nicht bij., aber surj.

Aufgabe 7

er2

a) ein e =e”? = 1= =" <= 0=0—11 < 13 =11 = finj
e sur.:e*>0vr€R = Por € Amite® = —1 € B = nichtsurj. = nicht bij.
e Einschr.: A’ = A, B' = (0,00), f~1(z) =Inx

b) eI = i = (Vi) = (vVi1)? <= 21 =20 = fin].
e surj..\/z>0Vz € A = flo € Amit\/r = -1 € B = nichtsurj, = nicht bij.
e Einschr: A’ = A, B'= A, f~(z) = 2?

c) e inj.:sinz =sin(z 4+ 2m) = fnichtinj. = nicht bij.
e surj.:sinz € [-1,1] Vo € A = Po € Amitsinz =2 € B = nicht surj.

e Einschr: A’ = [-Z, 2], B'=[-1,1], f~!(z) = arcsinz



d) e inj.ixy,x9 € (—g, g) = cosxy > 0,cosxzy >0

sinxy  sinxs
0 = tanz; — tan(zg) =

COST1  COST9
= (cosx1 - cos xg)fl (sinzy - cosxg — sinxy - cos 1)
=c-sin(r] —x2) <= 11 — 12 =0<= 11 =129
~—
G(_ﬂ—zﬂ-)
= finj.
e surj.itan ((—%,%)) =R =B = f surj.
e Einschr.: A’ = A, B' = B, f~!(z) = arctanx

e) A=B =N, f(n) = n?

e inj.iny,ng > 0,n? =nd < ny =ny = finj.
surj.: Nein, da kein n € N ex. mit n2 = 2 bzw. v/2 ¢ N
Einschr.: A’ = A, B’ = f(4), f~'(n) =vn

) A=N,B=Q, f(n) =1

in: L+ =L < ny=n; = finj.

n1i no
surj.: Nein,dakeinn € Nex.mit L =2 € Q= Bbzw. § ¢ N
Einschr.: A’ = A, B' = f(A), f~'(n) =1

n

9) A=B =R, f(n) =220 — 4| = 2|z — 2|
e inj.:nein, da f(0) =4 = f(4)
e surj.: Nein,dakeinz € Rex. mit f(z) = -1€R =B

e Einschr.: A, = [2,00) B' = f(A) = [0,00), f;'(n) = % + 2 oder
AL = (=00,2], BL = [0,00), f='(n) = —% +2



