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3. Ubungsblatt: Komplexe Zahlen (Lésungen)

Aufgabe 1
Wiederholung: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Divison, Betrag und Konjugation komplexer Zahlen

Lésung: z; =2 —2iund 2z = 1 + 3i.
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(€) 2122 = (2= (=6)) + (6 + (—2))i = 8 + 4i
(f) 2272 = |22> = (12 + 3%) = 10
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Aufgabe 2

Seiz=xz+iwyundw=u~+ivmitz,y,u,v €R.

@z—w=@—uw+@y—vi=@€-u+@w-—yi=(@@—iy) — (u—w)=Z—w
(0) 2% = (o 4 in)x — i) = (22 +7) + (—ay 4 ya)i = (2 1 9) = |z

(©) 3(2—2) = 5 ((w+iy) — (v —iy)) = % =y =Im(2)

@ ()= (i) = it =

\
g

SN

El

Aufgabe 3
z =+ 1y.



(@) Im(z) > -1 < y > —1, ist Halbebene.

(b) |z] <Re(z) =1 & |z| = Re(z), das ist der nichtnegative Teil der reellen Achse.

(€) |z —i| <2und |z + i| < 2ist Schnitt der Kreisscheiben um i und —i mit Radius jeweils 2.
(d) z

d

=1 & 2z=1 & |z|? = list Einheitskreis.

(e) |==2 2 =1 & |z — z1| = |z — 22|, Mittelsenkrechte zwischen z; und zs.
Aufgabe 4
Wiederholung: Argument und Polarform
Lésung:
cos(m/2) +isin(n/2) +3—5i (3—4i)(2+i) 10—5i 94
21 = = = = — 1
! 2 PEE 5
25 = 2(cos ¢ + isin @) (cos(3p) + isin(3p)) = 2’3 = 217,
Aufgabe 5

Wiederholung: Polarform (trigonometrisch, exponentiell) und Rechenregeln daflr

Lésung:

(a) Trigonometrische und Exponentialform - Algebraische Form, z = a + bi = r(cos o + isinp) =

e 2 = 3(cos(0) +isin(0)) = 3¢

= 2(cosm +isinm) = 2¢'"
® 23 =3(cos 5 +isin ) = 3613
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e 25 = 2(co +Zbln7):2el4

o zg = (cos— + 4 sin 27)
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e 2190 = V/2(cos IF + isin IF) V2e T

(o) Berechnung mit Exponentialform & algebraische Darstellung

® 2728 = 361%7r . Qei% = Gei(%""%)ﬂ' = 63T = 6T = —6
2 (2e0) 4T 4 %I _ 4idn _ 4 3 4(_\/3 4 i3
o 2= 367_71“ = oTe =3¢ T T =gen = Z(cos(3m) +sin(37)) = 2(—V2 +iV?2)
o 21§ =2%"T = 32
o (1+l) _ (\/i)neinfr/él . (ﬁ)neinﬂ/élv(\/i)n+2€i(n+2)7r/4 (f)2n+2 2(7’L+1)Z7T/4
A—)n+2 7 (J2)nt2e—i(nt2)m/4 ont2 ontz
Aufgabe 6

Wiederholung: Potenzieren und Radizieren komplexer Zahlen

r-e'.

Lésung: Zur Lésung einer Gleichung der Form 2™ = v bestimmt man zun&chst R := |v| und ¢ := arg(v) und

ermittelt dann die n Lésungen
2, = r(cos gy, + isin ), k=1,2,...n,

wobei r = V/Rund ¢j, = £ + 27 (k — 1) = L8271 jgp
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Abbildung 1: Punkte z4, ..., z19 aus Aufgabe 4.

. 1
@ zt=i=R=1p=F=r=1,0=50=0, 03 =, 0y =1

(b) R = /& + & = 16 = 4und = tan~1(1) = 7/4. Alsor = VA und oy = £ = 5.y =
S+ir=gmes=%+3m=gm
1

(©) z=1vV2+ilvV2= R=1,¢p=arctan(l) = 7/4 = 2" = 1"e™™/4 = cos(nr/4) + isin(nm/4)
= 2" =1furalle {n:n =28k k € No}.

Aufgabe 7
Wiederholung: pg-Formel bzw. komplexe Polynome und deren Nullstellen
Lésung:
(a) Mit p-g-Formelfolgt z; o = —1+ (1 — 3)= — 14+ /=2 = -1+ V/2i.
(b) p-g-Formel: z = —=2* + \/i2 — (=1 + 2i) = i + v/—2i.

Dann die Wurzeln wo, w1 von —2i berechnen: | — 2i| = 2, arg(—2i) = 3, also
3 . 7 )
wo = V2 exp iy )=—-1+1, wy = V2exp iy =1-1.

Es ergibt sich
z1=t4+wyg=1t—14+1=—1+ 21, zZo=14+w=1+1—1=1.

Alternativ: Substituiere w := z — i, I6se w? = —2i und resubstituiere z = w + i.
Ergebnis:w; = -1+, wo=1—i = 21 =—-14+2i, 20 =1



(c) Substitution: w = 2> = w? — 2w+ 2 = 0.
p-qg-Formeliwy o =1+vV1-2=1++v-1=1%1.
Dann 3. Wurzeln von 1 + ¢ berechnen:

B=14i = 2z = 227, 2y = 212, 25 = /2eiT27
B=l-i = =207, 2 =62€i%”,26=%ei%“
Alternativ:

1. Substitution: w := 23, 16se w? — 2w + 2 = 0. Brauchen hierzu
2. Substitution: u :=w — 1, 16se u? = —1 = u; =i, uy = —i.

2. Ricksubstitution: w =u+1 = wy; =141, we =1 — 4.
1. Riicksubstitution: Lése 2% = w flir w = w; und w = ws.
23 - U}l, R f SD - %
—Tr= \[ P1 = 135 P2
ZS - U)Q, R f 80 =

= r'=V2 0 =-F ¢ =

9 _ 17w
129 Y3 = 12
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Wir formen um und wenden die binomischen Formeln an:

C

2
1
(2+z> =-1 <= (1+22=-(2-2)?7 < 1+2z+2"=—-4+42-2°
—Z
= 222 -224+5=0

Division durch 2 und Anwendung der pg-Formel ergibt

1 /1 1 /[1—10



