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6. Ubung: Determinanten und inverse Matrizen (Ldsungen)

Aufgabe 1
Wiederholung: Nullraum, Bildraum.
Lésung:

(a) Wir bestimmen den Nullraum tber Lésen von Az = 0. Durch den GauBalgorithmus erhalten wir flr die
erweitere Koeffizienten Matrix X = [A|0]

1 1 0]0 i 1 1 0]0 i 1 1 0|0
X=10 -1 1]0 = X3=|0 -1 10 = Xo=|0 -1 110
3 0 3|0 0 -3 3|0 0 0 0|0

Setzen wir z3 = t, so erhalten wir als Ldsungsvektor x = (—t,¢,t). Es gilt also N(A) =

span{(—1,1,1)T}.

(b) Wir wenden wie oben den den GauBalgorithmus auf X = [A|b] an (es sind die selben Schritte) und

erhalten:
~ 1 1 0 2
Xo=10 -1 1 2
0 0 0] -2
Damit ist das LGS nicht l6sbar, d.h. b ¢ R(A) und es existiert kein Vektor z € R3, so dass f(z) =
Az =b.

(c) allgemein: z beliebig, zo € N(A). Dann ist
Alx+z9) =Ax+Axo = Az

Ist also N (A) nichttrivial, so gibt es immer mehrere (unendlich viele) Vektoren, die das selbe Bild haben.
Nach Teilaufgabe (a) folgt also: ja, es gibt verschiedene Vektoren mit dem gleichen Bild.

(d) Nach Satz 3.16 der Vorlesung gilt dim N(A) + dim R(A) = n. Mit dim N(A4) = 1 und n = 3 gilt also
dim R(A) = 2.

Aufgabe 2
Wiederholung: Berechnung von Determinanten.

Lésung:
(a) Die Regel fir Determinanten von 2 x 2-Matrizen lautet:

a b
d

’:ad—bc.

Also gilt:

detA=0-(—5)—11-0=0
detB=1-4-2-3=-2

detC = (2+3i)-(1+2i) —1-i=—4+61
detD=2-2+4-1=3

det E=3i-(—3i)+4-4=25



Far 3 x 3-Matrizen gilt die Regel von Sarrus.

det F=1-5-94+2-6-7+4-8-3-3-5-7-2-4-9-6-8-1
=45+ 84496 — 105 — 72 — 48 = 0

detG=1-3-(=5)+1-2-(-1)+2-1-2—(-1)-3-2—1-2-1-2-1-(=5)
=-15+4-2+6-2+10=1

det H=(1—d)-i-(1+43)+1-(=1+43)-(1+i)—1-(=1+14)-(1+1i)
=(1—i%)i=2i

1 N
dethﬁ(1~1'(—1—|-z)—12):g

Far gréBere Matrizen kann der Entwicklungssatz angewendet werden:

_1 } Z') ] -1 1 -1 1 1 0
det K = =011 -1 Y+ (=D -1 1 -1
L-1ro 1 35 -1 1 - 1
3 5 4 -1
=1-0-4-0=0

(b) Mit der Laplace-Entwicklung nach erster Spalte folgt

f) 2 g a0 1 jooa 0

det L = =10 —a —bl—|la 0 1/=2ab—da*bh=ab-(2-a),
0 0 —a =b 1 ol o —a —b
16 1 0 “

d.h., firr a € {0,2} oder b = 0 gilt det L = 0.

(c) Die zweite Spalte von F' ist das arithmetische Mittel der beiden anderen Spalten, kann also als Linear-
kombination dieser beiden Spalten geschrieben werden. Damit sind die Spalten von F linear abh&ngig,
was gleichbedeutend ist mit det F' = 0.

(d) Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante nicht 0 ist. Also existieren zu A und F’
keine inversen Matrizen. Fir 2 x 2-Matrizen kann man die folgende Formel benutzen:

a by 1 d —b

c d) ad—bc\—c a)’

1/ 4 -2 1/ 2 i
-1 _ = -1 _ =
b= 2<—3 1>’ b _3(—i 2>

Mit Hilfe des GauB-Jordan-Algorithmus flir Y = [G|I5] erh&lt man

Damit erhélt man also:

12 -1|1 0 0 ) 1 2 -1 1.0 0
vy=(13 1/010] = vi=[0 1 2{-110
2 2 5[0 0 1 0 -2 -3|-2 0 1

) 10 -5 3 -2 0

= Yo=[01 2/-1 10

00 1]-4 21

) 1 00[-17 8 5

= Y3=(010] 7 -3 -2

00 1] 4 2 1



also

-17 8 5
G l= 7 -3 -2
4 2 1

Analog kann man auch die Matrix J mit dem GauB-Jordan-Algorithmus invertieren:

10 —i|1 00 i 10 —i| 100
Y=[2JL=( 21 2(010]| = ¥1=[012-2|-210
—~i 0 i-1[0 0 1 0 0 i 0 1
i 10 —i| 10 0
= Yo=(012-2|-21 0],
0 0 1] 10 —i
i 10 0] 1+i 0 1
= Ya=[010|-4-2 1 —2+2 |,
00 1 10 —i

wobei wir —i - (2 — 2i) = 2 — 2i verwendet haben. Damit folgt
2+2i 0 2

J =202 = -8—-4i 2 —4+4i
2 0 -2

(e) Diagonalmatrizen sind spezielle Dreiecksmatrizen, fur die gilt, das man die Determinante dadurch be-
rechnen kann, indem man die Diagonalelemente miteinander multipliziert. Demnach gilt:

det M, =n(n—1)---1=mnl!

auch die Inverse ergibt sich leicht zu:

1 00 0
0 1 0 0
M = [0 0 3
0 0 1

(f) Die Multiplikation mit NV,, bewirkt, das die Eintrdge von € R" gespiegelt werden. Multipliziert man
einen gespiegelten Vektor nochmal mit IV,,, so werden die Eintrdge wieder zuriickgespiegelt. Man erhélt
also bei der Multiplikation N2z wieder den Vektor . Das bedeutet, dass N7 die Einheitsmatrix ist und
somit

N1 =N,

gilt.



