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Organisatorisches

Wir

Vorlesung

Prof. Peter Stollmann Mo 9:15
Do 11:30

Ubungen/Praktika
Clemens Bombach
Christian Rebs

Dr. Martin Tautenhahn

Die Ubungen beginnen in der ersten Vorlesungswoche, das heit (je nach Ubungs-
gruppe) ab 15. Oktober 2019.

Das Praktikum beginnt in der zweiten Vorlesungswoche, das heift (je nach Ubungs-
gruppe) ab 21. Oktober 2019.

Webseite
https://bildungsportal.sachsen.de/opal/auth/RepositoryEntry/2142299"
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Organisatorisches

SIS

Stand 28.09.2018

Studiengang SWS Klausurzeit LP AS  Studenten

B In  Informatik 4V+20+-2P 120 9 270 28
B_Al  Angewandte Informatik 4V+20+-2P 120 9 270 29
B BT Biomedizinische Technik 4v+20+-2P 180 8 240 29
B_EM  Elektromobilitdt 4v+20+2P 120 8 240 9
B_ET  Elektrotechnik und Informationstechnik ~ 4V+2U++2P 120 8 240 31
B_RE Regenerative Energietechnik 4vV420+2P 120 8 240 13
B_Ph  Physik av+20(+2P) 120 8 240 18
M_IG  Informatik f. Geistes- u. Soz.-Wiss.) 4v+20+-2P 120 9 270 23
180

(laut Modulbeschreibungen Mathematik | bzw. Hohere Mathematik 1)

AS = Gesamtarbeitsaufwand in Stunden
LP = Leistungspunkte

Neben der Prasenzzeit von 4,5 h/Woche (= 67.5 gesamt) entfillt also ein erheblicher Anteil auf Selbst-
studium:

Vor- und Nachbereitung von Lehrveranstaltungen,
Literaturstudium,

Loésen von Ubungsaufgaben,
Priifungsvorbereitung.
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Organisatorisches

Priifung

e Klausurarbeit am Ende des Wintersemesters (Umfang laut Tabelle).
® Termin wird bekanntgegeben sobald von zentraler Priifunsplanung verkiindet.

® Zugelassene Hilfsmittel: Ausdruck dieser Folien, Randnotizen hierauf,
Formelsammlung (kein Taschenrechner).
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Organisatorisches

Inhalt:

® Grundlagen:
Aussagenlogik, Mengenlehre, Zahlen, Abbildungen, Relationen

® Lineare Algebra:
Vektorraume, Matrizen, lineare Gleichungssysteme, Determinanten,
Skalarprodukt, analytische Geometrie, Eigenwerte und -vektoren
Ziele: Die Studierenden sollen
® Verstiandnis der ‘mathematischen Sprache’ entwickelt haben,

® das elementare technische Reservoir der Mathematik (Grundlagen, lineare
Algebra und, im 2. Semester, Infinitesimalrechnung einer Variablen) kennen
und beherrschen,

e einfache mathematische Modelle aus den Naturwissenschaften analysieren
kénnen.
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Organisatorisches

Empfehlungen

® Arbeiten Sie von Anfang an intensiv mit.
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Organisatorisches

Empfehlungen

® Arbeiten Sie von Anfang an intensiv mit.

® Arbeiten Sie die Vorlesungen nach.
Stellen Sie Fragen, wenn sich Unklarheiten ergeben. Werden Sie
insbesondere sofort aktiv, wenn Sie den ‘roten Faden’ verloren haben.
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Empfehlungen

® Arbeiten Sie von Anfang an intensiv mit.

® Arbeiten Sie die Vorlesungen nach.
Stellen Sie Fragen, wenn sich Unklarheiten ergeben. Werden Sie
insbesondere sofort aktiv, wenn Sie den ‘roten Faden’ verloren haben.
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® Nehmen Sie das Praktikum in Anspruch.

® Bilden Sie Arbeitsgruppen. Wer iiber Mathematik spricht, versteht diese
besser und kann Probleme besser identifizieren.

® Lesen Sie dem Stand der Vorlesung entsprechende Kapitel in der Literatur,
um andere Aspekte kennenzulernen.

® Versuchen Sie Freude, Ausdauer und sportlichen Ehrgeiz beim Ldsen der
Probleme zu entwickeln.

® Nehmen Sie sich von Anfang an geniigend Zeit.
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Organisatorisches

Speziell zur Zeitplanung

Beispiel zur Zeitplanung

Laut Modulbeschreibung ist der Selbststudiumsanteil im Modul auf 160-200 h aus-
gelegt. Diese kénnte man exemplarisch wie folgt aufteilen:

® 120 h wahrend des Semesters, d. h. durchschnittlich 8 h pro Woche (ggf.
kénnte man einen Teil dieser Zeit im Tutorium oder in einer Lerngruppe
verbringen),

® 40-80 h Priifungsvorbereitung in der vorlesungsfreien Zeit.
Wie Sie die Zeit aufteilen, ist natiirlich Ihre Sache. Wir empfehlen lhnen jedoch,
von vornherein einen Zeitplan zu erstellen und auch konsequent einzuhalten.
Falls das noch nicht reicht......

hilft nur, sich mehr Zeit zu nehmen. Die Modulbeschreibung geht von durchschnit-
tlichem Talent und Vorkenntnissen aus.

Angebote wie den Lern | RAUM fiir Mathematik nutzen.
In den seltensten Fillen ist jemand generell unfihig den Stoff zu verstehen — in der
Regel braucht man einfach nur mehr Zeit.
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Organisatorisches

Warnungen

Was sicher schiefgeht
...ist das Umsetzen verbreiteter ‘pragmatischer’ Einstellungen wie

® Ich kann in Vorlesung/Ubung dem Dozenten recht gut folgen, also beherrsche
ich den Stoff — ‘Beschallenlassen’ reicht vollkommen.
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Organisatorisches

Warnungen

Was sicher schiefgeht

...ist das Umsetzen verbreiteter ‘pragmatischer’ Einstellungen wie

Ich kann in Vorlesung/Ubung dem Dozenten recht gut folgen, also beherrsche
ich den Stoff — ‘Beschallenlassen’ reicht vollkommen.

Die Vorlesung zeigt mir die theoretische Seite des Stoffes — ich brauche aber
fir die Klausur nur die Anwendung. Also reicht es, Ubung bzw. Tutorium zu
besuchen.

Mathematische Techniken kann man wie Rezepte auswendig lernen; das
reicht fiir Anwendung und Klausur. Ein tieferes Verstandnis von Inhalten und
Zusammenhangen bendtigen nur Mathematiker.

Mein Stundenplan ldsst mir nur wenig Zeit. Ich arbeite am Ende des
Semesters einfach alles ‘am Stiick’ nach. Ein, zwei Wochen (oder gar Tage)
werden schon reichen.

Bei der Klausur sind so viele Hilfsmittel zugelassen, dass ich auf Lernen und
Uben verzichten kann.
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Folien

® Die in der Vorlesung gezeigten Folien werden auf der Vorlesungswebseite im
Voraus zum Herunterladen bereitgestellt.

® Diese stellen kein Vorlesungsskript dar, sondern sollen lediglich den
Mitschreibaufwand minimieren. Eigene Ergdnzungen bzw. Randnotizen sind
unerlasslich.

® Der Download ersetzt natiirlich nicht den Besuch von Vorlesung/Ubung und
auch nicht die Lektiire von Fachliteratur.

Einige Lehrbiicher

® M. Schubert: Mathematik fiir Informatiker. Springer-Vieweg, 2012. E

e M. Drmota, B. Gittenberger, G. Karigl und A. Panholzer: Mathematik fiir
Informatiker. Heldermann Verlag, 2008

e |. Papula: Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler.
Vieweg+Teubner, Band 1-3, 2009. E
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Zu guter letzt

Danksagung: Diese Vorlesung entstand nach Vorlagen meines Kollegen Prof.
Oliver Ernst.

Doch nun ...

lassen Sie uns endlich zur Mathematik kommen! Immerhin eine der 3ltesten wis-
senschaftlichen Beschaftigungen der Menschen iiberhaupt.

Papyrus Rhind

(ca. 1650 v. Chr.)
Approximation von 7, Kre-
isfliche, Auflésen linearer

Gleichungen
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2.11 Singularwertzerlegung
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@ Grundlagen
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Werfen Sie einen kurzen Blick auf folgende lyrische Einlassung:

f R — R stetig in z¢
& Ve>030 >0: |z —ao| <d=|f(x) — f(zo)] <€) J

Méglicherweise bewegen Sie jetzt Fragen wie
® Wie kann man jemals einen solchen Ausdruck durchschauen?

® Wozu muss man sich iiberhaupt derart kompliziert ausdriicken?
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fiir diese das Kommutativgesetz der Addition gilt.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 15 /320



Werfen Sie einen kurzen Blick auf folgende lyrische Einlassung:

f R — R stetig in z¢
& Ve>030 >0: |z —ao| <d=|f(x) — f(zo)] <€) J

Méglicherweise bewegen Sie jetzt Fragen wie
® Wie kann man jemals einen solchen Ausdruck durchschauen?

® Wozu muss man sich iiberhaupt derart kompliziert ausdriicken?

Lassen Sie uns dazu ein kleines Experiment durchfiihren:

Erklaren Sie lhrem Nachbarn in einer Minute, was eine reelle Zahl ist, und warum
fiir diese das Kommutativgesetz der Addition gilt.

Wabhrscheinlich (hoffentlich) ist Ihnen aufgefallen, dass die Umgangssprache fiir eine
prazise Beschreibung nicht ausreicht. Wir brauchen eine Fachsprache zur mathe-
matischen Kommunikation. Diese muss erst erlernt werden.
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Inhalt

@ Grundlagen
1.1 Elemente der Aussagenlogik

@ Lineare Algebra
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Elemente der Aussagenlogik

Aussagen

Eine Aussage p ist ein sprachliches oder formelmaRiges Gebilde, dem man entweder
den Wahrheitswert ‘wahr" oder ‘falsch’ zuordnen kann.

Sprechweisen
® ‘pist eine wahre (richtige) Aussage.’, 'p gilt.’
® 'pist eine falsche Aussage.’, 'p gilt nicht.’

Insbesondere kann keine Aussage gleichzeitig wahr und falsch sein.

Sind folgende Konstrukte Aussagen? Was ist ggf. ihr Wahrheitswert?

‘Wir sprechen gerade iiber Aussagenlogik.’;
‘Wie soll ich bloR die Priifung schaffen?’;

‘62 = 36';

7= /148

V14’

‘Rettet den Eurol’;

‘Wir befinden uns in Dresden oder Chemnitz.’
‘Diese Aussage ist falsch.’

o
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Elemente der Aussagenlogik

Verkniipfung von Aussagen

Eine Aussagenverkniipfung liefert eine neue Aussage, deren Wahrheitwert sich aus
den Wahrheitswerten der verkniipften Aussagen ergibt.
Seien p und ¢ Aussagen, dann heift
® P (auch —p) Negation von p (sprich: ‘nicht p'),
® pV g Disjunktion von p und ¢ (sprich: ‘p oder ¢'),
® p A g Konjunktion von p und ¢ (sprich: ‘p und ¢').
Die Wahrheitswerte werden durch folgende Tabellen festgeschrieben:

P g |pVg|pAg
p|Pp w o w w w
w | f w f w f
flw f w w f

f f f f

Beachten Sie den rot markierten Wahrheitswert bei ‘oder’ — umgangssprachlich
meint man mitunter nicht dasselbe!
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Elemente der Aussagenlogik

Geben Sie den Wahrheitswert der Aussage
‘Wir gehen heute abend ins Kino oder ins Theater’

in Abhangigkeit von der tatsichlich durchgefiihrten Aktivitdten an. Machen Sie
sich den Unterschied zur Umgangssprache klar.

Geben Sie die Wahrheitswerte und Negationen zu folgenden Aussagen an:
® p: ‘Unsere Vorlesung findet heute am Nachmittag statt.’
® ¢: ‘Unsere Vorlesung findet heute am Abend statt.’

Warum ist g nicht die Negation von p?
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Elemente der Aussagenlogik

Implikation und Aquivalenz

Ein zentrales Element beim Aufbau mathematischer Theorie ist das logische SchlieRen.
Dafiir bendtigen wir zwei weitere Verkniifungen.
Seien p und ¢ Aussagen; dann heifsit

® p = ¢ Implikation (‘Aus p folgt ¢'; "Wenn p gilt, so gilt ¢."),

® p < g Aquivalenz (‘p gilt genau dann, wenn ¢ gilt.").
Eine Implikation ist genau dann falsch, wenn man aus wahren Aussagen die falschen
Schliisse zieht (p wahr, ¢ falsch).
Eine Aquivalenz bedeutet, dass p und ¢ immer den gleichen Wahrheitswert besitzen.

Die zugehorige Wahrheitswerttabelle spielt fiir den Praktiker kaum eine Rolle — die
sprachliche Fassung der Begriffe ist handlicher:

p q |pP=q|qg=D|Pp=>(q
wow w w w
w f f w f
f w w f f
f f w w w

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 20/ 320



Elemente der Aussagenlogik

Wichtig sind aber folgende alternative Sprechweisen:
e fiir p = q: “p ist hinreichend fiir ¢." oder 'q ist notwendig fiir p.’
e fiir p < ¢: 'p ist hinreichend und notwendig fiir ¢.’

und folgender Satz:

Seien p und q Aussagen. Dann gilt:
*(peq & (p=q) und(q=p)
*(p=>q9 & (@=D0

Die zweite Aussage bildet die Grundlage fiir das indirekte Beweisen (‘Angenommen
q gilt nicht, dann kann auch p nicht gelten.").

Interpretieren Sie die Aussage ‘Wenn n? gerade ist, so ist auch n gerade.” vor dem
Hintergrund der zweiten Beziehung in Satz 1.1.
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Elemente der Aussagenlogik

Rechenregeln

Satz 1.2

Es seien p, q und r beliebige Aussagen. Dann gelten immer:

*pEp (doppelte Verneinung),
°* pVp (Satz vom ausgeschlossenen Dritten),
* (pVg) < (¢Vvp)

(pAq) < (¢AD) (Kommutativgesetze),
*(pvgVvrlelpVigvr),

[(pAg)AT] < [pA(gAT)) (Assoziativgesetze),
*pA(gvr)ellprg VAT,

pV(gAnr)]elpve AV (Distributivgesetze),
*pVqge (PATG),

pAge (PVY) (De Morgansche Regeln).

Punkte 1-4 scheinen sofort klar. Im Zweifel erfolgt der Nachweis solcher Aquivalen-
zen durch Aufstellen von Wahrheitstabellen.
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Elemente der Aussagenlogik

Exkurs: Anwendung in der Digitaltechnik

In der Digitaltechnik gibt es genau zwei Zustinde (hohe/niedrige(keine) Spannung;
1/0), die man als logisches ‘wahr’ bzw. ‘falsch’ interpretiert.

Schaltungen bestehen haufig aus ‘Logikgattern’ (engl. gates).

Diese besitzen z.B. 2 Eingidnge (A,B) und einen Ausgang (Y) und reproduzieren
logische Verkniifungen.

Eine wichtige Anwendung von Satz 1.2 liegt in der Analyse und Vereinfachung
logischer Schaltnetzwerke.

Beispiel: Schaltsymbol und Wahrheitstabelle fiir ein UND-Gatter

A[B[Y
A— & 111
v 100

o110

B 0olo]o
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Elemente der Aussagenlogik

Aussageformen, Quantoren

Eine Aussageform ist ein Gebilde, welches eine oder mehrere Variablen enthalt,
und das nach dem Ersetzen der Variablen durch konkrete Werte in eine Aussage
ibergeht.

Schreibweise: p(z), falls x als Variable verwendet wird.

Mit p(z) sei die Aussageform = < 1 bezeichnet, wobei x eine reelle Variable sei.
Wie lauten die Aussagen p(0) und p(4) und was ist ihr Wahrheitswert? J

Eine weitere Moglichkeit, Aussageformen in Aussagen zu iiberfiihren, ist die Bindung
der Variablen an Quantoren. Die wichtigsten sind:

oV —‘firalle...gilt ...’
® 3 - ‘es existiert (mindestens) ein ..., so dass ...’
Beispiel: ‘Fiir alle reellen Zahlen z gilt z > 1.’

‘Es gibt eine reelle Zahl z mit 22 = —1.
(Beide Aussagen sind natiirlich falsch.)
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Elemente der Aussagenlogik

Negation von Aussagen mit Quantoren

Definition 1.3

Sei p(z) eine Aussageform; dann meinen wir mit

® der Negation von ‘Fiir alle x gilt p(z)" die Aussage ‘Es existiert ein z, fiir das
p(z) nicht gilt’; symbolisch:
Va : p(x) = (Jz : p(x))

® der Negation von ‘Es existiert ein x, fiir das p(z) gilt' die Aussage ‘Fiir alle =
gilt p(z) nicht’; symbolisch:

Jz : p(x) := (Vo : p(x))

Natiirlich erfolgt diese Definition im Einklang mit unserer Intuition — die Intuition
wird lediglich sinnvoll formalisiert.

4

Formulieren Sie die Negationen von 'Fiir alle reellen Zahlen z gilt z > 1.", 'Es gibt
eine reelle Zahl z mit 22 = —1., "Jeder Haushalt gibt ein Drittel seines
Einkommens fiir Wohnen aus.’ (SZ, 8.9.12) und 'Alle Politiker liigen gelegentlich.’
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Elemente der Aussagenlogik

Axiome und Satze

Geriistet mit diesen Vorkenntnissen lassen sich die gebrduchlichen Sprachkonstrukte
der Mathematik grob typisieren.

Ein Axiom ist eine Aussage, die innerhalb einer Theorie nicht begriindet oder
hergeleitet wird. Axiome werden beweislos vorausgesetzt. Wichtige Eigenschaften
von Axiomensystemen sind \Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit.

Beispiel: Kommutativgesetz fiir reelle Zahlen, siehe spater.
Ein Satz ist eine Aussage, die mittels eines Beweises als wahr erkannt wurde. Den

Beweis bildet dabei eine Kette von Schlussfolgerungen, die nur von Axiomen oder
bereits bewiesenen Satzen ausgeht.

Beispiel: ‘v/2 ist keine rationale Zahl.’
Gebrauchliche Auspragungen von Sitzen sind auch
® Lemma (Hilfssatz) — ein Satz, der als Zwischenstufe in einem Beweis dient,

e Korollar (Folgerung) — ein Satz, der ohne groBen Beweisaufwand aus einem
anderen folgt.

Die Abgrenzung zum Satz ist jeweils flieBend und subjektiv.

Lvgl. D. Hofstadter: Gédel, Escher Bach. Basic Books, New York NY 1979
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Elemente der Aussagenlogik

Definitionen

Eine Definition dient zur Festlegung eines mathematischen Begriffs. Hier sind eher
Wertungen wie ‘sinnvoll/nicht sinnvoll’ statt ‘wahr/falsch’ angebracht. Sinnvolle
Definitionen erfiillen unter anderem folgende Anforderungen:

e Widerspruchsfreiheit,

® Zirkelfreiheit (das zu Definierende darf nicht selbst Bestandteil der Definition
sein),

® Angemessenheit (nicht zu eng und nicht zu weit gefasst),

® Redundanzfreiheit (keine Bestandteile enthalten, die aus anderen logisch
folgen).

Haufig schreibt man Definitionen in der Form von Gleichungen oder Aquivalenzen
und verwendet die Symbole := und :<. Der zu definierende Ausdruck steht immer
auf der Seite des Doppelpunkts.

Beispiel: a° := 1 fiir a € R.
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Elemente der Aussagenlogik

Zum mathematischen Wahrheitsbegriff

Da in der Mathematik alle Aussagen per logischem Schluss bewiesen werden,
entsteht ein sehr scharfer Wahrheitsbegriff.

In den (experimentellen) Naturwissenschaften ist der Wahrheitsbegriff stirker an
Beobachtungen gekoppelt und daher weniger scharf (deduktive vs. induktive Schluss-
weisen).

Die Mathematik ist also im logischen Sinne praziser, dies erfordert aber eben auch
eine kompliziertere Fachsprache.

Fiir unsere Vorlesung: Ein strenger Aufbau der Theorie kostet Zeit und ist nicht
Aufgabe des Anwenders, daher folgender Kompromiss:

® Reihenfolge von Axiomen, Satzen und Definitionen entspricht weitgehend
dem strengen Aufbau der Theorie,

® Beweise und Beweisideen werden dort skizziert, wo sie dem Verstandnis des
Stoffes dienen,

e ‘technische’ und aufwindige Beweise werden weggelassen — verwenden Sie bei
Interesse entsprechende Literatur.
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Elemente der Mengenlehre

Definition 1.4 (‘naive’ Mengendefinition, Cantor*, 1895)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die erwahnten Objekte heifen Elemente dieser Menge M.
Schreibweise: = € M (bzw. z ¢ M).

* Georg Cantor (1845-1918), deutscher Mathematiker, lieferte
u.a. wichtige Beitrdge zur Mengenlehre.
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Elemente der Mengenlehre

Darstellungsmaglichkeiten fiir Mengen

e aufzihlende Darstellung — Elemente werden explizit aufgelistet, z.B.:

A = {Chemnitz; Dresden; Freiberg; Leipzig},
B = {2;3;5;7}.

® beschreibende Darstellung — Elemente werden durch eine Eigenschaft
charakterisiert, z.B.:

A = {z: z ist sichsische Universititsstadt.},
B = {p: pist Primzahl und p < 10}.

Die Gesamtheit, die kein Element enthalt heillt leere Menge.
Symbol: @ oder {}.
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Elemente der Mengenlehre

Mengenbeziehungen

Seien A und B Mengen.
® A heiRt Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element von B
ist. Schreibweise: A C B.

® A und B heiBen gleich, wenn jedes Element von A auch Element von B ist
und umgekehrt (A C B und B C A).
Schreibweise: A = B.

® A heiit echte Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch Element
von B ist, und ein Element von B existiert, das nicht zu A gehért. (A C B
und A # B). Schreibweise: A C Bf.

Die Teilmengen einer Menge M kdnnen wiederum zur sogenannten Potenzmenge
zusammengefasst werden:

P(M)={A: AC M}

Man gebe die Potenzmenge von A = {1;2;4} an. |

T Aufgepasst: Manche Autoren benutzen das Symbol C auch fiir die allgemeine
Teilmengenbeziehung (Gleichheit eingeschlossen) und fiir die echte Teilmengenbeziehung C.
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Elemente der Mengenlehre

Mengenoperationen

Seien A und B Teilmengen einer Grundmenge X. Dann heift
® AUB:={z: z € A oder x € B} die Vereinigung von A und B,
® ANB:={z: z € Aund z € B} der Durchschnitt von A und B,
® A\B:={z: z € Aundx ¢ B} die (mengentheoretische) Differenz von A
und B (sprich ‘A ohne B’),
e A:= X\ A das Komplement von A in X.

Geben Sie zu A = {1;2;3;4;5;6} und B = {0;4;5} die Mengen AU B, AN B,
A\ B und B\ A an.
Wie lauten Vereinigung und Durchschnitt der Mengen

C = {p: pist Primzahl} und

D = {p: pist Primzahl und p < 10}?

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 33 /320



Elemente der Mengenlehre

Visualisierung

Visualisierung von Mengenoperationen und -beziehungen erfolgt haufig im sogenan-

nten Venn-Diagramm:
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Elemente der Mengenlehre

Rechenregeln fiir Mengenoperationen

Vereinigung (U), Schnitt (N) bzw. Komplement wurden letztlich iber die logis-
chen Junktoren ‘oder’'(V), ‘und” (A) bzw. Negation definiert. Daher gelten fiir
Mengenoperationen analoge Regeln zu Satz 1.2:

Satz 1.5 (Regeln fiir das Operieren mit Mengen)

Es seien A, B,C Mengen. Dann gelten:

e ANB=BNA, AUB=BUA,

°* AN(BNC)=(ANnB)NC, AU(BUC)=(AUuB)UC,
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC), ANn(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
ANA=A AUA=A,

AND=0, Aub=A,

A\B=A< AnB=0), A\B=0& ACB,

A\ (BNC)=(A\B)U(A\0),

A\ (BUC)=(A\B)n(A\ ).
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Elemente der Mengenlehre

Kartesisches Produkt

Seien A und B Mengen. Dann heiBt die Menge aller geordneten Paare (a,b) mit
a € A und b € B kartesisches Produkt von A und B, kurz

Ax B:={(a,b): a€ Aund b€ B}
Analog definiert man fiir Mengen A1, Ao, ..., A,
Ay X Ay X -+ x Ay = {(a1,a2,...,a,): a1 € A1,a2 € Ay, ... a, € Ay}
und schreibt im Falle der Gleichheit aller A; kiirzer
A" :=Ax Ax---x A (n Faktoren).

Als wichtigste Beispiele werden uns R? und R? begegnen — das sind die Entsprechun-
gen von Anschauungsebene und -raum.
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Relationen

Aquivalenzrelationen

Mit Relationen werden Beziehungen zwischen Objekten ausgedriickt. Eine (binire)
Relation R auf einer Grundmenge M ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts
M x M, also
RC M x M.
Wichtige Eigenschaften von Relationen sind
(a) Reflexivitat. Vo € M gilt (z,z) € R.
(b) Symmetrie. Vz,y € M mit (z,y) € R= (y,x) € R.
(c) Transitivitat. Va,y,z € M mit (z,y) € RA(y,z) € R= (z,2) € R.
Eine Relation, die alle drei Eigenschaften erfiillt, heift Aquivalenzrelation.

Fiir (z,y) € R schreibt man auch xRy (manchmal auch z ~ y).

Eine Partition & einer Menge M bezeichnet eine Zerlegung in disjunkte Teilmen-
gen, d.h.

M= U T und SNT = ( fiir je zwei verschiedene S, T € Z.

Tew
Jede Partition einer Menge erzeugt eine Aquivalenzrelation auf ihr und umgekehrt.
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Relationen

Beispiele

a) R=A{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2), (3, 1)}
reflexiv: 1,2,3 € X und (1,1),(2,2),(3,3) € R = reflexiv
e transitiv: (3,1),(1,2) € R aber (3,2) ¢ R = nicht transitiv
® symmetrisch: (1,2) € R aber (2,1) ¢ R = nicht symmetrisch
® antisymmetrisch: fiir (1,2),(3,1) € Rist (2,1),(1,3) ¢ R
und (1,1),(2,2),(3,3) e R=1=1, 2=2, 3=3 = antisymmetrisch

also ist R reflexiv und antisymmetrisch
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Relationen

Beispiele

b) R={(1,1),(2,2),(1,2),(2,1)}
® reflexiv: 3 € X aber (3,3) ¢ R = nicht reflexiv
® transitiv:

° (1
e (2
° (1
° (2
— transitiv
® symmetrisch:

°* (L) eR=(1,1)€R
® (2,2)eR=(2,2)€R
° (,2)eR= (2,1)€R
® (2,1)eR=(1,2) € R

=—> symmetrisch
® antisymmetrisch: (1,2),(2,1) € R # 1 =2 = nicht antisymmetrisch

also ist R transitiv und symmetrisch
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Relationen

Beispiele

b) R ={(1,1)}

reflexiv: 3 € X aber (3,3) ¢ R = nicht reflexiv

e transitiv: (1,1),(1,1) € R = (1,1) € R = transitiv

® symmetrisch: (1,1) € R = (1,1) € R = symmetrisch

® antisymmetrisch: (1,1) € RA(1,1) € R=1=1, = antisymmetrisch

also ist R transitiv, symmetrisch und antisymmetrisch
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Partition

Beispiel

Betrachten die Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} und dann die Zerlegung der
Menge in

My = {3,6,9}, My = {2,5,8} , M3 = {1,4,7}.
Gilt
M = U M;?
i=1,2,3

Ist das eine Partition? Was fiir eine Relation konnten Sie sich vorstellen?
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Relationen

Ordnungsrelationen

Weitere wichtige Eigenschaften von Relationen:
(d) Antisymmetrie. Yo,y € M mit xRy AyRzx = z = y.
(e) Asymmetrie. Va,y € M mit xRy = —(yRx).

Eine Relation auf M heiBt Ordnungsrelation, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv ist.

Beispiel: <, C.

Eine Ordnungsrelation auf M heiBt vollstindig oder linear, falls fiir alle x,y € M
gilt: zRy V yRx.

Eine Relation auf M heillt strenge Ordnungsrelation, wenn sie asymmetrisch und
transitiv ist.

Beispiel: <.

Eine strenge Ordnungsrelation heift vollstindig, wenn fiir alle z,y € M mit = # y
gilt xRy V yRx.
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Die reellen Zahlen

Erinnern Sie sich an unser Experiment in der allerersten Stunde?

Obwohl jeder von uns schon seit Jahren reelle Zahlen verwendet, fillt es uns extrem
schwer, das Wesen der Zahl in Worte zu fassen.

Es lohnt sich also eine ndhere Betrachtung — gerade auch weil Messwerte fiir viele
physikalische GréBen als reelle Zahlen aufgefasst werden kdnnen.

Einen (eher historisch interessanten) Anfangspunkt
liefert uns folgendes beriihmte wie umstrittene Zitat:

'Die natiirlichen Zahlen hat Gott gemacht, alles
andere ist Menschenwerk.’
(Leopold Kronecker, deutscher Mathematiker, 1823-1891)
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Die reellen Zahlen

Zahlbereichserweiterungen

Skizzieren wir zunichst das klassische Vorgehen iiber Zahlbereichserweiterungen.

Wir starten mit
e N:={1,2,3,...} — natiirliche Zahlen
(‘hat Gott gemacht’ oder werden iiber Peano-Axiome beschrieben)
* Ng:=NuU{0} ={0,1,2,3,...}

Nach Einfiihrung der Addition stellt man fest, dass Gleichungen wie x +9 = 1 in
N nicht I6sbar sind, daher Erweiterung zu

e Z:={...,—-2,—-1,0,1,2,...} — ganze Zahlen
Nimmt man die Multiplikation hinzu, sind wiederum Gleichungen wie (=2) -z =1
in Z nicht |6sbar, daher Erweiterung zu
° Q:= {g | pyq € Z,q# 0} — rationale Zahlen (alle endlichen und
periodischen Dezimalbriiche)

Wahlt man die Zahlengerade als Modell, so kann man mit den rationalen Zahlen
zumindest beliebig feine Einteilungen realisieren.
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Die reellen Zahlen

Liicken in Q

Aber: Bereits Euklid (ca. 360-280 v. Chr.) iiberlieferte uns den Beweis zu

V2 ¢ Q, dh. \/2 ist keine rationale Zahl.

Die rationalen Zahlen erfassen also nicht die gesamte Zahlengerade.
Erst durch 'Vervollstandigen' gelangt man zu den reellen Zahlen R.

-7/4 -1 -1/V2 0 1/2 1 /2 2
Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl.
Die erste exakte Formulierung dieses Vervollstindigungsprozesses

stammt Ubrigens nicht aus der Antike. Dies gelang erst Karl
WeierstraB (deutscher Mathematiker, 1815-1897).
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Die reellen Zahlen

Moderner axiomatischer Ansatz

Klassische Zahlbereichserweiterungen sind anschaulich, erweisen sich aber im Detail
als kompliziert, z. B. bei

® Einfiihrung von Addition und Multiplikation sowie der damit verbundenen
Rechengesetze,

e Einfiihrung einer Ordnungsrelation (‘groRer/kleiner’),
® Ausformulieren des Vervollstindigungsschritts.

Moderne Ansitze definieren daher R direkt liber Axiome, die unmittelbar die Rechenge-
setze liefern. Man benotigt:

® Korperaxiome (liefern Rechengesetze),
® Anordnungsgesetze (liefern Ordnungsrelation),
® Vollstandigkeitsaxiom.

N, Z und Q werden als entsprechende Teilmengen von R aufgefasst.
Wir verzichten auf eine formale Angabe der Axiome, geben aber die unmittelbar
resultierenden Gesetze an.
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Die reellen Zahlen

Die arithmetischen Gesetze in R

(1) (a+b)+c=a+(b+c) Va,b,ce R (Assoziativgesetz der Addition),
(2) a+0=a YaeR (neutrales Element der Addition),
(3) a4+ (—a)=0 VaeR (inverse Elemente der Addition),
(4) a+b=b+a Va,beR (Kommutativgesetz der Adddition),
(5) (ab)e =a(be) Ya,b,ceR (Assoziativgesetz der Multiplikation),
(6) a-1=a VaeR (neutrales Element der Multiplikation),
(7) at =1 VaeR,a#0 (inverse Elemente der Multiplikation),
(8) ab="ba VYa,beR (Kommutativgesetz der Multiplikation),
(9) a(b+¢) =ab+ac Va,b,c € R (Distributivgesetz).

Diese Gesetze korrespondieren mit den Korperaxiomen.
Eine Menge die die Kdrperaxiome erfiillt, heift (Zahl-)Karper.
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Die reellen Zahlen

Die arithmetischen Gesetze in R

Wir definieren fiir a € R und n € N:

a":=a-a-...-a (n Faktoren), a°:=1
und, falls a # 0:
1
a "= —.
an

Dann folgen aus den arithmetischen Gesetzen weitere Rechenregeln:

Satz 1.7

Fiir alle a,b € R gelten
®a-0=0,
® ab=0 = a=0oderb=0,
° 2 =02 & a=>odera=—b,
¢ (—a)=a, —(a+b)=—-a—b
® (—a)b=a(-b) = —ab, (—a)(=b) =ab,
® a"a™ =a"t™ Vm,n €Z (falls a #0),
® ¢"b" = (ab)™ Vn € Z (falls a,b #0).

v
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Die reellen Zahlen

Binomische Formeln

Weiterhin lassen sich mit den arithmetischen Gesetzen folgende wohlbekannte Aus-
sagen beweisen:

Satz 1.8 (Binomische Formeln)

Fiir alle a,b € R gilt
® (a+b)2 =a?+ 2ab+1?,
® (a—b)?=a%—2ab+1?
® (a+b)(a—0b)=a®— b

Natiirlich kann man auch Binome hoheren Grades so auswerten. Z. B. gilt
(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
Einen allgemeingiiltige Formel fiir (a 4+ b)™,n € N, finden Sie in der Literatur unter

dem Namen ‘Binomischer Lehrsatz'.
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Die reellen Zahlen

Die Ordnungsrelation in R

(10) Zwischen zwei reellen Zahlen a und b besteht immer genau eine der folgenden
drei GroRenbeziehungen:
a < b (a kleiner b), a="> (a gleich b), a > b (a groRer b).
(11) (a<bundb<c) = a<c Va,bceR (Transitivitat),
(12) a<b ©a+c<b+c VabceR (Monotonie der Addition),

(13) (a<bund 0<c) & ac<bc Va,bceR
(Monotonie der Multiplikation).

Definition:
a <b (a kleiner oder gleich b) bedeutet a < b oder a = b.
a>b (a groRer oder gleich b) bedeutet a > b oder a = b.

Diese Gesetze korrespondieren mit den Anordnungsaxiomen.
Kérper, die die Anordnungsaxiome erfiillen, heien geordnete Korper. Beispiele sind
R, aber auch Q.
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Die reellen Zahlen

Die Ordnungsrelation in R

Aus den Anordnungsaxiomen folgen weiterhin die Regeln fiir den Umgang mit Un-
gleichungen:

Satz 1.9

Fiir a,b,c,d € R gelten:

e g<bundec<d = at+c<bi+d,
® g<bundc<(0 = achcund%Zl—;,

®*a<b = -b<—q,
*0<a<b = 0<3<i,
*a<b<0 = i<icy,
*a<0<b = 1<0<i.
Finden Sie die Lésungen der Ungleichung 21 <2 (z # —3). J
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Die reellen Zahlen

Definition 1.10 (Obere und untere Schranken)

Sei M # (), eine Teilmenge der reellen Zahlen.
® M heilt nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl C' € R gibt mit

x<C firallex e M.

Jede solche Zahl C heillt obere Schranke von M. Die kleinste obere Schranke
einer nach oben beschrankten Menge M heift Supremum von M
(Schreibweise: sup M).

® M heilt nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl C € R gibt mit
x>C firallex € M.

Jede solche Zahl C heit untere Schranke von M. Die groRte untere
Schranke einer nach unten beschrankten Menge M heilt Infimum von M
(Schreibweise: inf M).

M heiBt beschrankt, wenn M sowohl nach oben wie auch nach unten beschrankt
ist. Gilt sup M € M [inf M € M], so heilt sup M [inf M] auch Maximum
[Minimum] von M.

4
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Die reellen Zahlen

Beispiele:

Ist die Menge
1
M, Z:{—ZTLEN} CcR
n

beschrinkt? Geben Sie falls méglich obere und untere Schranken, Supremum und
Infimum sowie Maximum und Minimum an.

Betrachten wir weiterhin
My:={q€Q:¢*<2} CQ.

Offenbar ist M5 nach oben beschrankt, denn 42 ist obere Schranke. Ein Supremum
besitzt die Menge in den rationalen Zahlen jedoch nicht, da v/2 ¢ Q.

In den reellen Zahlen ist die Angabe des Supremums jedoch unproblematisch:
sup Mo = V2.
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Die reellen Zahlen

Vollstandigkeit

Das letzte Beispiel liefert den Schliissel fiir den noch fehlenden Vervollstandigungss-

chritt bei der Konstruktion von R.
(14) Jede nach oben beschriankte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum in R.

Folgerungen:
® Jede nach unten beschriankte Menge reeller Zahlen besitzt ein Infimum in R.

® Jede beschrinkte Menge reeller Zahlen besitzt ein Supremum und ein
Infimum in R.
Damit ist die axiomatische Konstruktion von R komplett. Kurz zusammenfassen
kann man (1)-(14) in folgendem Satz:

R ist ein ordnungsvollstindiger geordneter Korper. J
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Die reellen Zahlen

Intervalle

Intervalle sind ‘zusammenhangende’ Teilmengen von R. Es wird dabei nach Inklu-
sion der Randpunkte unterschieden.

Fiir a,b € R mit a < b:

]:={zx€R : a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall),
J:={z€R : a<z<b} (halboffenes Intervall),
[a,b) :={x €R : a<z<b} (halboffenes Intervall),
(a,b) :={z €R : a<xz<b} (offenes Intervall),
yi={xeR : a<z}
)i={zeR : a<uza},
(—o0,b:={z € R : = <b},
(—00,b) :={z €R : = <b},

)

Auf dem Zahlenstrahl lassen sich Intervalle als zusammenhingende Bereiche darstellen.
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Die reellen Zahlen

Betrag

Der Betrag von a € R ist durch

u > .
la| := { e, fiira>0, definiert.

—a, fira<o0

Satz 1.11 (Rechnen mit Betragen)

Fiir a,b € R, ¢ > 0 gelten
® |a| >0, wobei |a] =0 < a=0,

® laj=c = a=codera=—c,

® |a|=|—a|l und |a—b]=1]b—al,

® |abl = |al0],

® |a+b| <|a|+ |b|] (Dreiecksungleichung),

la| <ec & —c<a<ec
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Die reellen Zahlen

Betrag und Abstand

Fiir den Betrag gibt es eine einfache aber wichtige Interpretation am Zahlenstrahl.

Fir z,a,b e R
® gibt || den Abstand von x zur Null an,

® gibt |a — b| = |b — a| den Abstand zwischen a und b an.

b —al

\
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Die reellen Zahlen

=

3.2 per Gesetz? The ‘Indiana Pi Bill'.

Zum Abschluss dieses Abschnitts ein Kuriosum aus der mathematischer Unterhal-
tungsliteratur. Es geht um eine Gesetzesvorlage vom Ende des 19. Jahrhunderts im
Landesparlament des US-Bundesstaates Indiana..

ab 1892 verdffentlicht der Arzt (und Hobby-Mathematiker) Edward J.
Goodwin mehrere Arbeiten zur Quadratur des Kreises.
Eine Behauptung darin: 7 = 3.2

1897 Gesetzesvorlage fiir Parlament von Indiana zur Festlegung von .
Angebot: Staat Indiana darf ‘Resultat’ gebiihrenfrei verwenden.

Entwurf durch Unterhaus zunichst an Ausschuss fiir Sumpfgebiete3, dann an
Bildungsausschuss verwiesen, von letzterem befiirwortet.

Entwurf passiert Unterhaus nach 3 Lesungen mit 67:0 Stimmen.

Mathematik-Professor Clarence Abiathar Waldo (Purdue University)
interveniert, ‘berat’ einige malgeblichen Senatoren.

Entscheidung auf unbestimmte Zeit vertagt (Wert der Vorlage nicht
einschitzbar, Sache aber nicht fiir Gegenstand der Gesetzgebung gehalten)

3u

‘where the bill could find a deserved grave.”
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Inhalt

@ Grundlagen

1.4 Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

@ Lineare Algebra
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Ausgehend von den reellen Zahlen findet man leicht folgende Charakterisierung der
natlirlichen Zahlen:

Die natiirlichen Zahlen sind die kleinste Teilmenge von R, die sowohl| die Zahl 1
und mit jeder Zahl n auch deren Nachfolger n -+ 1 enthilt. J

Visualisierung am Zahlenstrahl:

A Vi VA Vi Vi Vi
1 2 3 4 5 6 7

Daraus kdnnen wir nun ein wichtiges Beweisprinzip ableiten.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Satz 1.12 (Prinzip der vollstandigen Induktion)

Eine Aussageform A(n) ist genau dann fiir alle n € N wahr, wenn
® A(1) wahr ist (‘Induktionsanfang’),

® aus der Gliltigkeit von A(n) fiir ein beliebiges n € N stets die Giiltigkeit von
A(n + 1) folgt (‘Induktionsschritt’).

Der Induktionsschritt sichert also folgende ‘Kette' von Implikationen:
A1) = A2) = AB)=...= A(n) = An+1)=>...

Man ist natiirlich nicht zwingend auf den Startwert 1 festgelegt. Man kann im
Induktionsanfang auch bei einem beliebigen ny € Z starten, muss dann aber auch
den Induktionsschritt fiir n > ng beweisen.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Beispiel 1.13 (Bernoullische Ungleichung)

Man beweise folgende Ungleichung mittels vollstandiger Induktion:

(I+2z)">1+nx firallexe[-1,00),n €N. (1.1)

Wir fiihren eine vollstindige Induktion liber n aus.

Induktionsanfang:

Firn =1 gilt
l+z)"=14z=1+n-uz,

d.h. die Aussage ist fiir alle x > —1 wahr.
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Natiirliche Zahlen und Induktionsprinzip

Induktionsschritt:

Angenommen, (1.1) sei fiir ein n € N wahr, d.h.
1+x)">14nz (z>-1) (Induktionsannahme, 1A).
Dann gilt

(1+2)" = (14+2)"(1+w)
(I+nz)(1+x) (nach IA)
1+ (n+ 1)z + na?

1+ (n+ 1)z (da nz? > 0).

v

Y

Aus der Giiltigkeit von (1.1) fiir n folgt also die Giiltigkeit fiir n + 1.
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Abbildungen und Funktionen

Hier sollen nur die grundlegenden Begriffe bereitgestellt/wiederholt werden. Eine
intensive Beschaftigung mit der Materie erfolgt spater.

Definition 1.14 (Funktion)

Seien A und B Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f: A — B ist eine
Vorschrift, die jedem = € A genau ein y = f(x) € B zuordnet.

A heiBt Definitionsbereich von f und f(A) := {f(z) : z € A} C B heiit
Wertebereich oder Bild von f.

Fiir x € A heift y = f(z) Bild von z unter f oder Funktionswert von f an der
Stelle z.

Zwei Funktionen f: Dy — B,  +— f(x), und g : Dy — C, x — g(z), heilen
gleich (f = g), wenn Dy = D,, B = C und f(x) = g(x) fir alle z € D; = D,
gelten.
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Abbildungen und Funktionen

Schreibweisen:
f:A—B oder f:A—B
y = f(x) i f(z).

Beschreibung von Funktionen

Eine Funktion f : A — B kann man auf verschiedene Weisen beschreiben:
® analytisch, d.h. durch Angabe der Zuordnungsvorschrift,
e tabellarisch, d.h. durch eine Wertetabelle,
® graphisch, d.h. durch Visualisierung der Menge

Graph(f) :=={(z, f(x)):x € A} C Ax B,

des sogenannten Graphen von f.
(Fiir f : R — R ist der Graph von f eine ‘Kurve' im R?.)
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Abbildungen und Funktionen

Definition 1.15
Sei f : A — B eine Funktion. Zu einer Menge A’ C A heift
f(A):={f(x):zc A} CB
das Bild von A’ unter f. Zu einer Menge B’ C B heift
JUBY = {we A: f@)e B}
das Urbild von B’ unter f.

Man bestimme f([1,2]) und f=1([1,4]) fir f: R = R, f(z) =22 |
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

Definition 1.16

Eine Funktion f : A — B heilit

® injektiv (eineindeutig), wenn fiir alle 21,22 € A mit 21 # x2 stets

f(x1) # f(x2) gilt,

® surjektiv, wenn es zu jedem y € B ein x € A gibt mit y = f(x),
® bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Ist f bijektiv, so existiert die Umkehrfunktion

fFleB= A iy =2 e y=f(a)
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

; A g B E Ay S By Az B3
h fa 13

surjektiv, nicht injektiv injektiv, nicht surjektiv bijektiv

Ist die Funktion f1 : R — R, fi(z) = 22 injektiv/surjektiv/bijektiv?
Wie verhilt es sich mit

e f,:N—=N, fo(r) =22
* f3:[0,00) = R, f3(x)=1?
® f1:[0,00) = [0,00), fi(x) =227
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Abbildungen und Funktionen

Umkehrbarkeit von Abbildungen

Beispiel 1.17 (n—te Wurzel)

Die Funktion f : [0,00) — [0,00), f(x) = a™ ist fir alle n € N bijektiv. Die
Umkehrfunktion ist die n—te Wurzel:

f7:0,00) = [0,00), x = Yz

Beachten Sie: die n—te Wurzel ist fiir negative Zahlen nicht definiert. Statt &=
schreibt man kurz /z.

4

1()=x"

a(9=x"?

Situation fiir n = 2. Wie bei allen reellen Funktionen
entsteht der Graph von f~! durch Spiegeln des Graphen
% 1 2 3 . von f an der Geraden y = x.
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Komplexe Zahlen

Motivation

Erinnern Sie sich an die Zahlbereichserweiterungen? Unser Ziel war dabei,
bestimmte Gleichungstypen uneingeschrankt l6sen zu kénnen.

Z.B. hatte x + 5 = 2 in N keine Losung. Erweitert man den Zahlbereich zu Z, so
|dsst sich eine Lésung angeben (z = —3).

In den reellen Zahlen sind quadratische Gleichungen nicht immer I6sbar: 2% = 1
hat in R zwei Losungen (x/, = +1), dagegen hat * = —1 in R keine Lésung.

Um diesen ‘Mangel’ zu beheben, kann man eine weitere Zahlbereichserweiterung
durchfiihren. Der initiale Schritt ist dabei das Hinzufligen einer neuen Zahl i, die
i = —1 erfiillt.
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Komplexe Zahlen

Definition

Definition 1.18 (Komplexe Zahl)

Eine komplexe Zahl z ist ein Ausdruck der Form

z=a+1t mita,beR,

Die Zahl i (mit der Eigenschaft 2 = —1) heiRt imaginire Einheit.

a =: Re z heillt Realteil von z,
b =: Im z heilt Imaginarteil von z.

Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sowohl die Realteile als auch
die Imaginarteile iibereinstimmen.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Statt 4140 schreibt man z, d.h. reelle Zahlen sind komplexe Zahlen mit Imaginarteil
0. In diesem Sinne gilt also R C C.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 74 / 320



Komplexe Zahlen

GauBsche Zahlenebene

Definition 1.19

Sei z =a+ib (a,b € R) eine komplexe Zahl. Dann heilt
® Z:=qa — ib die zu z konjugiert komplexe Zahl.
® |z| := va? + b? der Betrag von |z|.

Eine komplexe Zahl z veranschaulicht man sich

als Punkt der GauBschen Zahlenebene mit den

Koordinaten (Re z,Im z).
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln

Rechenoperationen in C
Fir z=a+1ib, w=c+id € C (a,b,c,d € R) definiert man

z+w = (a+c)+i(b+d),
z—w = (a—-c)+i(b—d),

(ac — bd) + i(ad + be),
gt +ibgmed  (w#0).

A =

g

v

Diese Operationen sind so definiert, dass man die gewohnten Vorstellungen von den
reellen Zahlen unter Beachtung von i? = —1 direkt iibertragen kann.

Die Division l3sst sich als ‘Erweitern’ mit dem Konjugiert-Komplexen des Nenners

auffassen:
z  (a+ib)(c—id) (a+1ib)(c—id) zw

w  (c+id)(c—id) c2 4 d? |w]?
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Komplexe Zahlen

Addition und Subtraktion in der GauRschen Zahlenebene

Man gebe zu z; =1, 25 = —i, 23 = =3+ 2i, z4 = 1 + i Real- und Imaginarteil
an und zeichne die zugehdrigen Punkte in die GauBschen Zahlenebene. Man
berechne z5 + 24, 23 — 24, 23 - 24 SOwWie 23/24.

Wie lautet die kartesische Form der Zahl 17

Im 2 Im 2

21 — %2
21 h
2zl + 29 —22

21

0 R; z 0 Re z
Z2 2

Beachten Sie die Analogie zur Vektorrechnung!
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Komplexe Zahlen

Geometrische Interpretation des Betrags

In der GauBschen Zahlenebene charakterisiert
® |z| den Abstand einer Zahl z zum Koordinatenursprung
® |21 — 29| = |22 — 21| den Abstand zwischen z; und 25 in der GauBschen
Zahlenebene.
e die Menge M ={z€ C: |z — 2| <r} firr >0 und z € C eine
Kreisscheibe um zy mit Radius r.

Im 2z Im z
21— 2
I.\\\
—2Z2 //, |Zl,
(S ’
21— 2|
0 "Re 2 0 Re 2
’22| 29
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Komplexe Zahlen

C als Zahlkorper

Mit der eingefiihrten Addition und Multiplikation bildet C einen Zahlkdrper. Kon-
sequenzen sind:

Die arithmetischen Gesetze der reellen Zahlen (vgl. S. 48) gelten auch fiir
komplexe Zahlen.

Satz 1.20

Die Rechenregeln fiir reelle Zahlen (Satz 1.7) sowie die binomischen Formeln und
deren Verallgemeinerungen (vgl. S. 50) gelten auch fiir komplexe Zahlen.

| A

Wie gewohnt schreiben wir dabei fiir z € C,n € N

1
no.__ 0._ —-n ._
Zti=z-z-...-z (n Faktoren), 2°:=1, 2z ":= P (z #0).

Finden Sie die komplexen Lésungen der Gleichung 22(z + 1)(z — 4 +4) = 0. )
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln fiir z und z

Satz 1.21

Fiir z,w € C gelten

o Z—¢,

e fu=ztw, T wW=23, (2)=2,

° 2z=1z2|%, |z| =],

® Rez:%(z—i-z), Imz:%(z—é),

e 2=2 & zeR. )
Beweisen Sie einige dieser Regeln. J
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Komplexe Zahlen

Rechenregeln fiir Betrage

Satz 1.22
Fiir z,w € C gelten

® 2| >0, wobei |z]=0 & z=0,

© Jo=|-2

1

* |zw| = |z[|w

1

® |z4+w| < |z|+|w| (Dreiecksungleichung).

Warum lassen sich die Regeln
® lal=¢c = a=codera=—c
®laj<c e —c<a<ec

fir a € R, ¢ > 0 nicht auf komplexe Zahlen anwenden?
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Komplexe Zahlen

Die Polarform einer komplexen Zahl

Eine komplexe Zahl z # 0 ist auch iiber ihre Polarkoordinaten in der GauBschen
Zahlenebene eindeutig charakterisiert:

}Im 2

Dabei ist
® 1 = |z| der Abstand von z zu 0,

® o der ‘Drehwinkel’ des Ortsvektors zu z, gemessen von der reellen Achse im
Gegenuhrzeigersinn.
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Komplexe Zahlen

Die Polarform einer komplexen Zahl

Mir den klassischen Definitionen von Sinus und Kosinus am Einheitskreis gilt also
fiir z = a + ib:

z=rcos@—+i-rsinp = |z|(cosp+isinp).

Definition 1.23 (Polarform)

Fiir z=a+1b (a,b € R),z # 0, heilt ¢ = arg(z) Argument von z, falls
|z|cosp=a und |z|sing =b. (1.2)

Die Darstellung
z = |z|(cos ¢ + isin ).

heift Polarform von z.

o’

Das Argument ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 festgelegt. Man wahlt
haufig ¢ € [0,27), um Eindeutigkeit zu erhalten, und spricht dann vom Hauptwert
des Arguments.
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Komplexe Zahlen

Umwandlungsarbeiten

® Von der Polarform z = |z|(cos ¢ + isin ¢) zur kartesischen Form gelangt man
durch Ausmultiplizieren.

® Von der kartesischen Form z = a + ib zur Polarform gelangt man mit

|z] = Va? + 0% und (1.2).
Zur Bestimmung des Arguments kann man auch
b
tanp = — (a#0)
a
benutzen, muss dabei aber auf Quadrantenbeziehungen achten

(der Fall @ = 0 ist trivial).

Wie lautet die Polarform von 2i, —1, —3 + 2i7 J
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Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Die Zahl e¥ (¢ € R) spielt im Zusammenhang mit der Polarform eine wichtige
Rolle. Da uns noch keine Potenzreihen zur Verfiigung stehen, definieren wir sie
vorlaufig mittels

Eulersche Formel

€% ;= cosp +isinp (p €R)

Damit kann man jede komplexe Zahl z # 0 schreiben als
z = |z|(cos p + ising) = |z[e"? (¢ = arg(2)).

Diese Darstellung nennt man Eulersche, Exponential- oder einfach wieder Polar-
darstellung von z.

Im Einklang mit den Potenzgesetzen schreiben wir ferner e = e®e™ fiir eine be-
liebige komplexe Zahl z = a + ib (a,b € R). Auch dies wollen wir vorldufig als
Definition verstehen.
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Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Es lasst sich zeigen, dass die komplexe Exponentialfunktion dhnlichen Gesetzen
geniigt, wie die reelle:

Satz 1.24

Fiir z,w € C, n € N gelten:
ztw __ 2z w z—w_i Z2\n _ _nz
e =e*-e¥ e =~ (e*)" = e™?,
insbesondere also fiir ¢, € R:
. . . . et¥
iletd) — giv ew, eile=v) — o (e¥)" = ein¥
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Komplexe Zahlen

Die komplexe Exponentialfunktion

Die Eulersche Formel ¢ = cos p+isin ¢ (¢ € R) liefert den Schliissel fiir folgende
Beobachtung:

® ¢ ist die komplexe Zahl auf dem Einheitskreis, deren Argument ¢ ist.
Im 2

ei¥

Rez

Bild rechts: Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathematiker.
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Komplexe Zahlen

Multiplikation und Division in der Polarform

Fiir zwei komplexe Zahlen z,w # 0 mit den Polardarstellungen

z = |z| € = |z|(cosp +isiny),
w = |w|e = |w|(cosh+isine) (p, €R)
erhilt man
z-w = |z||w] etV

| zw] et ty)

|[zw](cos(p + ) + isin(p + 1)),
|2] ¥

lw| et

= ‘i elle—=1)

SHR

- ’g‘ (cos(p — ) + isin(p —¥)),

d.h. arg(zw) = arg(z) 4 arg(w) und arg(Z) = arg(z) — arg(w)
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Komplexe Zahlen

Geometrische Darstellung von Multiplikation und Division

wz w

[wz| z
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Komplexe Zahlen

Potenzen und Wurzeln

Fiir eine komplexe Zahl z # 0 mit Polardarstellung z = |z|e? und n € N gilt
weiterhin

2= (|2 €)= [2]" (€)= [2["e™ = |2]" (cos(np) + isin(np)).

Bei der Ermittlung der Lésungen von w™ = z zu einer gegebenen komplexen
Zahl z = |z|€'¥ ist zu beachten, dass ¢ — e'? im Gegensatz zum reellen Fall
271 —periodisch ist, d.h.

¢i# = ilpt2hm) (keZ).

Somit liefert die (formale) Anwendung der Potenzgesetze

if+2k7r

wn:|Z|ei<P <= w:|z|%e P~ _n |Z|€l(%+2kTﬂ)

Auch die Periode 27 wird also durch n geteilt, wodurch n verschiedene ‘n-te
Wourzeln’ von z entstehen.
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Komplexe Zahlen

Potenzen und Wurzeln

Wir fassen unsere Voriiberlegung folgendermaRen zusammen:

Satz 1.25 (Potenzieren und Radizieren in C)

Sein € N, dann gilt:
® Die n—te Potenz von z = |z|e'¥ = |z|(cos p + isinp) (¢ € R) ergibt sich zu
2" = |2|"e™? = |z|™(cos(ny) + isin(ny)).
Insbesondere gilt die de Moivresche Formel
(cos p + isinp)™ = cos(nyp) + isin(nep).

® Fiir jede Zahl z = |z|e’# besitzt die Gleichung w™ = z genau n verschiedene
Lésungen

s 2% 2%
wp = V]SS = T [cos (% + TW) +isin (%’ + —”)]

n

mitk=0,...,n—1.
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Komplexe Zahlen

Geometrische Darstellung der n—ten Wurzeln

Die n—ten Wurzeln von |z]e?® liegen auf einem Kreis mit Radius {/|z| um den
Nullpunkt und bilden ein regelmaBiges n—Eck.

lllustration am Beispiel der 8-ten Wurzeln von —256 = 256¢'".
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Mehrfachwinkelformeln und Additionstheoreme

Mit Hilfe der Eulerschen und der de Moivreschen Formel lassen sich Beziehungen
fiir trigonometrische Funktionen zeigen, z. B.

® sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny,
® cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny,
® sin2z = 2sinz cosz,

2

® c0s 2z = cos? x — sin?

x (sin” z := (sinx)", analog fiir cos)
® sin3x = 3sinz — 4sin® T,

® cos3z =4cos®x — 3cosz.

Beweisen Sie einige dieser Beziehungen. J
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Polynome

Bei der Bestimmung n—ter Wurzeln wurden Gleichungen der Form

geldst. Wir wollen die Frage der Losbarkeit algebraischer Gleichungen allgemeiner
untersuchen. Hierzu folgende Terminologie:

Eine Abbildung der Form
p:C—C, p(2) = a2 +an_12"" ... Farz+ag

mit festen Zahlen (‘Koeffizienten') ag,a,...,an, € C,a, # 0 heilt komplexes
Polynom vom Grad deg(p) = n.

Eine Zahl w € C heit Nullstelle von p, falls p(w) = 0.
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Komplexe Zahlen

Abspalten von Linearfaktoren, Existenz von Nullstellen

Besitzt ein Polynom p vom Grad n > 1 eine Nullstelle w, so Idsst sich p ohne Rest
durch (z — w) teilen, d.h. es gibt ein Polynom ¢ von Grad n — 1 mit

p(z) = (z—w)q(z) (2€C).

Anders als in R gilt in den komplexen Zahlen folgende Aussage:

Satz 1.26 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.
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Komplexe Zahlen

Zerlegung in Linearfaktoren

Von jedem Polynom p mit Grad n > 1 kann man also einen Linearfaktor abspalten.
Ist der verbleibende Rest mindestens vom Grad 1, kann man dies naturlich erneut
tun usw. .. Wir halten fest:

Folgerung 1.27

Das Polynom p : C — C sei gegeben durch
p(2) = apz" + 12"t + ...+ a1z + ap.
Dann existieren komplexe Zahlen wq, . .., w, mit
p(z) = an(z —w1)(z — wa) ... (2 — wy). (1.3)

Jedes komplexe Polynom hat also sogar n Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt)
und zerfallt vollstandig in Linearfaktoren.
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Komplexe Zahlen

Quadratische Gleichungen

Die Berechnung der Nullstellen gem&R Satz 1.26 und Folgerung 1.27 ist i. Allg. nur
numerisch méglich. Ausnahmen bilden n-te Wurzeln oder quadratische Gleichungen
mit reellen Koeffizienten:

Satz 1.28

Die komplexen Lésungen der quadratischen Gleichung

24+ pz4+q=0, p,q € R,
sind gegeben durch

2 2
pe P g fals? —g>0,
P/, P P
—§:|:Z q_T’ fa//sT—q<0

Verifizieren Sie den zweiten Fall durch Modifikation der bekannten Herleitung der
p—g—Formel. Geben Sie die komplexen Lésungen von 22 — 4z +5 =0 an.

212 =

3

4
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Komplexe Zahlen

Nullstellen reeller Polynome

Das Auftreten konjugiert komplexer Zahlen in der p-g-Formel ldsst sich verallge-
meinern:

Satz 1.29

Sind die Koeffizienten des Polynoms

1

p:C—C, pi)=a,z"+a,-12"" " +...+ a1z + ap.

allesamt reell, so sind die Nullstellen reell (\; € R) oder treten in konjugiert
komplexen Paaren (a; £1i3;, a;, 5; € R) auf. Es existiert eine Zerlegung der Form
k
p(2) :anH H z—aj)? 2), (1.4)
j=1 =i
wobei k + 2m = n. Jedes reelle Polynom lisst sich also als Produkt von
Linearfaktoren und quadratischen Polynomen schreiben.

V.

Geben Sie Zerlegungen von p(z) = 23 + z gemiR (1.3) und (1.4) an. |

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 98 /320



Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

In der Wechselstromtechnik treten h3ufig sinus-/cosinusférmige Spannungs- bzw.
Stromverlaufe auf:

i(t) = I cos(wt)
u(t) = U, cos(wt + @)

(Im, U Amplituden, t Zeit, w = 27 f Kreisfrequenz, f Frequenz (Netz in D:
f =50Hz))

Der Winkel ¢ charakterisiert die i.A. auftretende Phasenverschiebung zwischen
Strom und Spannung.
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Ursache fiir die Phasenverschiebung sind verschiedene ‘Arten’ von Widerstinden im
Wechselstromkreis:

® Ohmscher Widerstand R:
U, = R1,,, keine Phasenverschiebung,

® Induktivitdt L (Spule):
Umn = wLI,,, Phasenverschiebung 7,
Hintergrund Selbstinduktion/Lenzsches Gesetz,

® Kapazitdt C' (Kondensator):
Um = =& I, Phasenverschiebung -7,
Hintergrund: fortwihrende Ladungs-/Entladungsvorgange.

Es miissen also nicht nur die reellen Proportionalitdtsfaktoren, sondern auch die
Phasenverschiebungen beachtet werden.
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Trick: Verwende zur Berechnung komplexe Stréme und Spannungen und inter-
pretiere dabei nur den Realteil:

i(t) = Ime™',  u(t) = Upe' @),
Mit folgenden komplexen Widerstanden R gilt dann das Ohmsche Gesetz u(t) =
Ri(t) auch hier:
® Ohmscher Widerstand R € R:
u(t) = Upe™! = RI,e™" = Ri(t),
® |nduktiver Widerstand Ry, = iwlL:

u(t) = Upne'“@3) = iwL I, = Rpi(t) (beachte i — ¢'%)

* Kapazitiver Widerstand R¢ = —i—:
)

1) — mi(wtfg):__
u(t) = Upe o

I,e“" = Rei(t) (beachte —i=e '%)
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Komplexe Zahlen

Exkurs: Komplexe Wechselstromrechnung

Fiir einen komplexen Widerstand R bezeichnet man Re R als Wirk- und Im R als
Blindwiderstand. Ohmsche Widerstande sind reine Wirkwiderstande, kapazitive
und induktive reine Blindwiderstande.

Vorteile der komplexen Wechselstromrechnung:
® Das Ohmsche Gesetz gilt wie gewohnt (fiir die Realteile gilt es nicht!),

® Phasenverschiebung arg R und Scheinwiderstand |R| = U,,,/I,,, werden
gleichzeitig erfasst,

¢ Die Kirchhoffschen Gesetze und ihre Folgerungen gelten damit auch im
Wechselstromkreis, z. B.

1 1 1

= bzw. —=—+ —
R=Ri+ Ry zZW - R1+R2

fiir Reihen-/Parallelschaltung zweier Widerstande.
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Komplexe Zahlen

Weitere Anwendungen

Weitere Anwendungen der komplexen Zahlen finden sich an verschiedensten
Stellen. Einige werden Sie im Laufe ihres Studiums sicher kennenlernen, z.B.

® Die mit bestimmten Differentialgleichungen verkniipften ‘Eigenwerte’ sind
komplexe Zahlen. Standardanwendungen sind Federschwinger oder
Fadenpendel.

® |n der Signal- oder Bildanalyse verwendet man oft die komplexwertige
Fouriertransformierte, um Frequenzanalysen oder -filterungen durchzufiihren.

® |n der Quantenmechanik werden Teilchen durch ihre komplexwertige
Zustandsfunktion beschrieben. Interpretiert wird nur deren Quadrat
(‘Ortsauffindungswahrscheinlichkeitsdichte")
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Ziele erreicht?

Sie
[ ]

sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Nacharbeiten des Stoffes):
sicher mit reellen Zahlen, Gleichungen und Ungleichungen umgehen kdnnen,

sicher mit komplexen Zahlen umgehen kdnnen (Arithmetik in kartesischer
und Polarform, Potenzen und Wurzeln, einfache Gleichungen,
Veranschaulichungen in der GauBschen Zahlenebene),

einfache bis maRig schwierige logische Zusammenhange und Schliisse erfassen
kdnnen,

Uberblickswissen iiber den Aufbau mathematischer Theorie im allgemeinen
besitzen,

eine grobe Vorstellung vom axiomatischen Aufbau von Zahlenbereichen
haben,

erste Vorstellungen entwickelt haben, wozu man das bisher vermittelte
Wissen in der Informatik/Elektrotechnik braucht.

Sie sind sich nicht sicher oder meinen ‘nein’? Dann werden Sie aktiv!
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Inhalt

@ Lineare Algebra
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Lineare Algebra

Mit der linearen Algebra lernen wir nun ein groles Teilgebiet der Mathematik ken-
nen.

Dieses befasst sich unter anderem mit

® \ektorrdumen,

linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen,
® linearen Gleichungssystemen,
® Determinanten und Matrizen,

® Eigenwerten und -vektoren.

Insbesondere werden wir hier auch die Grundlagen fiir die mehrdimensionale
Differential- und Integralrechnung legen.
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Lineare Algebra

Die Entwicklung der modernen linearen Algebra erfolgte vor allem in der Mitte des
19. Jahrhunderts, wenngleich erste Grundlagen bereits wesentlich friiher bekannt
waren. Wichtige Beitrage lieferten die Mathematiker

® Gabriel Cramer (1704-1752, CH),

® Sir William Rowan Hamilton (1805-1865, IRL),
® Herrmann GraBmann (1809-1877, D),

® Arthur Cayley (1821-1895, UK).
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Inhalt

@ Grundlagen

@ Lineare Algebra
2.1 Vektorrdume
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Vektorraume

Motivation: physikalische Krafte

Physikalische Krafte kénnen nicht durch eine Zahl allein beschrieben werden: sie
besitzen neben ihrem ‘Betrag’ auch eine Richtung.

Man beschreibt sie durch Vektoren. Wirken die Krafte in einer Ebene, verwendet
man ‘zweidimensionale’ Vektoren [3].

Man kann Krafte (Vektoren) mit einer Zahl A multiplizieren: dabei wird die Richtung
beibehalten oder (bei negativem \) umgekehrt und der Betrag mit |A| multipliziert.

Ia
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Vektorraume

Motivation: physikalische Krafte

Desweiteren kann man Krafte (Vektoren) addieren. Dies visualisiert man am soge-

nannten Krifteparallelogramm.

ﬁ=ﬁ+ﬁ2

Man beachte, dass sich die Betrage der Krifte nicht einfach addieren.

Es gel-

ten aber auch fiir die Vektoraddition viele gewohnte GesetzmaRigkeiten, die in die

Definition des Vektorraums einflieRen.
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Vektorraume

Wahl eines Zahlkorpers

Um die algebraische Struktur des Vektorraums und damit den Vektorbegriff math-
ematisch exakt zu fassen, bendtigen wir zunichst einen Kérper K.

Dies ist eine Menge, auf der zwei Operationen (+ und -) definiert sind, die den
Gesetzen genligen, die in Abschnitt 1.3, Folie 48, aufgelistet wurden.

In den meisten Fillen werden wir als Korper die reellen Zahlen wihlen (K = R),
mitunter auch die komplexen Zahlen (K = C).

Grundsitzlich kdnnte man aber jeden Korper wahlen (z.B. Q).
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Vektorraume

Vektorraumaxiome

Definition 2.1 (Vektorraum)

Ein K-Vektorraum ¥ := (V;+,-) besteht aus einer Menge V' # (), deren
Elemente Vektoren genannt werden, sowie zwei Operationen: einer

(Vektor)addition +: V' x V — V und einer Skalarmultiplikation - : Kx V — V.

Dabei miissen folgende Regeln gelten:

(1) a+(b+¢)=(a+b)+c firalle a,b,ceV,

(2) es gibt einen Vektor 0 mit @ +0 = a fiir alle a € V,

(3) zu jedem a € V gibt es ein —a € V mit a + (—a) =0,
(4) a+b=0b+a firallea,beV,

(5) Aw)-a=A-(u-a) firalle \,x € Kund alle a € V,

(6) A +p)-a=X-a+p-a firalle \,p € Kund alle a €V,
(7) A-(a+b)=X-a+X-b firalle A\e Kund alle a,b eV,
(8) 1-a=a firalleacV.
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Vektorraume

Vektorraumaxiome, Erlduterungen und Anmerkungen

e +: V xV — V bedeutet, dass die Addition je zwei Vektoren
a und b einen Vektor a + b zuordnet

e .. KxV — V bedeutet, dass die Skalarmultiplikation
je einer Zahl A und einem Vektor a einen Vektor A - @ zuordnet.

Dies entspricht genau dem Charakter der am Beispiel physikalischer Kréfte disku-
tierten Operationen.

Auch wenn sich die Menge V' und die algebraische Struktur ¥ := (V'; +, -) prinzipiell
unterscheiden, verwendet man statt des umstandlichen (V;+,-) fast immer nur V'
als Bezeichnung des Vektorraums.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 113 /320



Vektorraume

Beispiele

Das (momentan) wichtigste Beispiel fiir einen Vektorraum ist

ai
a2
Kn:: (_]:: ) :aj€K7j:1727"'7n
ap
mit
al bl a1 + bl ai /\al
a9 b2 a9 =+ b2 as )\CLZ
+ 1 . = ) und  \- ) =
anp bn (079 + bn Qp, )\an

(A €K, aj,b; € K). Addition und Skalarmultiplikation sind also komponentenweise
definiert.
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Vektorraume

Beispiele

, und b= [bj]?zl € K", sind genau dann gleich, wenn

Zwei Vektoren, @ = [a;]"_
...,n gilt

J
a; =b; firalle j =1,2

)

Nullvektor und inverse Vektoren sind im K™ gegeben durch

0 —ay ay
. 0 —as a2
0= . bzw. —d= . , falls @ =
0 —Qn (29
Zu @b € R? mit @ =[3] und b= [ '] berechne man @+ 35 und @ —b. J

Zud,be C>mitd=[3]und b= [ 5] berechne man @+ (1 +1)b und é’—ig.J
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Vektorraume

Weitere Beispiele

Verifizieren Sie fiir V"= R" einige der in Definition 2.1 genannten Beziehungen. )

In jedem der folgenden Beispiele sind Addition und Skalarmultiplikation punktweise
zu verstehen.

® Die Menge der Polynome bildet einen Vektorraum.
® Die Menge der Polynome vom maximalen Grad n bildet einen Vektorraum.

® Die Menge der stetigen reellen Funktionen bildet einen Vektorraum
(Bezeichnung: C(R)).

® Die Menge der k-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen bildet einen
Vektorraum (Bezeichnung: C*(R)).
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Vektorraume

Bezeichnungen

e Koordinatenvektoren sind Spaltenvektoren. Weil das oft zuviel Platz
beansprucht, schreiben wir auch

ai
az

U
I

=: a1, ag, ..., an]
an

a; heilt j-te Komponente von a.

® Solange wir allgemeine Vektorrdaume betrachten, verwenden wir fiir Vektoren
fette kleine lateinische Buchstaben (a, b, ...) und kleine griechische
Buchstaben fiir Skalare.

® Fiir den Spezialfall K™, insbesogdere fur R™ verwenden wir fir Vektoren die
Schreibweise mit dem Pfeil (a,b,...) und deren Komponenten die
Schreibweise a;,b;,... (j=1,...,n).

® Der Punkt -, der fiir die Skalarmultiplikation steht, wird meistens unterdriickt.
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Vektorraume

Rechenregeln

In Vektorrdumen gelten weiterhin folgende Rechenregeln:

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gelten:
® Qv =X0=0 firalle \€ K und alle v € V.
° (—Nv=A-v)=—(\v) firalle\ €K undallev V.
® (=A)(—v)=Av firalle €K undallev eV.

Dem Anwender diirften diese Regeln intuitiv klar sein; aber genaugenommen miissen
sie aus Definition 2.1 hergeleitet werden.

Machen Sie sich fiir mindestens einen Punkt klar, wie das geschehen kdnnte. J
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Vektorraume

Unterrdume

Definition 2.3 (Unterraum)

Ist U eine nichtleere Teilmenge eines K-Vektorraums V' mit
® u+wv €U fir alle w,v € U und
® \u € U fiir alle w € U und alle A € K,

dann nennt man U einen Unterraum von V.

Fiir die in Definition 2.3 genannten Punkte verwendet man auch zusammenfassend
die Sprechweise: U ist abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation.

Natiirlich ist U damit selbst wieder ein Vektorraum; daher verwendet man auch die
Bezeichnung Unter(vektor-)raum.
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Vektorraume

Beispiele

® Jeder Vektorraum V enthilt als triviale Unterrdume den gesamten Raum,
also V, und den Nullraum {0}, der nur aus dem Nullvektor besteht.

® Die Menge {7 € R3 : x3 = 0} bildet einen Unterraum U des R3.

€3

U

Z1

Uberzeugen Sie sich anhand der Definition, dass der zweite Punkt wahr ist. J
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Vektorraume

Linearkombinationen, lineare Hiille

Definition 2.4 (und Satz)

Sei V' ein Vektorraum. Ein Vektor y der Form
k
y:Z)\jmj ()\jEK, wjeV, kEN)
j=1
heiBt Linearkombination der Vektoren @, . .., x.
Ist ) £ X CV, soist
k
span(X) =4 > Nz: A €K g, € X, keN
j=1
ein Unterraum von V, genauer: der kleinste Unterraum von V/, der X enthilt.
Man nennt span(X) die lineare Hiille von X oder den von X erzeugten
Unterraum von V. )
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Vektorraume

Linearkombinationen, lineare Hiille

Die lineare Hiille span(X) ist also gerade die Menge aller Linearkombinationen von
Vektoren aus X.

e span{v} = {\v : A € K},
e span{v,w} = {A\v +pw : A\, p e K}
® Fiir V =R3 gilt

1 0
span of, |1 ={z eR?: 23 =0},
0] |0
aber auch
1] 0 1
span of, (1,1 ={zcR3: z3=0}.
o] lo] |o
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Vektorrdaume
Lineare Unabhangigkeit

Definition 2.5 (Lineare Unabhangigkeit)

Seien V' ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V. Die Vektoren aus
X heien linear unabhangig, wenn der Nullvektor nur trivial als Linearkombination
von Vektoren aus X dargestellt werden kann; d. h. wenn aus

k
> Az =0 (mitx; € X und A; € K)
j=1

stets
A1:>\2:...:>\k:0

folgt. Vektoren, die nicht linear unabhéngig sind, nennt man linear abhangig.
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Vektorraume

Lineare Unabhingigkeit (dquivalente Charakterisierung)

Seien V' ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V. Dann sind die
Vektoren aus X genau dann linear unabhangig, wenn sich keiner der Vektoren aus
X als Linearkombination der anderen schreiben I&sst.

Dies ist wiederum dquivalent zur Forderung

span(X \ {z}) C span(X) firalle z € X.

Machen Sie sich klar, dass es sich hierbei tatsdchlich um eine dquivalente
Charakterisierung handelt.
Peter Stollmann (Analysis) Mathematik |

Winterersemester 2019/20 124 /320



Vektorraume

Lineare Unabhingigkeit: Beispiele

Wir werden spater effiziente Mdglichkeiten kennenlernen, Informationen iiber lineare
Unabhangigkeit zu erhalten. Wir versuchen uns trotzdem bereits hier an folgender

Aufgabe:

Fiir welche der folgenden Mengen X; C R? sind die Vektoren aus X; linear
unabhingig? Geben Sie jeweils eine schliissige Begriindung.

s={GI0L == {GIETID
o= {B][E -] 6]}
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Vektorraume

Basis und Erzeugendensystem

Definition 2.6

Ist V ein Vektorraum, so heilt eine Teilmenge X C V ein Erzeugendensystem von

V', wenn man jeden Vektor v € V als Linearkombination von Vektoren aus X
darstellen kann.

Ein Erzeugendensystem X von V/, das aus linear unabhdngigen Vektoren besteht,
heiRt Basis von V.

Erinnerung: ‘Als Linearkombination darstellbar’ bedeutet, dass zu jedem v € V

Skalare A1, Ao, ..., \r € K und Vektoren x;, @, ...,z € X existieren mit
k
V= ANx + Ao®o + -+ Apxp = Z)\jwj,
j=1

oder kurz, dass V = span(X) gilt.
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Vektorraume

Eigenschaften einer Basis

Sei X eine Basis des K-Vektorraums V. Dann gilt:
® Entfernt man aus X einen beliebigen Vektor x, dann ist X \ {z} kein
Erzeugendensystem von V.

Mit anderen Worten: Eine Basis von V ist ein minimales
Erzeugendensystem von V.

® Fiigt man zu X einen Vektor y (y ¢ X) hinzu, dann sind die Vektoren aus
X U {y} nicht mehr linear unabhangig.

Mit anderen Worten: Eine Basis von V ist eine maximale Menge linear
unabhdngiger Vektoren aus V.
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Vektorraume

Dimension eines Vektorraums

Ein Vektorraum V hat i.Allg. viele verschiedenen Basen, die aber alle dieselbe Anzahl
von Elementen besitzen. Die Zahl der Vektoren, aus denen eine Basis von V' besteht,
heillt Dimension von V.

Schreibweise: dim(V).

e Fir V =R? gilt dim(V) = 2, denn {[}],[9]} ist eine Basis des R?.
® Fiir den Vektorraum V,, der Polynome gilt dim(V,) = co. Eine Basis ist zum
Beispiel gegeben durch {1,x, 2% 23%,...}. (Warum?)

Wir befassen uns hier (fast) nur mit endlich-dimensionalen Vektorrdaumen V' (d. h.
dim(V) = n < ).
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Vektorraume

Dimension eines Vektorraums: Beispiele

Welche der folgenden Mengen X; C R? sind Erzeugendensysteme bzw. Basen des

eI (L
o3 ()

Argumentieren Sie auch mit Hilfe der auf den letzten beiden Folien behandelten
Eigenschaften von Basen.

Man charakterisiere die 1- und 2-dimensionalen Untervektorraume des R3
geometrisch.
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Vektorraume

Darstellung durch eine Basis

Ist X eine Basis des K-Vektorraums V', so ldsst sich jeder Vektor v € V auf
eindeutige Weise als Linearkombination der Basisvektoren darstellen.

e Fiir endlichdimensionale Vektorrdume und X = {x;,...,,} existieren somit
zu jedem v € V eindeutig bestimmte Skalare A1,..., A\, € K mit
v = Z?:l )\ja:j.

® Im allgemeinen Fall mit X = {x; : j € J} ist diese Beziehung zu ersetzen
durch v = ZjEJ Ajz;, wobei jedoch nur endlich viele A; € K ungleich 0 sein
diirfen.

Man mache sich letzteres am Beispiel des Vektorraums der Polynome und der
Exponentialfunktion (die natiirlich kein Polynom ist) klar.
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Vektorraume

Basen des K™

Der Vektor
€ =10,...,0, 1 0,...,0" e K" (j=1,2,...,n)

j—te-Komponente

heilt j-ter (n-dimensionaler) Einheitsvektor des K™. Es gilt:

Mehr als n Vektoren aus K™ sind stets linear abhingig.

Im K™ sind k paarweise verschiedene Einheitsvektoren (k < n) immer linear
unabhingig.

Insbesondere ist {€1, €s,...,€,} eine Basis des K", die sogenannte Standardbasis,
und dim(K™) = n.

v

Zwei Vektoren im R? bilden genau dann eine Basis des R?, wenn sie nicht auf einer
Geraden liegen. Drei Vektoren im R? bilden genau dann eine Basis des R3, wenn
sie nicht in einer Ebene liegen.
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@ Grundlagen

@ Lineare Algebra

2.2 Matrizen und lineare Abbildungen

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 132 /320



Matrizen und lineare Abbildungen

Matrizen

Eine m x n—Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenschema, in dem m - n reelle oder
komplexe Eintrage in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:

ar,i air2 - QA1n

az 1 g2 - A2n
A= [ai,jhgigm,lgjgn =

am,1 Am2 **° Amn

Die Zahl a; j, die in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A steht, heifit der (7, j)-te
Eintrag von A.

Die Menge der reellen (komplexen) m x n—Matrizen wird mit R™*™ (C™*™) beze-
ichnet. Um beide Fille zu erfassen schreiben wir K™*™.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Gleichheit von Matrizen, Vektoren als Spezialfall

Zwei Matrizen A, B € K™*" mit A = [a; ;]

: _ 1<icm1<jn UN B = 0] i 1<j<m
sind genau dann gleich, wenn

a;; =0b;; firallei=1,2,...,mundalle j=1,2,...,n.

Vektoren aus dem K™ (Spaltenvektoren) kann man als Matrizen aus K™*! auffassen.
Zeilenvektoren lassen sich analog als Elemente von K!*™ auffassen.

Dies wird insbesondere dann deutlich, wenn wir Addition und Skalarmultiplikation
fiir Matrizen eingefiihrt haben.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Addition und Skalarmultiplikation fiir Matrizen

Wie bei Vektoren werden Addition und Skalarmultiplikation komponentenweise erk-
lart.

Fiir

— .o — L. mXn
A=laijlicicmicions B =Dijlicicmicjcn €K und A € K

definiert man
A+ B = ai; +bijlicicmicjcn €K™
und

AA= [/\aivj]lgigm,lgjgn e K™*m,

Man beachte, dass die Addition nur fiir Matrizen gleicher GréRe (gleiche Anzahl
Zeilen und Spalten) definiert ist.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Rechenregeln fiir Matrizen

Satz 2.9

® A+ (B+C)=(A+B)+C firalle A,B,C € K™"*",

® es gibt eine Matrix O € K™*™, die sogenannte Nullmatrix, mit A+ O = A
fiir alle A € K™*™,

zu jeder Matrix A € K™*" gibt es eine Matrix —A € K™*" mit
A+ (-A) =0,

® A+ B=B+ A firalle A,B € K™*x",

(M)A = A(pA) fiir alle A\, p € K und alle A € K™*™,

® A+ pu)A=XA+pA firalle A\, u € K und alle A € K™*",

® \(A+ B) =XA+ AB fiir alle A\ € K und alle A, B € K™*",

e 1-A=A firalle A e K™*",

Zusammenfassend: (K™*™; 4, -) ist ein K-Vektorraum.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Rechenregeln fiir Matrizen

Naheliegenderweise enthilt die Nullmatrix O € K™*" als Eintrage nur Nullen, d. h.

e

Mit A = [a; ;] € K™*" gilt weiterhin —A = [—a; 4]
J J

Fiir A, B € R3*2 mit

1 3 -2 4
A= 0 -1 und B = 5 1
0 5 0 -2

berechne man A + B und A — 3B.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Transposition

Ist A= [a;;] € K"*", dann heift
AT = [a;;] € K™*™

die Transponierte von A. In AT sind also die Rollen der Zeilen und Spalten von A

vertauscht.

Transponiert man einen Vektor a = [a;] € K", so ergibt sich ein Zeilenvektor
T _

a’ =lai,as,...,a,).

Fiir eine komplexe Matrix A = [a; ;] € C™*™ definiert man weiterhin die Konjugiert-
Transponierte von A:

A = ZT = [Ejyi] ccrxm,

Hat A nur reelle Eintrage, so sind A7 und A¥ identisch.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Rechenregeln fiir die Transposition

Fiir A, B € K™*" und X € K gelten:
o (AT) =4 und (AH)" =4,
o M) =2AT  und (AA)T =XAH,
* (A+B)"=AT+BT und (A+B)" = A¥ 4 BH,

Man bestimme die Transponierten und Konjugiert-Transponierten von

13 -
A=|0 1| und B:[la” E”
0 5
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Matrizen und lineare Abbildungen

Matrizenmultiplikation

Definition 2.11

Fir A = [a; ;] € K™*" und B = [b; ;| € K"*P ist das Produkt
C = A- B =|¢ ;] € K"*? definiert durch

n
Ci,jzzai,kbk,j (i=1,2,...,m und j=1,2,...,p).
k=1

Anmerkung: Das Produkt C' = AB ist nur dann erkldrt, wenn A so viele Spalten
wie B Zeilen hat. In diesem Fall iibernimmt das Ergebnis C' die Zeilenanzahl von
A und die Spaltenanzahl von B, symbolisch:

A |- B = C
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Matrizen und lineare Abbildungen

Falk-Schema fiir Matrizenmultiplikation

a‘]_’l a1’2 P al,n C171 DT C].,_] o o C].,p

a’Z’]_ aZ,Q o o e .« o e a’Z,n CZ,]. o .. C’L’] o o e CZ,p

am,]_ am72 o o e o o e am,n Cm,]. o o e cm’] o o e Cm,p
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Matrizen und lineare Abbildungen

Anleitung zum Falk-Schema

Nur die grau markierte Zeile bzw. Spalte von A und B geht in die Berechnung von
¢i,; ein. Folgendes Vorgehen:

® Bilden Sie ‘von auRen kommend' Zahlenparchen der Form (a; &, bx ;).

® Multiplizieren Sie jeweils die beiden Zahlen und summieren Sie samtliche
Ergebnisse.

Berechnen Sie fur

1 2
A:[é 0 ;] und B=|0 -2
2 2

die Produkte AB und BA und vergleichen Sie die Ergebnisse. Was kdnnen Sie
aus dem Vergleich schlieRen?
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Warnungen

® Auch wenn beide Produkte AB und BA definiert sind (was beispielsweise fiir
A, B € K™*™ der Fall ist), gilt i. A. AB # BA.

® Aus AB = O (Nullmatrix) folgt keineswegs A = O oder B = O.
® Selbst aus A2 = AA = O folgt nicht A = O.

Berechnen Sie A2 fiir
L_Jo01
10 0

Finden Sie eine Matrix B € R%2*3, so dass AB = O.
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Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation

Satz 2.12

Im Zusammenhang mit der Matrizenmultiplikation gelten folgende Rechenregeln:
® (AB)C = A(BC) fiir alle A e Km*" B e K"*? (C € KP*4,

o A(B+C)=AB+ AC fiir alle A € K™*" B,C € K"*?,

* (A+ B)C = AC + BC fiir alle A, B € K™*" (' € K",

* A\(AB) = (\A)B = A(AB) fiir alle \ € K, A € K™*" B € K"*?,

o (AB)T = BTAT und (AB)H = BHAH fiir alle A € K™*" B € Kn*,

W
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Matrizen und lineare Abbildungen

Rechenregeln fiir die Matrizenmultiplikation

Satz 2.13
® fiir die m-dimensionale Einheitsmatrix
1 0 --- 0 O
0 1 0 O
D= [ | e K™,
0 O 1 0
0 0 0 1

gilt I, A= A fiir alle A € K™*™,

® fiir die n-dimensionale Einheitsmatrix I,, € K"*" gilt AI,, = A
fiir alle A € K™*",

® Fiir die wie gekennzeichet dimensionierten Nullmatrizen gilt AOyxp = Omxp
und OgumA = Ogxyp fiir alle A € K™*™.
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Matrix-Vektor-Multiplikation

Ein Spezialfall der Matrizenmultiplikation ist die Multiplikation von Matrix und
Vektor.

Fir A =[a; ;] € K™*™ und & € K" ist ¥ = AZ definiert durch

Somit ist §f = AZ = Z?Zl x;a; eine Linearkombination der Spalten a@; von A:

8

1

2
y| =|ai|a|...|an . =x1|a1 | +x2|do | +...+xn| an

&)
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Lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen

Jede Matrix A € K™*™ induziert nun iiber die Matrix-Vektor- Multiplikation eine
Abbildung (die wir wieder mit A bezeichnen):

AK" 5 K™,  Fe§= A7

Der Definitionsbereich von A ist K™ und der Wertebereich von A ist in K™ enthal-
ten. Es werden Vektoren auf Vektoren abgebildet.
Die Abbildung A besitzt zwei bemerkenswerte Eigenschaften:

° A(fl + fz) = A% + Ay fir alle ¥, 7y € K",

o A\Z) = AM(AZ) fiir alle A e K, & € K™

Diese beiden Eigenschaften fasst man unter dem Begriff der Linearitdt zusammen.
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Lineare Abbildungen zwischen Vektorraumen

Die Definition der Linearitat fiir allgemeine Abbildungen zwischen Vektorraumen
lautet wie folgt:

Definition 2.14 (Lineare Abbildung)

Seien V und W Vektorrdume iiber K. Eine Abbildung f : V — W heit linear,
wenn
 f@Ly) = @)+ 1) firdlesy V.
fQx) =Af(x) furalleAeK, z V.

Sind folgende Abbildungen linear im Sinne von Definition 2.14:
e f:R—>R, f(z)=3z,
°* g:R—>R, g(x)=3x-+42,
* h:R?2 >R, h(F)=1I1,0] 77
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Matrizen und lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen von K" nach K™

Auf Seite 147 hatten wir bereits best3tigt, dass Abbildungen der Form
A K" - K™, T y=AZ,
linear sind.

Es stellt sich nun heraus, dass sich jede lineare Abbildung von K™ nach K™ in dieser
Form schreiben |3sst.

Satz 2.15

Sei f : K™ — K™ eine lineare Abbildung. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
Matrix A € K™*"™, so dass

f(@) = Az firalle %€ K"

In den Spalten d; von A stehen dabei gerade die Bilder der Einheitsvektoren €,
d. h.
5j:A€j (j:l,...,n).

o’
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Matrizen und lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen von K" nach K™

Beweisidee:

Machen Sie sich die Aussage von Satz 2.15 klar, indem Sie

e verifizieren, dass eine lineare Abbildung f : K™ — K™ durch
Angabe aller Werte f(€;), j =1,...,n, eindeutig bestimmt ist,

e die Beziehung a; = A€ bestatigen,

® die beiden genannten Teilschritte zu einer Gesamtargumentation
zusammenfiigen.
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Kern und Bild einer Matrix

Zu einer gegebenen Matrix A € K™*™ (bzw. der zugeordneten linearen Abbildung)
heilt

o V(A):={FeK": Af =0} C K" Nullraum oder Kern von A.
o #(A) ={y=AF e K" : ¥ € K"} C K™ das Bild von A (entspricht dem
Wertebereich im bei uns gebrauchten Sinne).

Aufgrund der Linearitdt besitzen sowohl .4#"(A) als auch Z(A) eine spezielle Struk-
tur:

Sei A e K"™*™. A (A) ist ein Unterraum von K". % (A) ist ein Unterraum von
K™. Es gilt

dim A (A) + dim Z(A) = n.
dim .4 (A) heiBt Defekt von A und Rang(A) := dim Z(A) Rang von A.
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Matrizen und lineare Abbildungen

Kern und Bild einer Matrix

lllustrieren Sie die Aussagen von Satz 2.16 am Beispiel A = [1,1] € R1*2, J
Verifizieren Sie, dass .4 (A) ein Unterraum von K" ist. )
Bezeichnen @y, ds, ..., d, € K™ die Spalten von A € K™*" dann ist

H#(A) = span{dy, da,...,0n}.

(Warum?) Insbesondere ist die maximale Anzahl linear unabhingiger Spalten von
A gleich dem Rang von A.
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Rang einer Matrix

Satz 2.17
Fiir A € K™*" gilt

Rang(A4) = dim%(A) = dim % (A") .

Die maximale Anzahl linear unabhangiger Spalten von A ist also gleich der
maximalen Anzahl linear unabhangiger Zeilen, und beide stimmen mit dem Rang
von A iiberein.

Insbesondere gilt

Rang(A) < min{m,n}.

Bestimmen Sie den Rang der Matrizen A = [1,1] und B = [} 3]. ]

Anmerkung: Effiziente Verfahren zur Rangbestimmung werden wir im nichsten
Abschnitt kennenlernen.
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Matrizen in Trapezform

Es gibt aber Matrizen, bei denen man den Rang sofort ablesen kann. Ein Beispiel
sind Matrizen in Trapezform

a1 ai2 a3 ... A | Alp4+1 ... Alp
0 a2 Aa23 ... A2,y | Q29,41 ... A2
0 0 aszs ... a3y | A3r4+1 --- QA3n
A : : - - : : : c Kmxn
0 0 0 ... G| G4l . Grp ’
0 0 o ... 0 0 ... 0
| 0 0 o ... 0 0 o 0]
mit a; ; #0(j =1,...,r), wobei der untere, der rechte oder beide Teile entfallen

konnen. Der Rang solcher Matrizen ist stets gleich .

Machen Sie sich klar, warum das so ist. J
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2.3 Lineare Gleichungssysteme
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Lineare Gleichungssysteme

Ein System aus Gleichungen der Form

ai1r1 + aipr2 + - 4+ aipT, = b
az11  + a2tz + - 4+ axpt, = by

_ 2.1)
Am, 121 + Am 222 + -+ AmnTn = bm

heilt lineares Gleichungssystem (LGS), genauer: ein System von m linearen alge-
braischen Gleichungen in n Unbekannten.

Dabei sind die Koeffizienten a; ; € K sowie die Zahlen b; € K vorgegeben, wahrend
man die Zahlen z; € K zu bestimmen sucht.
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Lineare Gleichungssysteme

Mit der Koeffizientenmatrix

ai,i @12 - Q1n

a2.1 a2 2 o a2 n mxn
A= i ] i ek ,

Am,1 Am,2 Am,n

)

dem Vektor der Unbekannten

T = [xl,xg,...xn]T e K"
sowie der rechten Seite

b=1[by,by,... by €K™

schreibt man (2.1) kiirzer als:
AZ =b. (2.2)

Ein lineares Gleichungssystem AZ = b heift homogen, wenn b = 0 und inhomogen,
wenn b # 0.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 157 / 320



Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Ein homogenes System besitzt immer (mindestens) eine Lésung, namlich & = 0.
Die Lésungsmenge von AZ = 0 ist gerade der Kern .47(A) von A.

Bei inhomogenen Systemen ist die Sache komplizierter. Wir beginnen mit folgendem
Ergebnis:

Ist A € K™*" und ist b € Z(A), d. h. es gibt (mindestens) ein Z, € K" mit
AZy = b, dann gilt

—.

(FeK": AT =1b}

{Zo} + AN (A) (2.3)
= {Zo+7y: ye N (A}
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Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Im Falle der Existenz einer Lésung erhdlt man also die Losungsmenge des inhomo-
genen Systems durch Verschieben der Losungsmenge des homogenen Systems zur
gleichen Koeffizientenmatrix.
Machen Sie sich dies anhand des relativ trivialen Gleichungssystems

T1+ a0 =7

graphisch klar. Verwenden Sie im Ansatz (2.3) aus Satz 2.18 auch verschiedene
Zo.

Verifizieren Sie die Beziehung (2.3). J
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Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Zur weiteren Analyse der Losbarkeit von LGS beleuchten wir die Ldsungssuche noch
unter einem weiteren Aspekt.

Sind @4, ds, . . ., d, die Spalten der Matrix A € K™*", dann ldsst sich AT = b auch
schreiben als (vgl. S.146):

X101 + Tolo + -+ + XTplp =0

Die Suche nach einer Lésung von AZ = b ist also gleichbedeutend mit der Suche
nach Linearkombinationen der Spalten d;, die die rechte Seite b ergeben.
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Lineare Gleichungssysteme

Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Wir halten somit fest:

Satz 2.19 (Losbarkeit linearer Gleichungssysteme)

Es seien A € K™*™ mit den Spalten dy, ds, ..., d, und beK™.

Das lineare Gleichungssystem AT = b ist genau dann I6sbar, wenn
b e Z(A) = span{dy, @y, . .., dn}

Das lineare Gleichungssystem A% = b ist genau dann eindeutig I6sbar, wenn
b e #(A) gilt, und die Spalten @, ,ds, . .., d, linear unabhingig sind:

AT = b ist eindeutig lésbar < b e Z(A) und Rang(A) = n.
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Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Zusammenfassung: Es konnen somit genau drei Fille eintreten:

o AZ =1 besitzt keine Lésung, d.h. b ¢ Z(A) (kann nur bei inhomogenen
LGS passieren).

o AZ = besitzt genau eine Losung, d.h. b € Z(A) und Rang(A) = n.
Dieser Fall kann nur fiir m > n eintreten (mindestens so viele Gleichungen
wie Unbekannte).

o AZ = besitzt unendlich viele Lésungen, d.h. b € Z(A) und Rang(A) < n.
Mit einer beliebigen Losung Z( erhilt man als Lésungsmenge

To + A (A) = Zo + {alle Lésungen von AZ = 0}.

Lineare Gleichungssysteme mit mehr als einer, aber nur endlich vielen Lésungen
existieren nicht.
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Berechnung der Lésung

Bislang wissen wir zwar iiber die Losbarkeit eines LGS AT = b Bescheid; konnen
aber die Lésung selbst noch nicht konkret berechnen.

Fiir diese Aufgabe stehen verschiedenste Algorithmen zur Verfiigung, so zum Beispiel
die hier behandelten:

® GauB-Algorithmus,
® GauB-Jordan-Algorithmus — eine Erweiterung des GauB-Algorithmus.

Desweiteren gibt es eine ganze Reihe numerischer Algorithmen, die Sie mittels Lit-
eratur oder in einer Numerik-Vorlesung erlernen kdnnen.

Die hier vorgestellten exakten Verfahren beruhen auf Umformungen in ein dquiva-

lentes Gleichungssystem AZ = b, fiir das man die Lésung relativ miihelos angeben
kann.
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Berechnung der Lésung

Zunichst erzeugen wir aus der Koeffizientenmatrix A € K™*™ und der rechten Seite
b € K™ die erweiterte Koeffizientenmatrix [A|b]. Diese enthilt die vollstandige
Information liber das betrachtete LGS.

Satz 2.20

Die

folgenden elementaren Umformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
verdndern die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems nicht:

Multiplikation einer Gleichung (Zeile) mit A € K, X # 0,

Addition des Vielfachen einer Gleichung (Zeile) zu einer anderen Gleichung
(Zeile),

Vertauschung von zwei Gleichungen (Zeilen),

Umnummerierung von zwei Unbekannten (Vertauschung von zwei Spalten).

Hier muss man sich allerdings merken, welche Unbekannten man
umnummeriert hat.
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GauB-Algorithmus

Beim GauB-Algorithmus wird das LGS A7 = b in ein jquivalentes System AZ = (:)'
mit einer Matrix [A | b] in Trapezform iiberfiihrt:

1,1 Q12 @13 ... Gy Glp4l --- Gin | b1
0 az2 a3 ... Gzp d2p41 --. G2 | b2
0 0 a3z ... Q3y, Q3441 --- G3n | b3
0 0 0 oo G Grpst .. e | b

mit&jyjyéO(j:I,...,r).

Die Losung solcher ‘gestaffelter’ Gleichungssysteme ist durch Riickwartsauflésen
leicht zu bestimmen.
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Lineare Gleichungssysteme

Symbolischer Fortgang des Algorithmus

P ox o x e PR
0 % o« e o | x
0 % o« e o | x
0« o« e o | x
L o * * * * * * * Jd
Poxox o x ox o | % 7
[ * PR « | =
0 0 o« e o | x
0 0 o« e w | *
Lo o « e w | x
ox ox x .| o
0« x e x x| *
0 0« e o | o
0o 0 o . e e w | =
0 0 o 0 o« o | x
roter Stern: Eintrag zwingend ungleich Null; schwarzer Stern: beliebiger Eintrag
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Exakte Beschreibung des Verfahrens

Vor jedem Einzelschritt werden zunichst alle Zeilen der Form
00 ... 0[]0
ersatzlos gestrichen.

Gibt es Zeilen der Form )
00 ... 0]b

55

(mit Bj # 0) so wird der Algorithmus abgebrochen; das LGS hat dann keine L3sung.

Warum sind diese Schritte sinnvoll? )

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 167 / 320
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Exakte Beschreibung des Verfahrens

Schritt 1:

® Ist a;,; = 0, so suche in der ersten Spalte nach einem Eintrag a;; # 0.
Existiert ein solcher, tausche Zeilen 1 und j.

® Ist a;,1 = 0 und der erste Punkt war nicht erfolgreich, so existiert in der
ersten Zeile ein Eintrag a5 # 0
Tausche in diesem Fall Spalten 1 und k; merke wie die Unbekannten
umnummeriert wurden,

® Ist jetzt a1 # 0, so erzeuge unterhalb von @, ; lauter Nullen durch Addition
des jeweils (—%)—fachen der ersten Zeile zur Zeile .

=

Die erste Zeile und Spalte von [A | b] ist damit ermittelt und wird nicht mehr ange-
fasst.

Schritt 2 etc.:

Nach Ausfiihrung der Vorarbeiten (S.167) wird nun mit der um die erste Zeile und
Spalte reduzierten Matrix analog verfahren usw.
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Ermittlung der Loésung

Im Falle der Existenz einer L3sung steht am Ende des GauB-Algorithmus ein dquiv-
alentes System der Form

a1 ai2 Gr3 ... Gy Qip4l ... Glgp - by

0 a292 Q23 ... A2y QA2p41 ... Q2p b2
) ) ) ) ) To

0 0 ass ... a3, A3r41 ... QA3n ) — b3

- - - Tn ’

0 0 0 cor Qrp Qg1 -.- Gpp by

Die Variablen z,41,...,2, kdnnen als Parameter frei gewdhlt werden (z,11 =
)‘7‘-{-17 P )\n)

Die anderen Variablen z,., x,_1, ..., 21 lassen sich dann bestimmen, indem man die
Gleichungen von unten her sukzessive auflost.

Achtung: Umnummerierungen muss man natiirlich beriicksichtigen!
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Lineare Gleichungssysteme

Ermittlung der Loésung
Trainieren Sie den GauB-Algorithmus:

1. Bestimmen Sie die Lésungen von AZ = b und AZ = 0 fiir

2 -1 -1 2 3
6 -2 3 -1 = | -3
A=l 4 2 3 —o| uwd b=1 4
2 0 4 -3 -1

2. Bestimmen Sie die Lésungen von

6x1 +4xo + 8x3+ 17x4 = —20
3x1 + 222 + 5x3+ 8xy = —8
3:1,‘1 ol 2:]32 4 7:173 aF 714 = —4
21‘3 — Ty = 4
3. Wieviele Lésungen beisitzt das LGS [ 2][z:] =[9]?

o
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Lineare Gleichungssysteme

Rangbestimmung mittels GauR-Verfahren

Die elementaren Umformungen von S. 164 lassen nicht nur die Lsung eines LGS
unverdndert.

Sie erhalten desweiteren natiirlich auch den Rang der Koeffizientenmatrix. Es gilt
also mit den bisherigen Bezeichnungen und den Erkenntnissen von S. 154:

Rang(A) = Rang(A) = r.

Somit steht uns mit dem GauB-Verfahren auch ein effizientes Verfahren zur Rangbes-
timmung von Matrizen zur Verfligung.

Geben Sie die Range der Koeffizientenmatrizen aus den Beispielen von S. 170 an. )
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Lineare Gleichungssysteme

GauRB-Jordan-Algorithmus

Beim Gaull-Jordan-Algorithmus wird das LGS AZ = 5 A € K™*" ebenfalls in ein
dquivalentes System mit Trapezform iiberfiihrt.

Allerdings fiihrt man die Umformungen noch weiter und erzeugt schlieBlich eine
Matrix [A |B], in der A folgende Blockstruktur besitzt:

10 ... 0 x ... %

5 01 ... 0 % ... =

A=l R] = e T ) (2.4)
00 ... 1 % ... %

Dabei ist I, die r-dimensionale Einheitsmatrix und R € K"*("=") eine beliebige
Restmatrix, die auch entfallen kann

Wir wollen hier nur den Fall betrachten, dass AZ = b eindeutig lésbar ist (r = n).
Das Gleichungssystem wird dann in ein dquivalentes System [,7 = b iiberfiihrt,
dessen Lésung & = b direkt abgelesen werden kann.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 172 /320



Lineare Gleichungssysteme

Symbolischer Fortgang des GauR-Jordan-Algorithmus

(A quadratisch mit vollem Rang)

1 10

0 0 1

0 0 0
— | .

0 0 0

K 1 loo ]
(1.0 0 0 0fx]
010 0 0
00 1 0 0

_>..._>

000 ...10
(000 ... 0 1] |

Bei Bedarf kénnen auch mehrere rechte Seiten parallel mitgefiihrt werden.
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Lineare Gleichungssysteme

Vorgehen im k-ten Schritt des GauB-Jordan-Algorithmus

® Ist ag , = 0, dann tausche die Zeilen (oder Spalten) wie beim
GauR-Algorithmus, so dass ay , # 0.

® Teile nun die k-te Zeile durch Gy, d. h. erzeuge eine 1 an Position (k, k).
® Erzeuge unter- und oberhalb der Position (k, k) in allen Zeilen Nullen durch

Addition des jeweils (—d; r)-fachen der k-ten Zeile zur Zeile i.

Wie beim GauB-Algorithmus muss dabei iiber unterwegs vorgenommene Umnum-
merierungen von Variablen (Spaltenvertauschungen) sorgfiltig buchgefiihrt werden.
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Lineare Gleichungssysteme

Bestimmung der L3sung im GauR-Jordan-Algorithmus

Fehlt in (2.4) der Block R, so ist das Gleichungssystem Ai = b dquivalent zu

I,7=b. Es gibt eine eindeutige Losung, die man direkt ablesen kann:

1t

S

:1_7':

Ist das Gleichungssystem &quivalent zu [I, R| ¥ = b mit 7 < n, so teilt man 7 in
zwei Teile 7! = [x1,...,2,]7 und 2% = [2,41,...,2,]7.

Die Variablen x,41,..., 2, kdnnen als Parameter frei gewdhlt werden. Wegen
b=[1 R] [ o } = 7! + Ri?

ist die Lésung von AT = l;gegeben durch

=1 ~
L = {f: [ 2,2 ] : 22 € R beliebig und ' = b—RfQ}.
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Lineare Gleichungssysteme

GauR- vs. GauR-Jordan-Verfahren

Ob man ein LGS mittels GauR- oder GauB-Jordan-Verfahren I8st, ist letztlich Geschmac

Beim GauB-Jordan-Verfahren spart man das Riickwartseinsetzen, muss aber eine
hohere Anzahl elementarer Umformungen in Kauf nehmen.

Besonders vorteilhaft ist GauB-Jordan jedoch dann, wenn es um die Ldsung mehrerer
LGS mit gleicher Koeffizientenmatrix A € R"*", rang(A) = n, und verschiedenen
rechten Seiten geht:
AZ=by, AZf=by, ..., AT=1U
Diese Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Losung der Matrixgleichung
AX = B,

wobei X € R™** gesucht ist, und B € R"*¢ als Spalten gerade die rechten Seiten
b; enthalt.
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Lineare Gleichungssysteme

Beispiel GauB-Jordan-Verfahren

Mit Hilfe des GauB-Jordan-Algorithmus bestimme man die Lésung der
Matrixgleichung AX = B, wobei

3 5 1 6 13
A=12 4 5 und B=| 17 10
1 2 2 7T 5
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2.4 Determinanten
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Determinanten

Die Determinante ist eine Abbildung, die einer quadratischen Matrix A € K»*"
eine Zahl aus K zuordnet:
det :K™*" - K
A det A

Sie wird u. A. benutzt zur Beschreibung
® der eindeutigen Losbarkeit von LGS,
® der linearen Unabhéangigkeit von n Vektoren,
® der Verdnderung von Flachen/Volumina bei Anwendung der Abbildung A.

Historisches zum Determinantenbegriff

Determinanten mit n = 2 wurden erstmals am Ende des 16. Jh. von Cardano,
groRere ca. 100 Jahre spiter von Leibniz behandelt. Ein moderner axiomatischer
Ansatz (1864) geht auf WeierstraR zuriick.
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Determinanten

Determinanten fiir n < 3

Wir werden den axiomatischen Aufbau hier umgehen und fiir die Falle mit n < 3
explizite Formeln angeben. Fiir n > 3 definieren wir die Determinante induktiv.

n=1: A:[aLl ], det A :=aq ;.
a a

n=2: A= L1 1,2 s det A := a1,102,2 — a1,2021.
a1 G2.2
ain Q12 61,3

n=3: A= a1 a2 a3 |,

as1 G322 0G33

det A := +ay,1a220a3 3 + a1,202,303,1 + 41,302,103 2

—a1,3a22a3,1 — 01,1A2,303,2 — 41,202,143 3-
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Determinanten

Regel von Sarrus*

Im Fall n = 3 verwendet man zur Berechnung einer Determinante gerne folgendes
Schema:

a1, a1, a a ay.2

- - -+ + o+

® Man schreibt 1. und 2. Spalte nochmals neben die Determinante.

® Entlang der Diagonalen ermittelt man die Produkte der Eintrdge und versieht
die Ergebnisse mit den dargestellten Vorzeichen.

® Man summiert die 6 vorzeichenbehafteten Produkte.

* Pierre Frédéric Sarrus, 1798-1861, franzdsischer Mathematiker
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Determinanten

Determinanten fiir n > 4

Fiir Determinanten mit n > 4 gehen wir induktiv vor, greifen also auf Determinanten
geringerer GroBe zuriick.

Fiiri,5 € {1,2,...,n} bezeichne 4, ; € K"=Ux("=1) diejenige Matrix, die durch
Streichen der Zeile i und der Spalte j aus A entsteht.

Sei j nun ein beliebiger Spaltenindex. Dann definieren wir
n . .
det A := Z ai,j(—l)”ﬂ det AiJ (25)
i=1

Diese Darstellung wird Laplace-Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt.
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Determinanten

Anmerkungen

® Natiirlich miisste man zunachst zeigen, dass die Darstellung in (2.5) von der
gewahlten Spalte unabhingig ist.

® Bei Berechnungen mit Hilfe der Laplace-Entwicklung ist es hiufig
zweckmiRBig, Spalten (oder Zeilen, siehe spater) mit moglichst vielen
Nulleintrdgen zu wahlen.

® Die Laplace-Entwicklung (2.5) gilt auch fiir Determinanten mit
n = 2 oder 3.

® In der Literatur wird die Determinante haufig anders aufgebaut. Formel (2.5)
ist dann ein Bestandteil des Laplaceschen Entwicklungssatzes.
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Determinanten

Notation, Beispiele

Man verwendet fiir Deteminanten mit n > 2 auch folgende verkiirzende Schreib-
weise:

a1 ai2 ... QAin a1 ai2 ... G1p

a1 Qa2 ... 0a2n a1 a2 ... Q2n
. = det

ap,1 An2 ... dnn ap,1 An,2  --- QGnmn

Berechnen Sie folgende Determinanten:

1 0 2 1 42 23 1o 13

12 ~1 2 0 0

’24,3—11,017—110,02_10
3 1 5 0 0 3
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Determinanten

Rechenregeln

Satz 2.21

Fiir A = [a; ;] € K"*™ und X € K gelten:

® Multipliziert man eine Spalte von A mit A\, so multipliziert sich auch die
Determinante mit \:

a1 o Aaiy e ain a1t aij ot ain
az1 o+ Aagj - G2n az1 -+ azj o a2n
Qn,1 o0 Aanj  ccc Gnn An1 o Qngj o Gnn

® Dije Determinante einer Matrix A dndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte
das Vielfache einer anderen Spalte addiert.

® Vertauscht man in einer quadratischen Matrix zwei verschiedene Spalten, so
multipliziert sich die Determinate mit —1.
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Determinanten

Rechenregeln

Satz 2.22

Seien A, B € K"*", A = [a; ;] und X\ € K. Dann gelten:
o det(AA) = A" det A.
o det(AT) = det A.
o det(AB) = det(A) det(B).

® st A eine Dreiecksmatrix (d.h. a; ; = 0 fiir alle i < j oder alle i > j),
dann gilt

n
det A = H Qi s
i=1

d.h. die Determinante ist das Produkt der (Haupt-) Diagonalelemente.
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Determinanten

Konsequenzen

® Wegen (2.5) und Satz 2.22, Punkt 2, l3sst sich eine Determinante auch nach
der i-ten Zeile entwickeln:

det(A) =D a;;(=1)" det(A;,)
j=1

® Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen wie im GauB- Algorithmus
kénnen die Determinante der Koeffizientenmatrix dndern.

Die Eigenschaft, gleich oder ungleich Null zu sein, bleibt dabei aber immer
erhalten.

® Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist genau dann Null, wenn fiir eines
der Diagonalelemente a; ; = 0 gilt.
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Determinanten

Determinante und Rang

Kombiniert man Qie letzten beiden Punkte mit den Kenntnissen iiber den Endzus-
tand der Matrix A beim GauR-Algorithmus, so ergibt sich weiterhin:

® Ist rang(A) = n, so ist det A # 0.
® Ist rang(A) < n, so ist det A = 0.

Dabei ist natiirlich immer A € K"*" anzusetzen.

Das bedeutet wiederum, dass man die eindeutige Ldsbarkeit eines linearen Gle-
ichungssystems leicht mit der Determinante verifizieren kann.

Bestimmen Sie alle o € R, fiir die das LGS AZ = b mit

a 0 0
A= 0 2a 1
0 1 1

und beliebigem b € R3 eine eindeutige Losung besitzt
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Determinanten

Geometrische Interpretation

Sei A € R™ "™ und vol(S) das n-dimensionale Volumen* einer geeigneten** Punk-
tmenge S. Dann ist das Volumen des Bildes f(.5) unter f(Z) = AZ gegeben durch

vol(£(9)) = | det(A)| - vol(S).

Determinanten kdnnen also als Flachen- oder Volumenverzerrungsfaktor interpretiert
werden:

\J

\J

—

€1

*in 2D ist das eine Fliche, in 3D das gewohnte Volumen
**'Geeignet’ l3sst sich im Rahmen der MaRtheorie sauber definieren. Gangige geometrische Ob-

jekte machen i.d.R. kein Probleme.
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2.5 Invertierbare Matrizen
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Invertierbare Matrizen

Definition 2.23

Eine quadratische Matrix A € K™*™ heilt invertierbar oder regulédr, wenn es eine
Matrix B € K"*" gibt mit
AB = BA =1,. (2.6)

Die Matrix B ist dann eindeutig durch A bestimmt, wird die Inverse von A
genannt und mit A~! bezeichnet.

Warum ist B = A~! eindeutig bestimmt? Sie finden die Antwort leicht, wenn Sie
(2.6) als Menge von LGS der Form A% = ¢; lesen.
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Invertierbare Matrizen

Berechnung der Inversen

Die Inverse einer invertierbaren 2 x 2—Matrix

A— [ ai1 a2 }

a1 G22

kann man explizit angeben:

A*lz; G222 —a12| _ 1 a2 —ai2
det(A) | —a21 a1 a11022—012021 | —G21 @11

Fiir n > 3 existieren zwar auch Formeln, diese sind jedoch sperrig und kaum in
Gebrauch.

Bestatigen Sie obige Formel durch Nachrechnen. J
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Invertierbare Matrizen

Berechnung der Inversen

Im allgemeinen Fall muss man die Matrixgleichung AX = I, lésen, oder eben
samtliche LGSe
AZ = ¢, i=1,...,n.

Fiir diese Aufgabe bietet sich der auf Folie 172 ff behandelte GauR-Jordan-Algorithmus
an.
Al I,

I, | AT

Man berechne die Inversen von

1 2 0
A:[(l)ig] und B=1|2 3 0
3 41
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Invertierbare Matrizen

Invertierbare Matrizen, Gleichungssysteme und lineare Unabhangigkeit

Satz 2.24

Sei A € K™"*™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
® A ist invertierbar.

det A # 0.

Es gilt rang(A) = n, d.h. die Spalten (Zeilen) von A bilden eine Basis des
K™

* Das homogene System AZ = () besitzt nur die triviale Lsung & = 0.

Fiir jede rechte Seite b€ K" besitzt das System AZ = b genau eine Lésung,
namlich

—

F=A""h.
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Invertierbare Matrizen

Rechenregeln fiir invertierbare Matrizen

Satz 2.25

Seien A, B € K"*™ invertierbar. Dann gelten:

o AT und A" sind invertierbar, und es gilt
(AT = (AT bzw,  (AH)" = (A7),
e A~ st invertierbar, und es gilt
(A1 = 4
® AB ist invertierbar, und es gilt

(AB)™' =B7'A™%

v

Notation: Da es nach dem ersten Anstrich egal ist, welche der beiden Operationen
zuerst ausgefiihrt wird, schreibt man auch, etwas weniger umstindlich, A= bzw.
A—H,
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

® Visualisieren wir zwei Vektoren &, % aus R? oder R? als Pfeile mit Startpunkt
in 0, so haben wir eine recht konkrete Vorstellung, was mit ‘senkrecht’ oder
dem ‘Winkel zwischen Z und 7 ' gemeint ist.

® Die bisherigen Uberlegungen blenden diese Anschauung aber noch véllig aus
— es fehlen mathematische Begriffe zur Beschreibung solcher Eigenschaften.

® Um diesen Mangel zu beheben, bendtigen wir den Begriff des Innen- oder
Skalarprodukts.

® Wir geben zunichst die allgemeine Form, ziehen uns aber dann im
wesentlichen auf R™ (manchmal C™) zuriick.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Skalarprodukt

Definition 2.26

Sei V ein K-Vektorraum, wobei K = R oder K = C. Dann heiBt eine Abbildung
(,):VxV =K
Innenprodukt oder Skalarprodukt, wenn fiir alle &, 21, z3,y € V und A € K gilt:
® (x,z) >0, wobei (z,z) =0 < =0 ('positiv definit'),

° (z,y) = (y,z), falls K=R (‘symmetrisch’),
(z,y) = (y,z), fals K=C (‘hermitesch’),
° Az +x,y) = NMaxy, y) + (2, ) (‘linear im ersten Argument').

Wir nennen x,y € V orthogonal (z L y), wenn (x,y) = 0 gilt.
Ein Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist, heillt Innenproduktraum
oder Pra-Hilbert-Raum (Ist dim V' < oo so ist V' dann bereits ein Hilbert-Raum.)

v

Hinweis: Denken Sie am besten bereits hier an das Standard-Skalarprodukt (Z,%) = >7" | ;ys
im R™ (auch als Euklidisches Skalarprodukt bekannt)
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Zum Skalarprodukt gehérende Norm

Hat man einmal ein Skalarprodukt festgelegt, so ist damit immer eine ‘Langenmessung’
fiir Vektoren verbunden:

Satz 2.27 (und Definition)

Sei V' ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C und (-, -) ein Skalarprodukt auf'V.
Dann gilt Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung

(z,9)” < (z.2)(y,y), (z,y€V) (Csv)
mit Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind. Die durch
Izl := v{z,z) (zeV)

definierte Abbildung heiBt die von diesem Skalarprodukt erzeugte Norm. Jede Norm
erfiillt fiir alle x,y € V, A\ € K folgende Beziehungen:

e |z| >0, wobei |z|| =0 < =0 (‘positiv definit’),
® [zl = [Alll] (‘homogen’),
* llz+yll <zl + llyll (‘Dreiecksungleichung’).

’
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Beispiele

Das (fiir uns) bei weitem wichtigste Skalarprodukt ist das Euklidische Skalarprodukt.
Auf R™ ist es definiert durch

so dass wir nun z.B. auch iiber Orthogonalitat von Vektoren aus C™ entscheiden
konnen.

Anmerkung: Man kann auch andere Skalarprodukte auf K™ definieren. Diese modellieren dann
aber nicht unbedingt unsere klassischen Vorstellungen von Winkelmessung und Orthogonalitat.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Beispiele

Priifen Sie folgende Vektoren des R? auf paarweise Orthogonalitit:

1 ) 1 0
a=|1]|, b=|-1], é=]o0
0 0 1

C2. Lassen sich diese beiden Vektoren mit unseren gewohnten Vorstellungen

Bestimmen Sie das Skalarprodukt der Vektoren # = (1,i)” und 7= (1 +4,i)T in
visualisieren?

Bestitigen Sie die in Definition 2.26 genannten Punkte fiir einen der Fille K = R
oder K = C. J
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Beispiele

Das Euklidische Skalarprodukt erzeugt die Euklidische Norm

Z |z:|2 (¥ € R bzw. ¥ € C).
i=1

In R™ kann man die Betragsstriche weglassen, d.h. ||Z|| = /> i, x7.

Nach dem Satz des Pythagoras ist dies gerade die Linge des & zugeordneten Vek-
torpfeils.

122 = 17| :=

Machen Sie sich das am Beispiel des R? anhand einer Skizze klar. J

Berechnen Sie die Norm der Vektoren @, b und & von Seite 201. J

Anmerkung: In der Literatur findet man auch das Symbol |Z| und die Bezeichnung ‘Betrag’ fiir
die Euklidische Norm auf R™.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Geometrische Interpretation des Skalarprodukts

In R? oder R? lasst sich mittels elementarer Geometrie zeigen, dass fiir den von
zwei Vektoren Z und ¢ eingeschlossenen Winkel ¢ € [0, ) gilt:

=T —
ry
COS P = Fom. (2.7)
(e
Anmerkung: Mittels
cosp— =Y
lllllyll

lassen sich auch Winkel in beliebigen Vektorraumen mit Skalarprodukt definieren*®, dies nutzt man
praktisch aber selten.

Die Wohldefiniertheit wird dabei durch die allgemeingiiltige Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Kz, y)l <=l llyll  (z,yeV)

gesichert. Machen Sie sich klar, welche Bedingung es eigentlich zu sichern gilt.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Geometrische Interpretation des Skalarprodukts

Aus Gleichung (2.7) erhilt man in R™ desweiteren folgende Darstellung des Euk-
lidischen Skalarprodukts:

#7g = ||| 1] cos ¢

Interpretiert man diese Formel an folgender Skizze,

I\

0 fgllcose |2

so sieht man, dass das Skalarprodukt gleich der (vorzeichenbehafteten) Lange der
orthogonalen Projektion von 3 auf Z, multipliziert mit der Lange von 7 ist.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Orthonormalbasen

Definition 2.28
Eine Basis B = {b1, by, ..., b,} des R™ heiRt Orthonormalbasis (ONB), wenn

< {1 Wi
0, fird#j.

Bei einer Orthonormalbasis stehen die Basisvektoren also paarweise aufeinander
senkrecht und haben allesamt die Lange 1.

Ein prominentes Beispiel fiir eine Orthonormalbasis des R™ ist die Standardbasis
{€1,€2,...,En}.

Aus den Vektoren @, E,E'auf S.201 kann man durch Normieren eine ONB des R?
erhalten. Geben Sie diese an.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Orthonormalbasen

Die Komponenten eines Vektors beziiglich einer Orthonormalbasis lassen sich beson-
ders leicht liber Orthogonalprojektionen berechnen:

Satz 2.29

Ist B = {51, ba, ..., gn} eine Orthonormalbasis des R™, dann besitzt jeder Vektor
Z € R™ die eindeutige Darstellung

Machen Sie sich die Giiltigkeit der Aussage fiir R? anhand der Skizze auf S.204
klar. Bestitigen Sie sie fiir den Fall der Standardbasis auf R? auch rechnerisch.

Machen Sie sich klar, warum zwei von Null verschiedene orthogonale Vektoren
immer linear unabhangig sind.

W
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Aus einem Satz Vektoren aq, as, ..., a, kann man durch folgendes Verfahren eine
Orthonormalbasis des Unterraumes span{ay, ..., a,} konstruieren.
a
bl = _1a
[ai]]
N by
by = ay — (a2, by) by, by = —
[| b2 ]|
- b3
b3 = a3 — (as, by) by — (a3, b1) by, by = —
[ bs |
- - b,
bn: Z a’nvbk bk, bn: =
Pt [ bl
Im Fall dass die Vektoren aq, ..., a, nur einen Unterraum der Dimension m < n
aufspannen gilt b,,4 1 =---=b, =

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 207 /320



Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Exkurs: Skalarprodukte und Normen in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik beschreibt man den Zustand von Teilchen (in einer Raumdi-
mension) mittels einer komplexwertigen Wellen- oder Zustandsfunktion

¢:R—C.

Diese Funktion ist selbst schwer interpretierbar, allerdings liefert

Lﬂwmfdx

die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen zwischen a und b aufhalt.

Da sich das Teilchen an irgendeiner Stelle auf der Zahlengeraden befinden muss, ist
es sinnvoll,

| totay =1

— 00

zu fordern.
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Exkurs: Skalarprodukte und Normen in der Quantenmechanik

Als zugrundeliegende Riume verwendet man daher sogenannte L2-Riume*. Grob
gesprochen sind das Riume von Funktionen mit

1

= ([ 1P o) <

Die so definierte L?>-Norm lisst sich mit folgendem (komplexen) Skalarprodukt
erzeugen:

o) = [ sy da.
Eine reelle Version verwendet man haufig bei der theoretischen und numerischen

Behandlung partieller Differentialgleichungen.

* Das 'L’ steht fiir den hier bendtigten erweiterten Integralbegriff — das ‘Lebesgue-Integral’ (Henri
Lebesgue, 1875-1941).
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Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Metrik

Mit Hilfe einer Norm ldsst sich schlieBlich ein Abstandsbegriff (Metrik) in V ein-
fithren. Der Abstand zweier Vektoren x,y € V wird durch

d(z,y) = |z -y (2.8)
erklart.

Fiir alle ¢, y,z € V gelten:

° d(z,z) =0, d(z,y) >0, falls z #y (Definitheit),
° d(z,y)=d(y,z) (Symmetrie),
° d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung),
s dlx+z,y+z)=d(z,vy) (Translationsinvarianz).

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 210/320



Orthogonalitat, Skalarprodukt und Norm

Metrik: Geometrische Interpretation

Setzt man wieder die Euklid-Norm auf R™ an, so ergibt sich aus (2.8) die gewohnte
Abstandsformel fiir zwei Punkte &, 7 € R™:

Mit welchem klassischen Satz deckt sich diese Formel? J

Berechnen Sie den Abstand der Punkte (5,2)7 und (1,—1)T in R2. ]
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@ Lineare Algebra

2.7 Kreuz- und Spatprodukt
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Kreuz- und Spatprodukt

Vektorprodukte

Bei vielen physikalischen Anwendungen bendtigt man eine weitere Operation, das
sogenannte Vektor- oder Kreuzprodukt.

Beispiele sind

e das Drehmoment M = 7 x F zum Abstandsvektor 7 und zur Kraft F_"

L g

—

Verwandt: Drehimpuls L=7x p bei Impuls mv. Bei Drehbewegung mit

-

Winkelgeschwindigkeit w ist |L| = mrv = mriw.
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Kreuz- und Spatprodukt

Vektorprodukte

e die Lorentzkraft Fy, = q(v x B), welche auf ein Teilchen mit Ladung g und
Geschwindigkeit 7 im Magnetfeld B wirkt;

Fadenstrahlrohr
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Kreuz- und Spatprodukt

Vektorprodukte

e die Corioliskraft Fi = 2m(7 x @), welche auf einen Kérper der Masse m
wirkt, welcher sich mit Geschwindigkeit ¢ relativ zu einem mit
Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Bezugssystem bewegt;
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Kreuz- und Spatprodukt

Vektorprodukte

Wir gehen bei der Definition des Kreuzprodukts von den gewiinschten geometrischen
Eigenschaften aus und leiten dann die Rechenregeln sowie die Formel zur Berech-
nung her. Siamtliche Vektoren in diesem Kapitel sind als Elemente des R?® aufzu-
fassen.

Drei linear unabhingige Vektoren d, 5,5 € R3 bilden (in dieser Reihenfolge) ein
Rechtssystem, wenn sich — von der Spitze von ¢ aus gesehen — @ durch Drehung

um einen Winkel ¢ € [0,7) im Gegenuhrzeigersinn in die gleiche Richtung wie b
bringen l3sst.

Ob ein Rechtssystem vorliegt, kann mit
der  Rechten-Hand-Regel  (Korkenzieherregel)
entschieden werden:

Analog kann man ein Linkssystem definieren.
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Kreuz- und Spatprodukt

Geometrische Definition des Kreuzprodukts

Definition 2.30

Seien d, b € R? linear unabhangig. Der Vektor

F=dxb €R®
heiBt Kreuzprodukt (auch Vektorprodukt oder duReres Produkt) von @ und b, wenn
(1) €L d@und &L b (d.h. &L span{a,b}),
(2) @l = llall 18]] |sin £(@B)I,

(3) @,b, bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

—

Sind @ und b linear abhanglg (was die Fille @ = 0 oder b =

0 mit einschlieRt), so
definieren wir @ x b := 0.
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Kreuz- und Spatprodukt

Interpretation von Definition 2.30

QU
X
S

® Punkt (1) legt die Gerade fest, auf der @ x b liegt. Die Richtung von @ x b ist
damit bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt.

* Punkt (2) legt die Linge von @ x b fest. Diese stimmt mit der Fliche des von
@ und b aufgespannten Parallelogramms iiberein.

® Punkt (3) liefert die Entscheidung, welcher der verbliebenen zwei Vektoren
(Richtungen) zu verwenden ist.
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Kreuz- und Spatprodukt

Rechenregeln

Allein aufgrund der geometrischen Definition ergeben sich folgende Rechenregeln
fiir Kreuzprodukte:

Illustrieren Sie zumindest den ersten und dritten Punkt anhand geeigneter Skizzen.J

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 219 /320



Kreuz- und Spatprodukt

Explizite Berechnung des Kreuzprodukts

Fiir @,b € R3 gilt

N agb3 — (Zgbg
axb= a3b1 — alb3 o (29)
albg — (1,2[)1

Beweisidee:
e Fiir die Einheitsvektoren des R? gilt offenbar €1 x & = &3, &, x &3 = &; und
53 X 51 = 52.

® Schreibe @ = a1€1 + aggg + (1353 bzw. g: b1€1 + b2€2 + b3€3 und wende
Satz 2.31 an.

Man fiihre die Rechnung zum zweitgenannten Punkt aus. )
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Kreuz- und Spatprodukt

Tipp zum praktischen Rechnen

Formel (2.9) merkt man sich am besten mit Hilfe der formalen 3 x 3-Determinanten

€1 € €3
axb=det a1 as as ,
by by b3

die man mit der Regel von Sarrus auswertet.

Berechnen Sie auf diese Weise das Kreuzprodukt

1 3
2 x | 1
—4 1
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Kreuz- und Spatprodukt

Spatprodukt

Mitunter ist noch eine Kombination von Kreuz- und Skalarprodukt in Gebrauch.
Unter dem Spatprodukt (auch gemischten Produkt) dreier Vektoren @,b,¢ € R?
versteht man die reelle Zahl

—

[@,b,¢] :=a”(bx@).

Eine einfache Rechnung zeigt, dass sich das Spatprodukt als gewdhnliche Determi-
nante interpretieren l3sst:

ar b o
[67 b, E] = det a9 b2 Co
as b3 C3

Beim Spatprodukt handelt es sich also eigentlich um nichts Neues.
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Kreuz- und Spatprodukt

Geometrische Interpretation

Wie im Abschnitt Determinanten erdrtert l3sst sich damit der Betrag des Spatpro-
dukts als Volumen des von @, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds interpretieren.

_____________ -7
ya R
L P
P e ’
e ’ - 7
-
- ’ ___-." ’
[ ’ ’
, ’ ’
/ ’ 7
/ ’ 7
= ’ R
c/ g __——------ 7 -
’ P
-
7z .
b e
-
4’&/’
—

Der Begriff Spat steht synonym fiir Parallelepiped; dies begriindet die Namensge-
bung.
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Kreuz- und Spatprodukt

Rechenregeln

Satz 2.33

Seien @,b,¢ € R®. Dann gelten:
e Sind @,b, ¢ linear abhingig, so ist [d, b, ¢l =0.

Sind @,b, ¢ linear unabhéngig, und bilden sie in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem, so ist [d,b,c]| > 0.

Sind @, l—;, ¢ linear unabhéngig, und bilden sie in dieser Reihenfolge ein
Linkssystem, so ist [@,b,c] < 0.

,é] =85,

= [¢,d,

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 224 /320



Inhalt

@ Grundlagen

@ Lineare Algebra

2.8 Elemente der analytischen Geometrie
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Elemente der analytischen Geometrie

Geometrische Interpretation von Vektoren im R™

Vektoren aus R? bzw. R? lassen sich anschaulich auf verschiedene Weisen inter-
pretieren:

® als Punkt der Anschauungsebene bzw. des Anschauungsraums,
® als Pfeil vom Koordinatenursprung zu eben diesem Punkt (‘Ortsvektor’), also
einem Objekt mit Richtung und Lange.

Manchmal ist es zudem anschaulicher, die so entstandenen Pfeile an bestimmte
Stellen in der Ebene bzw. im Raum zu verschieben (z.B. wenn eine Kraft F an
einem bestimmten Punkt ‘angreift’).
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Elemente der analytischen Geometrie

Bild zur Pfeilinterpretation

g
=

SH

verschiedene Reprédsentanten

- des Vektors d.

|

Vektoren des R™ lassen sich also mit sogenannten Pfeilklassen assoziieren. Jede
dieser Pfeilklassen korrespondiert wiederum mit einer speziellen Parallelverschiebung.
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Elemente der analytischen Geometrie

Bild zur Pfeilinterpretation

Wie zweckmiRig solche Verschiebungen des Ortsvektors sind, wird an der ge-
ometrischen Interpretation der Addition und Subtraktion von Vektoren in deutlich:

Sh
+
S

b
/

! - ! b—a

S

a

ST

v

In welchem Zusammenhang haben Sie diese Skizzen schon einmal gesehen? Was
ist der Grund fiir diese Analogie? J
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Elemente der analytischen Geometrie

Notationsfragen

In der analytischen Geometrie werden Punkte und Vektoren mitunter auch als
verschiedene Objekte betrachtet.

Punkte werden dann meist durch GroBbuchstaben gekennzeichnet (z. B. O fiir den

Ursprung) und Vektoren hiufig in der Form 1@ tiber ihre Anfangs- und Endpunkte.
Es gilt dann:

® Jeder Punkt P korrespondiert mit seinem Ortsvektor p'= O_Ig
® Sindd = 0—121 und b = O? die Ortsvektoren zu zwei Punkten A und B, so gilt

AL —b—a

Wir werden bei unserer bisherigen Notation bleiben und p’ statt O? bzw. b— @
statt E schreiben.
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Elemente der analytischen Geometrie

Punkte, Geraden und Ebenen im Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir nur noch Objekte im R3. Einige Ergebnisse
haben ihre Entsprechungen im R2, die klar ersichtlich sind.

Konkret wollen wir uns mit den Lagebeziehungen von Punkt, Gerade und Ebene
befassen.

Der Stoff gehdrt zum Standardrepertoire an Gymnasien und wird dort auch in der
notigen Tiefe behandelt. Daher sollen diese Inhalte nur liberblicksartig dargestellt
werden.
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Elemente der analytischen Geometrie

Geraden

Eine Gerade, die durch den Punkt 7 und parallel zur Richtung @ # 0 verlauft, besitzt
die Parameterdarstellung
Z=p+Ard, IeR

Diese Form wird auch Punkt-Richtungs-Form genannt.

Alternativ ist eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte p und ¢ eindeutig fest-
gelegt. Man erhilt die Parameterdarstellung iiber die Zwei-Punkte-Form

F=F+AG—P), MeR

=y
&
Y
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Elemente der analytischen Geometrie

Ebenen

Analog ist eine Ebene durch einen Punkt p und zwei linear unabhingige Rich-
tungsvektoren @ und 5eindeutig festgelegt. Sie besitzt also die Parameterform

T=p+Aa+pub, ApeR.
Diese Form wird auch Punkt-Richtungs-Form der Ebene genannt.

Alternativ kann man zur eindeutigen Festlegung drei Punkte 7, ¢ und 7 verwenden.
Man erhilt die Parameterdarstellung iiber die Drei-Punkte-Form

F=F+ AP +p(F—P), AueR
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Elemente der analytischen Geometrie

Ebenen

Jeder Vektor i # 0, der senkrecht auf der Ebene steht, heilt Normalenvektor der
Ebene.

Auch durch Vorgabe eines Punktes 7 und eines Normelenvektors 7i ist eine Ebene
eindeutig festgelegt. Es entsteht die Normalenform

il (#—p) =0 bzw. (2.10)

N1 + N2xs + nzxz = ¢ (Mit ¢ = fiTﬁ).

Ist 7 auf Lange Eins normiert, so ist der Abstand des Punktes & = (x1,x2, x3) von
der Ebene gegeben durch (Hessesche Normalform)

d = |n121 + naxe + ngxs — .

Wie kann man einen Normalenvektor zur Ebene # = '+ Ad@ + pb berechnen? J

Interpretieren Sie Formel (2.10) im Kontext orthogonaler Projektionen auf den
Normalenvektor.
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Elemente der analytischen Geometrie
Graphische Darstellung

lllustration von Punkt-Richtungsform (links) und Normalenform (rechts).
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Punkt-Gerade

Ob ein Punkt ¢ auf einer Geraden g : ¥ = P+ \@ liegt oder nicht, kann man
direkt mit der Parameterdarstellung priifen. Alternativ berechnet man einfach den

Abstand . R
@ x @l

A9 = e

(2.11)

Bestatigen Sie die Formel. Berechnen Sie dazu den Flicheninhalt des von @ und
q — p aufgespannten Dreiecks auf zwei verschiedene Weisen.
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Gerade-Gerade

Fiir zwei Geraden

—;

G =P+ Aa und g2 T =q+pb
im R? liegt genau eine der drei folgenden Situationen vor:
® sie sind parallel (Spezialfall der Gleichheit einbezogen),
® sie schneiden sich in genau einem Punkt,
® sie sind windschief, d.h. sie sind weder parallel noch schneiden sie sich.
Parallelitdt lasst sich am leichtesten erkennen: In diesem Fall sind die beiden Vek-
toren @ und b linear abhingig, unterscheiden sich also nur um einen skalaren Faktor.

Im Falle der Parallelitit kann man Formel (2.11) zur Abstandsbestimmung nutzen
(warum?) und erhilt

@ x (7 —p)ll H5><(p*—q*)||.
llall 15|

d(g1,92) =
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Gerade-Gerade

Fiir die restlichen Fille erzeugt man durch Gleichsetzen das lineare Gleichungssystem
PG =G+ ub (2.12)

(drei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten A und p).

Hat (2.12) genau eine Lésung (A\*, u*), so schneiden sich die Geraden im Punkt
P+ A*d (identisch mit ¢+ p*b). Der Schnittwinkel ist gegeben durch
a’b

llal1oll

0S ¢

Hat (2.12) unendlich viele Lésungen, so sind die Geraden g; und g5 identisch. (Das
kann man aber im Rahmen des Tests auf Parallelitdt bereits entscheiden.)
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Gerade-Gerade

Hat (2.12) keine L3sung, so sind die Geraden g1 und g2 windschief oder aber parallel
und verschieden (s.o0.).

Liegt der windschiefe Fall vor, erhadlt man den Abstand der Geraden mittels

(2.13)

Formel (2.13) l4sst sich in Analogie zu (2.11) bestatigen, indem man das Volumen
eines geeigneten Korpers auf zwei verschiedene Weisen berechnet. Um welchen
Korper handelt es sich?
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Punkt-Ebene

Ob ein Punkt ¢ zur Ebene
E:idl(Z—-p)=0

gehdrt, lisst sich durch Einsetzen priifen. (Gilt 77 (7 — p) = 07)

Allgemein berechnet sich der Abstand von ¢ zu E gemif

d(q, E) = [T~ p)| (2.14)
7]
Welcher Ansatz liegt Formel (2.14) zugrunde? ]
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Gerade-Ebene

Eine Gerade und eine Ebene sind im R3 entweder
® parallel (beinhaltet den Fall, dass die Gerade in der Ebene liegt),
® oder sie schneiden sich in genau einem Punkt.

Die Gerade g : & = ¢+ \@ und die Ebene E : 77 (¥ — ) = 0 sind genau dann
parallel, wenn @ und 7 orthogonal sind, d. h. wenn

i'd=0.
In diesem Fall ist der Abstand Gerade-Ebene nach (2.14) gegeben durch

1= (||q|m
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Gerade-Ebene

Sind die Ebene und die Gerade nicht parallel (777G # 0), dann ist

ST (=

Lon - -

q+#a
nta

ihr Schnittpunkt. Der Schnittwinkel ¢ erfiillt

sing = 7

|78

Leiten Sie beide Formeln her. J
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Ebene-Ebene

Zwei Ebenen im R3 sind

® entweder parallel (Spezialfall: identisch)
® oder schneiden sich entlang einer Geraden.
Zwei Ebenen
E1 : ﬁ{(f— _‘1) =0 und E2 : ﬁg(f—ﬁg) = 0,

sind genau dann parallel, wenn 7i; und 72 linear abhéngig (also bis auf Vielfache
gleich) sind. In diesem Fall ist der Abstand der Ebenen

d(Ey, Ey) = |71 (P2 — p1) _ 172 (51 — p2)|
’ ] 22l
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Elemente der analytischen Geometrie

Lagebeziehungen Ebene-Ebene

Schneiden sich die Ebenen entlang einer Geraden Z = p'+ A\@ (dquivalent zu 7y x
fia # 0), dann ist

(zwei Gleichungen fiir drei Unbekannte, namlich die drei Komponenten von p). Der

Schnittwinkel ¢ erfiillt

T —
cos ¢ = %
(172 [[[| 732 |
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2.9 Orthogonale Abbildungen
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Orthogonale Abbildungen

® Eine grole Klasse linearer Abbildungen sind die orthogonalen Abbildungen.

® Sie spielen insbesondere bei geometrischen Transformationen eine Rolle und
zeichnen sich durch die Eigenschaft aus, Langen und Winkel unverandert zu
lassen.

® So lassen sich zum Beispiel Drehungen und Spiegelungen mit orthogonalen
Abbildungen mathematisch beschreiben.

Drehungen des R? um einen Winkel o und Mittelpunkt in 0 sind zunichst lineare
Abbildungen, wie an folgenden Skizzen deutlich wird:
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Orthogonale Abbildungen

Drehung als lineare Abbildung
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Orthogonale Abbildungen

Drehung und Spiegelung als lineare Abbildung

Zeichnen Sie eine analoge Skizze fiir Spiegelung des R? an einer Geraden durch 6.J

Natiirlich l3sst sich dieses geometrische Argument analog auf Drehungen und auf
Spiegelungen an Ebenen im R? anwenden.

Sowohl| Drehungen um den Ursprung als auch Spiegelungen an einer Geraden (Ebene)
durch den Ursprung kdnnen also als Matrix-Vektor-Multiplikationen beschrieben
werden.

Wir begeben uns auf die Suche nach den Abbildungsmatrizen zu diesen Abbildungen.
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen um den Ursprung im R?
Die Spalten der gesuchten
Abbildungsmatrix sind gerade die Bilder

der Einheitsvektoren unter der Drehung.

Es gilt

und

Damit ist die gesuchte Abbildungsmatrix

cosa —sina ]

D,=| .
sinav  cosa
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen um den Ursprung im R?

Die Matrix D,, ist invertierbar, denn
det D, = cos® a + sin® a = 1.
Ihre Inverse realisiert gerade die Drehung um —q;, d. h.

Dl_p _ cos(—a) —sin(—a) | cosa  sina
a 7T gin(—a)  cos(—a) | | —sina cosa

Fiir D, gilt also die bemerkenswerte Beziehung

D-'=DT.

Berechnen Sie Drehmatrix fiir eine Drehung um den Ursprung mit « = 30°.
Geben Sie das Bild des Vektors [2,3]T an. J

Wiederholen Sie bei Bedarf die Begriffe Inverse, Invertierbarkeit und Determinante
aus Abschnitte 2.4 und 2.5. J
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen im Raum

Drehungen im R3 werden durch eine
Drehachse (die den Ursprung enthilt)
und einen Drehwinkel « festgelegt.

Die Drehachse wird dabei durch einen
Vektor d festgelegt, der in die positive
Achsenrichtung zeigt.
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Orthogonale Abbildungen

Drehungen im Raum

Besonders einfach wird die Angabe der Drehmatrizen, wenn man die Einheitsvek-
toren (also die Koordinatenachsen) als Drehachsen verwendet:

1 0 0 cosa 0 sina
Dya=1|0 cosa —sina |, Dy.= 0 1 0 ,
0 sina cosa —sina 0 cosa

cosa —sina 0
D,,=|sina cosa 0
0 0 1

Jede beliebige Drehung im R3 lisst sich als Komposition von Drehungen um die
Koordinatenachsen schreiben.

Physiker sprechen daher haufig von drei moglichen Freiheitsgraden der Rotation.
Machen Sie sich an einem der obigen Beispiele klar, dass die angegebene Matrix

die gewiinschte Transformation realisiert. Berechnen Sie dazu das Produkt D fiir
die gewihlte Drehmatrix D.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 251 /320



Orthogonale Abbildungen

Exkurs: allgemeine Drehmatrix

Natiirlich kann man auch im allgemeinen Fall die Drehmatrix angeben. Bei vorgegebent
Achsvektor d (mit ||d|| = 1) und Winkel « lautet diese

cosa + (1 — cosa)d? (1 —cosa)didz —dssina (1 — cosa)dids + da sina
(1 — cosa)didz + ds sin cosa+ (1 — cos a)d% (1 — cosa)dads — di sin
(1 —cosa)dids —dasina (1 — cosa)dads + disina cosa + (1 — cosa)d3

Eine explizite Abbildungsvorschrift ist gegeben durch

—

f(@) =cosad+ (1 —cosa)(@d)d+sina(d x T).

Dies alles schaut man bei Bedarf aber am besten in der Literatur nach.
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen in der Ebene

Wir betrachten zunichst Spiegelungen im R2 an einer Geraden durch 0 senkrecht
zum Vektor 7. Dabei sei 7i auf Lange 1 normiert (||7i|| = 1).

—

Wir lesen das Spiegelbild f(z) von & aus folgender Skizze ab:

A
flx) =% —2(RT2)7n
. —
\“ n B
— “\
f(;f) \‘ Beachten Sie dabei, dass wegen der
% _ Normierung von 7i die Lange der
\‘ Projektion von Z auf @i gerade 77 ist.
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen in der Ebene

Es gilt also

d.h. die Spiegelung wird durch Multiplikation mit der Matrix

1-2n2 —2nin ni—n? —2nin
I T 1 12 2 1 112
Sn = I — 20 —2niny 1 —2n3 ] { —2n1ny N3 —n3
beschrieben (beachte n? +n2 = 1).
Geben Sie die Spiegelungsmatrix fiir die Spiegelung an der Geraden z = —x; an.

Multiplizieren Sie diese Matrix mit einem Vektor Z. Kann man das Ergebnis auch

rein geometrisch begriinden?
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Orthogonale Abbildungen

Spiegelungen im Raum

Bei Spiegelungen im R? verwendet man statt der Spiegelachse eine Spiegelebene
durch den Ursprung, welche ganz analog durch den Normalenvektor 7 festgelegt ist

(7l = 1).

Die Spiegelungsmatrix besitzt jetzt drei Zeilen und Spalten, allerdings die gleiche
Struktur:

Sz =1—27m’.

Zeichnen Sie eine geeignete Skizze, in welcher die Analogie sichtbar wird. Wie
lautet die Matrix Sy in ausgeschriebener Form? J
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Orthogonale Abbildungen

Allgemein

Drehungen und Spiegelungen gehéren zur Klasse der orthogonalen linearen Abbil-
dungen, die sich auch fiir héhere Dimensionen erklaren lassen:

Definition 2.34

Eine Matrix U € R™*"™ heifit orthogonal, wenn sie das Innenprodukt nicht
verandert, d. h. wenn

Uy) ' (Uz) =yTz firalle ¢,y € R™.

Insbesondere ist eine orthogonale Matrix
® |dngenerhaltend, d.h. [|[Uz|| = ||z|| fir alle  und
e winkeltreu , d.h. L(Uz,Uy) = L(x,y) fir alle x, y.
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Orthogonale Abbildungen

Allgemein

Satz 2.35 (Charakterisierung orthogonaler Matrizen)

Sei U € R™"*™. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
e [J ist orthogonal.
® Die Spalten (Zeilen) von U bilden eine Orthonormalbasis des R™.
e U ist invertierbar mit U=1 = U™ .

Machen Sie sich klar, warum aus Punkt 1 Punkt 2 und daraus wiederum Punkt 3
folgt. J

Bestitigen Sie mit Punkt 3, dass die 2D-Spiegelungsmatrix S = I — 2ii !
orthogonal ist.
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Orthogonale Abbildungen

Exkurs: Unitdre Abbildungen

Die Entsprechung zu orthogonalen Matrizen im C™ sind unitdre Matrizen. Auch
hier verwendet man das unverdnderte Skalarprodukt zur Definition.

Dabei muss natiirlich statt y” = immer das komplexe Skalarprodukt y* = verwendet
werden.

Die Aussagen von Satz 2.35 gelten dann analog — die Beziehung im letzten Punkt

lautet dabei
Ul=UH,

Unitdre Abbildungen werden lhnen moglicherweise in der Quantenmechanik begeg-
nen.
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2.10 Eigenwerte und Eigenvektoren
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphdnomene

Wir betrachten ein Flugzeug, das auf einer holperigen Piste landet.

Modell des Flugzeugs:
® drei Massen: my (Rumpf und Motor); maq, ms (Fligel),
® drej Steifigkeiten (k1, k2, k3) fiir die ‘federnde’ Verbindung der Teile.

Die Piste wird durch eine Sinuskurve
r(t) = ro sin(wot)
modelliert. Der Rumpf ist dann einer externen Kraft
f1(t) = kyrg sin(wpt)

ausgesetzt. Die Frequenz wgy hdngt von der Landungsgeschwindigkeit v ab.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphdnomene

X, Txl %3
T 6x10° N/m 6x10° N/m

300 kg ﬁ/\/b 1300 kg ﬁ/\/b 300 kg

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 261 /320



Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphdnomene

Die mathematische Analyse des Beispiels wird erst am Ende des ndchsten Semesters
gelingen.  Wir zeigen hier aber schon die Lsungen x5 3(t) [m] ber ¢ [s] fir
v =120km/h und v = 108 km/h:

. w,=10,1,=2
x10° 0 o

Wy = 0y, 1y =2

-100

-200

=300
0

Beachten Sie, dass sich die Amplitudén bei den verschiedenen
Landungsgeschwindigkeiten um 7 GréRenordnungen(!!!) unterscheiden.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Motivation: Resonanzphdnomene

Im zweiten Fall tritt ein Resonanzphanomen auf: Wenn die Anregungsfrequenz wg

(nahezu) mit einer der Eigenfrequenzen wy 2 3 des Flugzeugs iibereinstimmt, kommt
es zu gefdhrlich groRen Oszillationen.

Die Nichtbeachtung von Eigenfrequenzen und Resonanz kann z. B. bei Briicken oder
Hochh3usern katastrophale Auswirkungen haben:

Tacoma Narrows Bridge (WA, 1940).
Bild: Prelinger Archives

Weitere Beispiele:

Broughton suspension bridge, Manchester 1831;
Millennium footbridge, London 2000.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Ranking relevanter Webseiten

Betrachte System aus n Webseiten (n groR), teilweise untereinander verlinkt.

Sei ¥ € R", x; > 0,i=1,...,n sei ein Mal fiir die Relevanz der i-ten Webseite,
etwa fiir eine Suchanfrage.

Prinzip: x; hingt von der Wichtigkeit der auf z; verweisenden Webseiten {z;}"_;
ab.

Sei A € {0,1}™*™ mit Eintragen

1 Webseite j verweist auf Webseite i
a; ;=
“ 0 sonst.

Obigem Prinzip folgend kdnnte man dann folgendes Modell verwenden:
T; = Zai,jxj, oder AT =12
Jj=1
Diese (grundlegende) Ansatz liegt Google's PageRank-Verfahren [Brin & Page, 1998]

zugrunde.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition

Um z.B. Resonanzphdnomene zu analysieren, bendtigt man die folgenden Begriffe:

Definition 2.36

Sei A € R™*"™ (oder C™*™). Eine Zahl A € C heift Eigenwert von A, wenn es
einen Vektor v € C", v # 0, gibt, so dass

Av = \v. (2.15)

Jeder Vektor v € C™ \ {0}, der (2.15) erfiillt, heit Eigenvektor von A zum
Eigenwert .

o

Achtung: Auch wenn wir nur reelle Matrizen betrachten: bei Eigenwerten und
Eigenvektoren ldsst man immer auch komplexe Zahlen zu!
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition

Die Richtung eines Eigenvektors wird durch die lineare Abbildung A nicht verdndert
— der Eigenvektor wird lediglich gestreckt.

Das rechte Bild entsteht z. B. aus dem linken durch eine ‘Scherung’ der Leinwand.

Bild: Wikimedia Commons

Der rote Vektor bleibt unverdndert und ist damit ein Eigenvektor zum Eigenwert
1. Der blaue Vektor dndert hingegen seine Richtung und ist daher kein Eigenvektor
der Scherungsabbildung.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Welche reellen Eigenwerte besitzt eine Drehung im Raum um die 21 —Achse, und
welcher reelle Eigenvektor kommt in Frage?

Wie verhilt es sich mit einer Spiegelung in der Ebene an einer Geraden durch 0
und senkrecht zu 7?

Argumentieren Sie rein geometrisch!

Bestitigen Sie, dass A = 1 Eigenwert von A = [ ° *] mit zugehérigem
Eigenvektor v = [2,1]7 ist.

Zeigen Sie, dass jedes komplexe Vielfache des Vektors [1,i]” ein Eigenvektor von
01

B =1[09¢] zum Eigenwert A = i ist.
Formulieren Sie eine allgemeingiiltige Aussage und bestdtigen Sie diese durch
Einsetzen in (2.15).

v

Anmerkung: Bislang wissen wir weder, wie man EW und EV berechnet, noch ob
in den Beispielen alle EW und EV erfasst wurden.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenwerten

Wir benutzen zur Herleitung der Formel fiir die Eigenwertberechnung folgende
Aquivalenzkette:

A € C ist Eigenwert von A € R"*",
< Es gibt einen Vektor v # 0 mit Av = \v.
< Ein Vektor v # 0 l6st das homogene LGS (4 — AI)v = 0.
< det(A— M) =0.

Die Eigenwerte sind also gerade die Nullstellen der Funktion
ca(A) :=det(A — AI).

Diese Funktion ist ein Polynom vom Grad n und wird das charakteristische Polynom
von A genannt.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenwerten

Satz 2.37

Fiir A € R"*™ st das charakteristische Polynom c4(\) = det(A — AI) ein
Polynom vom exakten Grad n mit reellen Koeffizienten und Héchstkoeffizienten 1
oder —1.

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von ca, also die Lésungen der
Gleichung
ca(\) = det(A — AI) = 0. (2.16)

4

Berechnen Sie simtliche Eigenwerte der Matrizen

53] [

(vgl. 2. und 3. Kasten auf S.267).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Berechnung von Eigenvektoren

Sei A Eigenwert der Matrix A. Die zugehdrigen Eigenvektoren von A sind die
(nicht-trivialen) Lésungen des homogenen Gleichungssystems

(A= M)v =0. (2.17)

Zusammen mit O bilden sie einen Unterraum des C”, den sogenannten Eigenraum
von A zum Eigenwert A,

Eig(A,\) :={x € C" : Az = \z}

—{zeC": (A- )z =0}
= N (A~ )

Berechnen Sie samtliche Eigenvektoren zu den Eigenwerten der Matrizen A und B
von Seite 269. J
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Eigenwerte und Eigenvektoren
Ahnliche Matrizen

Definition 2.38

Zwei Matrizen A, B € C™*"™ heilen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix
V € C™*™ gibt, so dass

A=V"'BV. (2.18)

Bemerkungen:

1. Gleichung (2.18) ist dquivalent zu
VA=BV und B=VAV.

2. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Ahnliche Matrizen

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom, wie folgende Rech-
nung zeigt: aus A = V1BV erhalten wir

ca(\) = cy-1py(A) = det(V BV — \I)
=det(V"H(B - AI)V)
=det(V™!) det(B — \I) det V
= (det V)" det(B — \I)det V/
=cp(A).

Wir fassen zusammen:

Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom und damit die
gleichen Eigenwerte.

Die Eigenvektoren zu einem Eigenwert X sind dabei allerdings verschieden: 7 ist
genau dann Eigenvektor von A = V"BV, wenn Vz Eigenvektor von B ist.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Um den Ahnlichkeitsbegriff vollstindig zu verstehen, muss man sich mit Basistrans-
formationen auseinandersetzen. Wir gehen dabei von der Darstellung B = VAV !
von S.271 aus.

Zu einem gegebenen Vektor x ldsst sich V& als Linearkombination der Spalten
v1,..., U, von V schreiben:

Ve =x1v1 + 2212+ ... +T,v,.

Fasst man & als Koordinatenvektor beziiglich der Basis Ay = {v,..., v,} auf, so
ist V& gerade der zugehérige Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis.

Man sagt daher auch, V stellt eine Basistransformation von der Basis %y in die
Standardbasis dar.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Die Abbildung V= macht die Transformation riickgingig und stellt somit eine
Basistransformation von der Standardbasis nach %y dar.

Verifizieren Sie beide Aussagen am Beispiel der Basis # = {\/i§ (1], ==

AL
und des Vektors [\/5] =[5

5 Iz

In B = VAV 'z kann man die rechte Seite nun von rechts nach links wie folgt
lesen:

o Stelle = als Koordinatenvektor beziiglich der Basis #y = {vy,...,v,} dar
(d.h. Multiplikation mit V—1).

® Fiihre die durch B beschriebene lineare Abbildung in den Koordinaten
beziiglich By aus (d. h. Multiplikation mit A).

® Transformiere das Ergebnis wieder zuriick in die Standardkoordinaten
(Multiplikation mit V).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Hintergrund: Ahnlichkeit und Basistransformation

Wir haben somit erkannt:

Ahnliche Matrizen stellen die gleiche lineare Abbildung beziiglich verschiedener
Basen dar.

Folglich besitzen dhnliche Matrizen
® dieselbe Determinante,
® denselben Rang und
® denselben Defekt.

Auch die Aussage von Satz 2.39 wird mit dieser Erkenntnis noch ein Stiick ver-
standlicher.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Diagonalisierbare Matrizen

Definition 2.41

Eine Matrix A € C™*™ heilt diagonalisierbar, wenn A dhnlich zu einer
Diagonalmatrix D € C™*™ ist, d. h. wenn es eine invertierbare Matrix V' € C™"*"
gibt mit

D=V"1AV.

Satz 2.42

| \

Eine Matrix A € C"*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn es n linear
unabhingige Eigenvektoren von A — also eine Basis aus Eigenvektoren von A —
gibt.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Diagonalisierbare Matrizen

Sei A € C"*™ eine Matrix, fiir die eine Basis des C™ aus Eigenvektoren von A
existiert (vgl. Satz 2.42).

Dann kann die Abbildung A beziiglich dieser Basis nur durch Streckungen der
Basisvektoren ausgedriickt werden (Multiplikation mit einer Diagonalmatrix).

Beispiel. Die Matrix A = [_51 _38] besitzt die Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 7

mit den Eigenvektoren v; = [2,1]T und vy = [—4,1]T (vgl. S.269). Es gilt die
Darstellung

-1
B 4 [2 —41[1 02 -4
a=vov= [T 7T

In der Diagonalmatrix D stehen die Eigenwerte und in den Spalten von V die
Eigenvektoren.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Diagonalisierbare Matrizen

Wir widmen uns nun der Frage, wie grol die Dimension des von den Eigenvektoren
einer Matrix A € C™*"™ aufgespannten Unterraums ist.

Insbesondere wollen wir wissen, wann es eine Basis des C™ aus Eigenvektoren von
A gibt.

Wir beginnen mit folgendem Satz:

Gehéren die Eigenvektoren vy, . . ., v, zu verschiedenen Eigenwerten Ay, ..., \.
der n X n-Matrix A, dann sind sie linear unabhingig.

Machen Sie sich dies zumindest fiir den Fall » = 2 klar. )

Wenn es n verschiedene Eigenwerte zur Matrix A € C"*" gibt, existiert also eine
Basis des C", die nur aus Eigenvektoren von A besteht.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Definition 2.44

Die algebraische Vielfachheit v,g()) eines Eigenwerts A von A ist seine
Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ¢4 von A.

Die geometrische Vielfachheit vgeom(A) eines Eigenwerts A von A ist die
Dimension des zugehdrigen Eigenraums dim(Eig(A, A)).

Anmerkung zur Berechnung Um die algebraischen Vielfachheiten zu bestimmen,
muss man nur das charakteristische Polynom c4 kennen. Um die geometrische
Vielfachheiten zu berechnen, reicht die Kenntnis von c4 allein nicht aus.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra summieren sich die algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte einer Matrix A € C™"*" zu n.

Die Summe der geometrischen Vielfachheiten kann dagegen kleiner sein. Es gilt
folgender Satz:

Satz 2.45

Sei A Eigenwert der Matrix A € C™*™ mit algebraischer Vielfachheit v,g(\) und
geometrischer Vielfachheit Vgeom(\). Dann gilt:

1 S Vgeom()\) S Valg(A) S n.

Machen Sie sich am Beispiel der Matrix [2 ] klar, dass die geometrische
Vielfachheit eines Eigenwerts tatsichlich kleiner sein kann als die algebraische.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Vielfachheiten von Eigenwerten

Beim Beispiel im Kasten auf S.280 handelt es sich um einen sogenannten Jordan-
Block, d. h. eine Matrix der Form

c Ran.
1

A

Dieser besitzt nur den Eigenwert A mit geometrischer Vielfachheit 1 und algebrais-
cher Vielfachheit n.

Bestatigen Sie diese Aussagen. Fiir die geometrische Vielfachheit nutzen Sie am
besten die Beziehung

Vgeom(A) = dim(Eig(A, \)) = n — Rang(A — AI).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Diagonalisierbare Matrizen

Diagonalisierbarkeit lasst sich nun mittels Vielfachheiten auch folgendermaRen charak-
terisieren:

Satz 2.46

Eine Matrix A € C™*™ jst genau dann diagonalisierbar, wenn die algebraische und
geometrische Vielfachheit fiir jeden Eigenwert iibereinstimmen.

Sind A1, ..., \, die Eigenwerte und vy, ..., v, zugeordnete Eigenvektoren, die
eine Basis des C™ bilden, so gilt die Darstellung

A=VDV~L

Dabei gilt D = diag(A\1,...,A\n), und vy, ..., v, sind in dieser Reihenfolge die
Spalten von V.

4

Die Matrix A = [ 5 8 ] besitzt die Eigenwerte \; = 1 und Xy = 7 mit den
Eigenvektoren v; = [2,1]7 und v2 = [—4,1]T (vgl. S.269f.). Sie bilden eine Basis
des C? (und in diesem Falle auch eine Basis des R?).
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Mbgliche Konstellationen fiir A € R2%2

Das charakteristische Polynom einer reellen 2 x 2-Matrix A besitzt die Struktur
caA) =N +prA+q  (mitp,g€eR).
In Kombination mit Satz 2.45 ergeben sich verschiedene Méglichkeiten fiir die Eigen-

werte. Es existieren

® entweder zwei verschiedene reelle Eigenwerte A1 und )3, die geometrische
und algebraische Vielfachheit 1 haben. Zu jedem Eigenwert gibt es reelle
Eigenvektoren.

® oder zwei verschiedene konjugiert-komplexe Eigenwerte A; und Ao, die
geometrische und algebraische Vielfachheit 1 haben. Zu jedem Eigenwert gibt
es komplexe Eigenvektoren.

(b.w.)
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Mbgliche Konstellationen fiir A € R2%2

® oder nur einen Eigenwert A, der dann zwangslaufig reell (konjugiert-komplex
zu sich selbst) ist.
Er besitzt die algebraische Vielfachheit 2 und

® entweder die geometrische Vielfachheit 2, d. h. jeder Vektor aus C? ist
Eigenvektor. A ist dann 3hnlich zu AI, d.h. es existiert eine invertierbare
Matrix V' mit zwei linear unabhingigen Eigenvektoren zu ‘lambda als Spalten
sodass

-1 N P
VAV = Al = [0 )\}
® oder die geometrische Vielfachheit 1.

Ordnen Sie die Beispiele von S.269 und S.280 den entsprechenden Fillen zu. ]

Fiihren Sie eine dhnliche Analyse fiir den 3 x 3-Fall durch. (Auf die Unterscheidung
zwischen reellen und komplexen Eigenwerten kénnen Sie dabei verzichten.) J

Gilt Vgeom(A) < vag(A) fiir ein Eigenwert A einer Matrix A € C**™, so ist A nicht
diagonalisierbar. Folgende ‘fast diagonale’ Form existiert aber im allgemeinen Fall:
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Jordansche Normalform

Satz 2.47 (Jordansche Normalform)

Jede Matrix A € C™*"™ st dhnlich zu einer Blockdiagonalmatrix
J = diag(Ja, ..., Js) mit Diagonalblécken der Form

e 1
A Ak . dh A=VvVJV! (2.19)
.
Ak

mit Eigenwerten \i, von A. Zu jedem Eigenwert von A existieren ein oder mehrere
solcher Jordan-Blocke. Ist n; die Dimension des grofiten zum Eigenwert \; von A
gehdrenden Jordan-Blocks, so heit ma(\) = [[;(A — A;)™ das Minimalpolynom
von A, welches das charakteristische Polynom von A teilt. Fiir die Spaltenvektoren
v von V im Indexbereich eines Jordanblocks zum Eigenwert \; gilt

(A= NI v =0 fiirein £ mit 1 < ¢ < n;.

4
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Jordansche Normalform

Bemerkungen:

(1) Die Spalten der Ahnlichkeitstransformation V' in (2.19) heiBen Haupvektoren.
Zu jeden Eigenwert A von A existieren v,g(A) linear unabhangige
Hauptvektoren. Da Hauptvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhingig sind existiert somit eine Basis des C™ aus Hauptvektoren von A.

(2) Im Fall vgeom(A) = vaig(A) sind alle Hauptvektoren von A zum Eigenwert A
auch Eigenvektoren.

(3) Es gilt ma(A) = O und my4 ist das Polynom niedrigsten Grades mit dieser
Eigenschaft. Somit gilt auch c4(A) = O, was auch als Satz von
Cayley-Hamilton bekannt ist.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte spezieller Matrizen

Satz 2.48

Sei A € R" ™. Dann gelten:

® A und AT besitzen dasselbe charakteristische Polynom, also dieselben
Eigenwerte (mit i. A. verschiedenen Eigenrdumen).

® Besitzt A den Eigenvektor & zum Eigenwert )\, dann besitzen
aA, A™ A+ BI,, p(A) =A™ + -+ 1A+ apl,
denselben Eigenvektor x, allerdings zum Eigenwert
aX, A A+ B, p(A) = apA™ + -+ an A + .

® A st genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte von A von 0 verschieden
sind. Ist dann X ein Eigenwert von A mit Eigenvektor x, so ist A\=' ein
Eigenwert von A= mit demselben Eigenvektor x.

Verifizieren Sie einige dieser Aussagen. )
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte spezieller Matrizen

Weiterhin kann man Eigenwerte sehr einfach bestimmen, wenn A bestimmte struk-
turelle Eigenschaften besitzt:

Ist A eine (untere oder obere) Dreiecksmatrix, so sind die Hauptdiagonaleintrige
von A genau die Eigenwerte von A.

Dies trifft insbesondere dann zu, wenn A eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall
sind die Einheitsvektoren zugehérige Eigenvektoren.

Erinnerung/Bemerkung: Eine Diagonalmatrix enthalt nur auf der Hauptdiago-
nalen Eintrage ungleich Null. Sind A1,..., A\, € C die Eintrdge entlang der Diago-
nalen, so schreibt man D = diag(A1, ..., \n).

Bei Dreiecksmatrizen sind alle Elemente ober- bzw. unterhalb der Hauptdiagonalen
gleich Null.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Eine Matrix A € R™*™ heift symmetrisch, wenn A = AT gilt, d.h. die Eintrige
symmetrisch zur Hauptdiagonalen liegen.

Symmetrische Matrizen haben bemerkenswerte Eigenschaften:

Satz 2.50

Ist A € R"*™ symmetrisch, so besitzt A nur reelle Eigenwerte. Es gibt eine
Orthonormalbasis des R", die aus Eigenvektoren von A besteht.

Es gibt also eine Diagonalmatrix D € R™*™ und eine orthogonale Matrix
UeR™ (dh UT =U!), so dass

A=UDUT.

Insbesondere ist A diagonalisierbar.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte orthogonaler Matrizen

Fiir orthogonale Matrizen gibt es ein dhnliches Ergebnis. Beachten Sie aber, dass
die Eigenwerte hier i. A. komplex sind!

Satz 2.51

Ist A € R™"*™ orthogonal, so besitzt A nur Eigenwerte mit Betrag 1. Es gibt eine
Orthonormalbasis des C", die aus Eigenvektoren von A besteht.

Es gibt also eine Diagonalmatrix D € C™*™ und eine unitdre Matrix U € C™*"
(d.h. UH =U1), so dass
A=UDUX.

Insbesondere ist A diagonalisierbar.

vy

Bemerkung: Die Klasse der Matrizen, welche eine Basis aus orthonormalen Eigen-
vektoren besitzen, ist groRer als die der symmetrischen (Hermiteschen) Matrizen.
Genau trifft dies zu fiir normale Matrizen. Diese sind charakterisiert durch die
Eigenschaft

AAT = ATA,  bzw. AAH = AH A,
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte orthogonaler Matrizen

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen

0 O

A= g 1 -3 el ), || e e
- 0 -3 1 *7 | sina cosa

Geben Sie in beiden Fillen eine Darstellung der Form VDV ~! an. Erkennen Sie
die Matrix B von S.269f. wieder?

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 291 /320



Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Hauptachsentransformation

Die durch die Gleichungen

22 g2

—+==1 bzw. y=4(x+1)*+2

4 9
festgelegten Punktmengen erkennt man leicht als Ellipse symmetrisch zu den Koor-
dinatenachsen mit Halbachsen 2 und 3 bzw. nach oben offene Parabel mit Scheit-

elpunkt (zg,ys) = (—1,2).
Dies ist weniger offensichtlich bei
2 2
%+4xy—yz+x—2y=4.

Die Hauptachsentransformation bietet eine Variablensubstitution, mit Hilfe derer
eine Klassifikation quadratischer Funktionen einfach moglich ist.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Hauptachsentransformation

Jede quadratische Funktion ¢ : R™ — R besitzt die allgemeine Form
p(x) =2 Az + b7z + ¢ (2.20)
mit einer symmetrischen Matrix A € R"*", einem Vektor b und einer Zahl ¢ € R.
Beispiel: n =2
d(x1,22) = alef + a122122 + a2,122%1 + a2,2$§ + b1z +bawa +c

Die Aufgabe der Hauptachsentransformation besteht darin, durch einen geeigneten
Basiswechsel im R™ die quadratische Funktion in eine einfache Form zu bringen, an
der man leicht ihren Typ ablesen kann.

Dies ist auch hilfreich bei der Klassifikation von Quadriken (auch Kegelschnitte
genannt), also den Punktmengen

Q={z cR": ¢(x)=0}.
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Hauptachsentransformation

Da die Matrix A ohne Beschrankung der Allgemeinheit als symmetrisch angenom-
men werden kann besitzt diese eine Basis aus orthonormalen Eigenvektoren, d.h.
eine orthogonale Matrix @ mit

QTAQ = D = diag(\1,..., \n)

mit reellen Eigenwerten A1, ..., \,,. Der Hauptteil 27 Ax einer quadratischen Funk-
tion (2.20) heiRt auch quadratische Form. Die orthogonalen Eigenrichtungen der
Matrix A heilen Hauptachsen der quadratischen Funktion.

Fiir die neue Variable y := QT x gilt dann £ = Qv und, mit dem neuen Vektor
d := QTb erhalten wir

¢(x) = x" Az + bl + c = (Qy)" AQy) + b" (Qy) + ¢
=y QTAQy+b"Qy+c=y ' Dy+d'y+c

= Z /\jy? + Zdjyj +c.
j=1 j=1
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Hauptachsentransformation

Als letzter Schritt folgt nun quadratisches Ergdnzen in jeder Variablen y;:

d; \* d?
)\jy]z + djyj = /\j (yj + —]) - ﬁ
J

Mit einer weiteren Substitution z; = y; + QdTJ j=1,...,n erhalten wir
J

$(@) =D Nzg+d =Mz +-+ A2+ d.
j=1

mit )
d:=c— L
=2 I,
Jj=1
Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch fiir die Quadrik
222 —y? + 4oy —224+y—6=0. }
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Quadrikeneinteilung im R2

Alle Eigenwerte von A ungleich Null

z—z + SbLz —1=0 Ellipse mit Halbachsen a,b
2—2 + Zé—j +1=0 leere Menge

2—2 — g—j —1=0 Hyperbel

2?2 +a%y?> =0 Punkt {(0,0)}

2?2 —a?y? =0 Geradenpaar y = +|a|z

Ein Eigenwert von A gleich Null

22 —2py =0 Parabel

22 —a?=0 paralleles Geradenpaar
22 4+a?>=0 leere Menge
2?2 =0 Gerade x = 0 (y-Achse)
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Inhalt

@ Grundlagen

@ Lineare Algebra

2.11 Singuldrwertzerlegung
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Singularwertzerlegung

Auch wenn sie zum Verstdndnis wichtig sind weisen die bisher betrachteten Zer-
legungen bzw. Normalformen fiir Matrizen einige Schénheitsfehler auf:

® Nicht alle Matrizen sind diagonalisierbar, und die Jordansche Normalform
lasst sich bei Rundungsfehlern nicht stabil berechnen.

® Auch bei diagonalisierbaren Matrizen kdnnen Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten nahezu linear abhingig sein, sodass auch hier sich
Rundungsfehler stark bemerkbar machen kénnen.

® In vielen Anwendungen beschreiben Matrizen Daten oder Signale und sind
nicht notwengig quadratisch, d.h. es sind auch Zerlegungen fiir rechteckige
Matrizen nétig.

Die Singularwertzerlegung stellt die fiir die Praxis wichtigste Matrixzerlegung dar,
mit Anwendungen u.a. in der Datenanalyse, Maschinenlernen, Computer-Vision,
digitalen Signalverarbeitung, insbesondere Signal-Rauschentrennung.
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Singularwertzerlegung

Satz 2.52 (Singularwertzerlegung)

Sei A € R™*™ eine Matrix vom Rang r. Dann gibt es orthogonale Matrizen
U e R™™ und V € R™*™ sowie eine ‘Diagonalmatrix’

5 E) g] eR™"  mit %, =diag(o1,02,...,0,) € R™"

und oy > 09 > --- > 0, >0, so dass A die Zerlegung

A=UzVT (SVD)

besitzt.

vy

Die Darstellung (SVD) heit Singuldrwertzerlegung von A (engl. singular value
decomposition).

Die positiven Zahlen o4, ..., 0, nennt man die Singuldrwerte von A.

Schreibt man U = [uy, ug, ..., uy] und V = [vy, va,..., v,], so heiBen u; € R™
bzw. v; € R™ zugehdrige linke bzw. rechte Singuldrvektoren.
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Singularwertzerlegung

Eigenschaften

(1) Darstellung von A als Summe von r Rang-1-Matrizen:
A=UxV' = [u1, Uz, ..., up] [1)1,1)2,...,1),]T = Zaiui'v;
i=1

(2) Es gelten:

e { g i
und O S S
(3)
{ug,...,u.} ist eine ON-Basis von H(A).
{1, .., Un} ist eine ON-Basis von N(AT) = Z(A)*.
{v1,..., 0.} ist eine ON-Basis von R(AT) = N (A
{11y, 00} ist eine ON-Basis von N (A).
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Singularwertzerlegung

Eigenschaften

(4) 0%,...,02 sind die von Null verschiedenen Eigenwerte von AT A bzw. AAT:
Ty Ty T =2 0 T
ATA=VSTsYy —V[OO]V ,

AAT —UssTUT = U [% g] uT.

Insbesondere sind die Singuldrwerte o1, ..., 0, durch A eindeutig festgelegt.
Die rechten Singuldrvektoren vy, ..., v, bilden eine ON-Basis des R™ aus
Eigenvektoren von AT A:
2 .
T ) oiv 1=1,2,...,m,
AA”’_{O i=r+1,...,n
Die linken Singuldrvektoren wuy, ..., u,, bilden eine ON-Basis des R™ aus
Eigenvektoren von AAT:
2 .
T ) ol 1=1,2,...,m,
A4 _{0 i=r+1,...,m.
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Singularwertzerlegung

Eigenschaften

(5) Ist A= AT € R™*" mit von Null verschiedenen Eigenwerten \q,..., \,,
[A1] > - > |A;| >0, dann sind o; = |A;| die Singuldrwerte von A.

(6) Das Bild der (n-dimensionalen) Einheitskugel unter A ist ein Ellipsoid (im
R™) mit Mittelpunkt O und Halbachsen o;u; (o; := 0 fiir i > 7).

(7) Fir A € Rm*n gllt ||A||2 =01.
Ist A € R™" invertierbar, gilt auBerdem ||[A7!||s = o, L.

(8) Analoge Aussagen gelten fiir komplexe Matrizen A = USVH (U, V unitir).
(In (5) ist ‘symmetrisch’ durch ‘normal’ zu ersetzen.)
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Singularwertzerlegung

Anwendung: lineare Ausgleichsrechnung

Die lineare Ausgleichsrechnung fiihrt auf Minimierungsprobleme der Form

b — Az|); — min (2.21)

€Rn
zu gegebener Matrix A € R™*" (m > n) und Vektor b € R™.

Satz 2.53

Es sei A € R™*" eine Matrix vom Rang r mit Singuldrwertzerlegung
A=UsVT =U [’ 9] VT. Dann lést

O O
* E;l 0 T
w—V[O O]Ub

die lineare Ausgleichsaufgabe (2.21). Dariiberhinaus ist * die eindeutig
bestimmte Losung von (2.21) mit minimaler Euklid-Norm.
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Singularwertzerlegung

Matrixnormen

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung einer Matrix A lassen sich optimale Approxi-
mationen an A durch Matrizen niedrigen Rangs konstruieren. Hierzu ist ein Ab-
standsbegriff fiir Matrizen erforderlich. Die in Satz 2.27 eingefiihrten Normen fiir
Vektoren lassen sich auch auf Matrizen verallgemeinern:

Definition 2.54
Eine Matrixnorm ist eine Abbildung

1K™ >Ry, A [|A]l,  die

positiv definit, d.h. ||4| >0 VA € K"*", A # O, sowie
homogen, d.h. [|[@A|| = |o|[|4]| Vo e K, A € K"*™, ist und der

Dreiecksungleichung, d.h. ||[A + B|| < ||A|| + ||B|| VA, B € K"*", geniigt.
Zusatzlich soll sie

submultiplikativ sein, d.h. [[AB| < [|A]l|B| ¥ A,B e K**".
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Singularwertzerlegung

Matrixnormen

Beispiel: Frobenius oder Schur-Norm (A4 = [a; ;1< j<n € K"*™)

" 1/2
Al == <Z |ai,j|2> :

i,j=1

Definition 2.55

Jede Vektornorm || - ||y, im K™ induziert durch
[Az|lv
Allp = max [|Az|ly = max
[[All (max [[Az]ly = mas Tzlv
eine Matrixnorm in K™"*", die von || - ||y induzierte Matrixnorm.
v
Es ist iblich, fiir || - ||y und || - ||as das gleiche Symbol zu verwenden:
® |- |l1 induziert die Spaltensummennorm || A1 = maxi<j<n iy |ai ;|-
® || - ||2 induziert die Spektralnorm ||All2 = \/Amax(AH A).
® || [l induziert die Zeilensummennorm || Al = maxi<i<n D5 |ai -
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Singularwertzerlegung

Matrixnormen

Definition 2.56

Eine Vektornorm || - ||y, und eine Matrixnorm || - ||as sind miteinander vertraglich
(oder passen zueinander), wenn

[Az|v <[ Allmlzllv Vo K", AeK "

gilt.
® Bezeichnet || - ||as die von der Vektornorm || - ||y induzierte Matrixnorm, so
sind || - ||v und || - ||ar miteinander vertriglich.
® || - ||ar ist die kleinste Matrixnorm, die mit || - ||y vertraglich ist: Fiir alle
A e K™ gilt
Al as = min{||A]| : || - || ist mit || - || vertraglich}.
® Die Euklidsche Vektornorm || - ||z ist mit der Frobenius-Norm || - || »
vertraglich, was ||A]|2 < ||A||F fir alle A € K™*™ impliziert.
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Singularwertzerlegung

Singularwertzerlegung: Niedrigrangangapproximation

Satz 2.57 (Schmidt, 1907; Eckart & Young, 1936; Mirsky, 1960)

Fiir eine Matrix A € R™*™ vom Rang r mit Singuldrwertzerlegung A = ULV T
besitzt die Approximationsaufgabe

min{||A — B||z : B € R™*" und Rang(B) < k}
fiir k < r die Lésung

k
Ay = Zaiuivi-r mit ||A—Ak||2 = Ok+1-
i=1
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Singularwertzerlegung

Anwendung Datenkompression

Digitale Fotografien kann man
als Matrizen aus Helligkeits- und
Farbwerten auffassen. Wir
betrachten als Beispiel einen
Ausschnitt aus Albrecht Diirers
Kupferstich Melancholie |
(1514), der ein magisches
Quadrat enthilt.
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Singularwertzerlegung

Anwendung Datenkompression

¢ Die Bildinformation ist in einer Pixelmatrix A der Dimension 359 x 371
gespeichert, deren Eintrdge — ganze Zahlen zwischen 1 und 64 — verschiedene
Graustufen reprisentieren.

® Wir approximieren A durch Matrizen niedrigen Rangs k (vgl. Satz 2.57). Im
technischen Berechnungssystem MATLAB geschieht dies bspw. durch die
Anweisungen

load detail.mat;

[U,s,V] = svd(4);

Ak =U(C,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)?;

image (X_k), colormap(’gray’), axis(’image’), axis(’off’)
® Zur Speicherung von Ay sind im Wesentlichen

k(m + n) = 730k
Zahlen erforderlich; die volle Matrix A erfordert

mn = 359 - 371 = 133189
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Original
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Singularwertzerlegung

Anwendung Datenkompression

Als MaRe fiir die Qualitdt der Kompression kann man den relativen Fehler

||A - Ak:||2 _ Ok+1
[ All2 o1

sowie die Kompressionrate

Speicherbedarf von A, k(m+n)

Speicherbedarf von A~ mn

heranziehen. In diesem Beispiel:

k | Relativer Fehler oj11/01 | Kompressionsrate
10 0.0666 0.055
20 0.0528 0.110
40 0.0382 0.219
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Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

Wiinschenswerte Eigenschaften von Suchmaschinen:
® Geschwindigkeit

® Moglichst viele relevante Dokumente (Webseiten). Wird als Prizision
(precision) bezeichnet.

® Moglichst wenige relevante Dokumente fehlen. Wird als hoher Riicklauf
(recall) bezeichnet.

Die Leistungsfihigkeit moderner Suchmaschinen beruht auch auf effizienten Algo-
rithmen der (numerischen) linearen Algebra.

Beispiel: Google's PageRank Algorithmus beruht auf der Berechnung des Eigen-
vektors zum groBten Eigenwert einer Matrix, deren Dimension der Anzahl der in-
dizierten Webseiten entspricht, d.h. mehrere Milliarden. Effiziente Implementierung
erfordert Techniken der Informatik (Datenhaltung, schneller Zugriff), Mathematik
(Aufdatierungstechniken bei kleinen Anderungen der Matrix) und viele Heuristiken.

Wir betrachten hier eine weitere Suchtechnik: latent semantic analysis (LSA).
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Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

® Die ersten Suchmaschinen: Priife Dokumente auf Enthaltensein des
Suchbegtiffs, z.B. Mark Twain.
Nachteile: langsam, findet Synonyme nicht, z.B. Samuel Clemens.

® \ektorraummodell aus Termen und Dokumenten.

® Grundgesamtheit von m Begriffen (ein oder mehrere Worte) in einem
Woérterbuch (dictionary).

® Jedes Dokument wird als Vektor im R™ reprasentiert; i-te Komponente
kodiert die Wichtigkeit des i-ten Termes in diesem Dokument.

® 1 Dokumente, als Spalten einer Term-Dokument-Matrix A € R™*"
angeordnet.

® Beispiel: Testdatensatz Cranfield, bestehend aus ca. 1400 Kurzfassungen
von Texten {iber Luftfahrt.
http://www.cs.utk.edu/"1si unter "Corpora",
http://www.cs.umd.edu/users/oleary/SCCS/supp/lsil
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Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

Suchanfrage nun deutlich schneller:
1. Bestimme Index i des Suchbegriffs im Worterbuch

2. Fiir jedes Dokument (1 bis n): priife anhand von a;; ob Dokument j fiir
Suchbegriff ¢ relevant (relativ zu anderen Eintrdgen in Zeile ¢ von A).

Schritt 1 kann effizient implementiert werden durch binire Suche, wenn das Worter-
buch alphabetisch sortiert ist.

Schritt 2 kann auf einen Schlag geschehen durch die Matrixoperation
qTA7 q = 6€;.

Interessiert man sich fiir Begriff ¢ und Begriff j, so kann man ¢ = e;+e; verwenden.
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Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

® Angenommen wir stufen fiir Anfragevektor q die £ Dokumente mit den
groRten Werten im Zeilenvektor g A als relevant ein.
® Sei r die Anzahl der hiervon fiir Anfrage g tatsiachlich relevanter Dokumente.
® precision: P(£) =1/
(niedrig, falls viele irrelevante Dokumente geliefert).
e recall: R(¢) = r/(#tatsachlich relevanter Dokumente)
(niedrig, falls viele relevante Dokumente iibersehen werden)
® Ein Graph von P(¢) und R({) als Funktion von ¢ illustriert wie erfolgreich
relevante Dokumente gefunden werden.

Beispiel: Bei einer Dokumentensammlung aus 5 Dokumenten seien Dokumente
2,3 und 5 fiir eine Anfrage relevant, die Anfrageberwertung liefere

q'A=16,3,1,2,10].
Wir erhalten
1, R(1) =1/3,
P(2) =1/2, R(2) =1/3.
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Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

® Problem: verschiedene Begriffe fiig gleiche/verwandte Konzepte. Diese
Werden durch Priifen auf Auftreten nicht gefunden.

® Verschiedene Sprachen; unterschiedlicher Fachjargon (Herzanfall,
Myokardinfarkt)

® |dee: Enthalten viele Dokumente die vier Begriffe Mark, Twain, Samuel,
Clemens, so kann man auf eine Verwandtschaft schlieRen.

® Beispiel:

Begriff | D1 D2 D3 D4 D5
mark 20 31 O 5 2
twain 5 65 0 30 1
samuel 5 4 6 10 O
clemens | 10 20 40 43 0
europe 30 10 25 52 70

Dokumente D1, D2, D3 und D4 sind relevant fiir die Anfrage Mark Twain
Europe, aber auch fiir die Anfrage Samuel Clemens Europe. Letztere hitten
wir mit dem reinen Vektorraummodell nicht entdeckt.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 316 /320



Singularwertzerlegung

Anwendung LSA

LSA:

Ersetze A durch A € R™*™, Rang(Ay) = k < min{m, n}.

Bestapproximation an A durch Matrizen vom Rang k durch abgeschnittene
Singularwertzerlegung:

A=A+ B, Bz = [|A = Axllz = ok4a

falls o; die Singuldrwerte von A bezeichnen.
Bewertungen fiir Anfrage q: q ' Aj, anstelle von g A, kleiner Fehler ¢ " E.

Idee: Approximation entfernt ‘Rauschen’ aus der Matrix, etwa die Variation
der Bezeichnungen fiir dieselben Inhalte.

k nicht zu klein, da sonst Spalten (Dokumente) zu dhnlich (zuviel Rauschen).

k nicht zu groR, da Effekt sonst nicht eintritt (und Speicher-/Rechenaufwand
zu groB).

D. P. O'Leary: What's the Score? Matrices, Documents, and Queries
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Singularwertzerlegung

Weitere Anwendungen

Bildentzerrung (image deblurring)

Gesichtserkennung

Maschinenlernen

Datenanalyse

Signaltrennung (Cocktail Party Problem)

® Rauschunterdriickung

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik | Winterersemester 2019/20 318 /320



Ziele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen/Selbststudium):

wissen, was die Begriffe Vektorraum, Unterraum, Basis und lineare
Unabhangigkeit bedeuten,

diese Vorstellungen insbesondere im Fall des K™ sicher anwenden kdnnen,

sicher mit Matrizen rechnen kdnnen und den Zusammenhang zwischen
Matrizen und linearen Abbildungen kennen,

Dimension von Kern und Bild (Rang) einer Matrix (linearen Abbildung) sicher
bestimmen kdnnen,

lineare Gleichungssysteme sicher von Hand I6sen kénnen und sicher iiber die
Anzahl der Loésungen entscheiden kdnnen,

Determinanten moderater GroRe sicher berechnen kénnen und anhand der
Ergebnisse iiber die eindeutige Losbarkeit von LGS entscheiden kdnnen,

wissen, was man unter Invertierbarkeit von Matrizen versteht und welche
Beziehungen zur eindeutigen Ldsbarkeit von LGS bestehen,

die Inverse fir kleinere Matrizen sicher berechnen konnen,
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Ziele erreicht?

(Fortsetzung)

® (iber Skalarprodukte, Orthogonalitit, Langen- und Winkelmessung
bescheidwissen (vor allem im Fall K™),

® Kreuz- und Spatprodukt sicher berechnen kdnnen und iiber deren
geometrische Interpretation bescheidwissen,

® | agebeziehungen von Punkten, Geraden und Ebenen im Raum sicher
analysieren kdnnen.

® (iber die Zusammenhinge zwischen Matrizen und linearen Abbildungen
bescheidwissen,

® einfache geometrische Transformationen wie Drehungen und Spiegelungen
mit Hilfe orthogonaler Matrizen beschreiben kdnnen,

® wissen, was orthogonale Matrizen charakterisiert,

® die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und Vielfachheit tiefgreifend verstanden
haben,

® Eigenwerte und Eigenvektoren sicher berechnen kénnen, ggf. auch unter
Beachtung der Matrixstruktur,

® wissen, was es mit Basen von Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit auf sich
hat.
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