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Aufgabe 1.1

Man bilde zu folgenden reellen Funktionen die Umkehrfunktion und
zeichne die Graphen von Funktion und Umkehrfunktion jeweils in
ein und dasselbe Diagramm.

(a) f(x)=1+Inx, (b) f(x)zi—ﬂ.
Wiederholung: Sei f : A — B eine Funktion.

> f heiBt surjektive, falls die Gleichung f(x) = y fiir jedes
y € B mindestens eine Losung x € A besitzt, d.h.

VyeBdxeA: y=f(x)

» f heiBt injektive, falls die Gleichung f(x) = y fiir jedes y € B
hochstens eine Losung x € A besitzt, d.h.

Vxi,x0 € A: y =1f(x1) = f(x2)

> f heiBt bijektive, falls f surjektive and bijektive ist.



Losung: Algemeine Vorgehensweise:

» Die Funktionsgleichung y = f(x) l6sen wir nach der Variablen
x auf.

» Im Anschluss vertauschen wir x und y.
(a) Aus y = f(x) =1+ Inx folgt
y=1l+IhxeIhx=y—-1&y=exp(x—1)
also f71(x) = <1
(b) Beachte: x = 1 nicht definiert. Aus f(x) = X1 folgt

yx—1)=x+1<= —y—-1=x(l—-y) = x=——

— x+1
also f(x) = f(x) = 24



TOT = 55

f(@) = 14+In(x)

x—1
Figure: f(x) = 1+ In(x), f71(x) = exp






Aufgabe 1.2
Zeichnen Sie den Graphen von f(x) = 2sin 5. Wie andert sich der
Graph einer Funktion f : R — R, x +— f(x) beim Ubergang zu

(a) x — f(kx), (b) x — kf(x)?

Unterscheiden Sie dabei die Falle k > 0 und k < 0.

Losung:

(a) x — f(kx): Streckung bzw. Stauchung (in x-Richtung) fiir
0 < k| <1bzw. 1 <|k|.
Fir k < 0 kommt Spiegelung an y-Achse hinzu.

(b) x — kf(x): Streckung bzw. Stauchung der Amplitude (also in
y-Richtung) fir 0 < |k| <1 bzw. 1 < |k|.
Fir k < 0 kommt Spiegelung an x-Achse hinzu.



.
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Figure: f(x) = 2sin(x/2)
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Figure: g(x) = 2sin(3x/2), k=3



Figure: h(x) = 2sin(—3x/2), k = -3



Figure:
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Figure: gl(x) = 2sin(—x/4), /k = —=1/2



Figure: f1(x) =2/3sin(x/2), /k =1/3



Figure: f2(x) = —2/3sin(x/2), /k = —-1/3
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Figure: £3(x) = 3sin(x/2), /k =3/2



Figure:



Aufgabe 1.3

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der folgenden reellen
Funktionen und geben Sie jeweils den Wertebereich an. Sind die
angegebenen Funktionen beschrankt?

(@) f(x)=%a#0, (B)f(X)=zoqm (9

f(x) = arctan (%) x> 0.



a ur a > 0 1st 7(x) streng monoton fallend aut (—00,0) un
Fi 0ist f fallend auf 0 d
(0,00) - aber nicht auf R\ {0}.

Fiir a < 0 ist f(x) streng monoton wachsend auf (—oo,0) und
(0, 00) - aber nicht auf R\ {0}! Nachweis wie oben, evtl.
zusatzlich Skizze.

Wertebereich jeweils Wy =R\ {0}.









(b)

Es gilt f(x) = X2_61X+10 = (X_§)2+1. Da (x — 3)2 + 1 streng
monoton fallend auf (—o0, 3] und streng monoton wachsend

auf [3,00) ist gilt es fiir f genau umgedreht:

f streng monoton wachsend fiir x < 3 und streng monoton fallend fi

Der Wertebereich ist Wy = (0, 1].

arctan x ist streng monoton wachsend auf R. Betrachten also

2x2 4+3x +1 3 1
=244
X X X

Fur x > 0 ist dies streng monoton fallend. Also ist f streng
monoton fallend.

Der Wertebereich ist (arctan2,7/2).



Figure: f(x) = arctan(x)



Aufgabe 1.4

(a) Sind die angegebenen reellen Funktionen gerade bzw.
ungerade?

fi(x)=e%, f(x) = x>+ 7x, f3(x) = xsinx,
fa(x) = x(e* 4+ 7).

(b) Sind folgende Funktionen periodisch? Geben Sie, falls
moglich, die primitive Periode an.
fi(x) = cos(2 — mx), fo(x) = —es¥,
f3(x) = sinx +cosmx, fi(x) = In(2sin® x + 1).

Losung
(a) Wiederholung: Sei f: D — R eine reelle Funktion mit dem
Definitionsbereich D C R.
» Die Funktion f heiBt gerade, wenn fiir alle x € D gilt:
f(x) = f(—x).
» Eine Funktion f heiBt ungerade, wenn fir alle x € D gilt:
f(x) = —f(—x).



. Weder noch, da
f(—x)=e * # e =1(x)

und
f(—x)=e * # —eX = —f(x).

. Ungerade, da

. Gerade, da
f(—x) = (—x) sin(—x) = x sin(x) = f(x).

. Ungerade, da



(b) Wiederholung: Periodische Funktion: f : R — R heiBt
perdiodisch, falls ein k > 0 existiert, so dass f(x + k) = f(x)
fiir alle x € R. Primitive Periode p ist, falls existend, kleinstes
solches k, also

p=min{k >0:f(x+ k)= f(x) V¥xeR}

(1) Periodisch mit primitiver Periode p = 2: cos hat die primitive
Periode 27, d.h., es gilt

cos(2 — mx) = cos((2 — mx) + 27) = cos(2 — w(x — 2)).



(2) Periodisch mit primitiver Periode p = 7: es gilt wieder mit

der primitiven Periode 27 von cos, dass
cos(4x) = cos(4x + 27) = cos(4(x + 0.57)),

was zu f(cos(4x)) = f(cos(4(x + 0.57))) fiihrt.

(3) Nichtperiodisch, da sin x periodisch mit p; = 27 und cos 7x
periodisch mit p, = 2, aber es existieren keine n,m € N, so
dass 2nm = 2m.

(4) Periodisch mit p = 7: die Funktion sin(x) hat die primitive
Periode 7 , damit folgt das Resultat analog zu oben.



Aufgabe 1.5

Zeigen Sie, dass fiir gerade Funktionen f ;g : R — R auch alle
Funktionen vom Typ f + Ag mit A\ € R wieder gerade sind. Was
lasst sich damit iiber die Summe und Differenz von f und g sagen?
Losung: Es seien f und g gerade, d.h., es gilt f(x) = f(—x) und
g(x) = g(—x) fiir alle x € R. Es sei weiterhin A € R. Wir
definieren h(x) := f(x) + Ag(x) und erhalten fiir x € R

h(—x) = f(—x) + Ag(—x) = f(x) + Ag(x) = h(x).

Also ist h = f + Ag ebenfalls eine gerade Funktion. Daraus folgt:
Summen und Differenzen von geraden Funktionen sind wieder
gerade.



Aufgabe 1.6
Gegeben ist die Funktion f : R — R,

2—0x ..
Flx) = %, fiir |x| # 1;
0, fir |x| = 1.

Berechnen Sie, sofern existent, die Grenzwerte

im (), lim (), lim £(x).

x—14+
x—|>lr—n1+ f(X)’ x—|>ITl— f(X)7 xl—l>n11 f(X)

Was lasst sich damit iiber die Stetigkeit von f sagen?
Losung: Es gilt

x*—2x+1  (x—-12  x-1
x2—-1  (x=1)(x+1) x+1

Damit folgt



(1) limysiy F(x) = limessop F(1+€) = lime04 552 = 5 =0.

Oder abgekiirzt:

xiT+ f) = XILT+ i :L 1 - g =0
(2) Analog:
Jm 700 = i, FL-e)= g o = =3 =0
Oder abgekiirzt:
i 0= lip S5 =5 =0

(3) Da limy_1- f(x) = limy_14 f(x) = 0 folgt limy_; f(x) = 0.



(4) limys 14 F(x) = limeor F(—1+¢) = lim. o, =52 = 22 =

—0Q.

Oder abgekiirzt:

im 76 = i X = = e
(5) Analog:
lim ()= lim F(-1-<) = fim ~T2 =2 = oo
Oder abgekiirzt:
X_IjTl_ f(x)= X_'j_ml_ i; 1 = % = +o0.

(6) Da limy__1_ f(x) # limy_,_14+ f(x) existiert limy_,_1 f(x)
nicht.



Aufgabe 1.7

In welchen Punkten sind folgende Funktionen stetig? Untersuchen
Sie insbesondere die Grenzwerte fiir x — 0 und x — 1 und
skizzieren Sie auch die zugehorigen Graphen.

X, fiir x > 1.

(a) f(x) = { VX, fir0<x <1,

07 f[jrx S O,.
(b) F(x) =4 L firo<x<1;,
17 fijrx > ]_



Losung;:
(a) Einzige mogliche Unstetigkeitsstelle ist x = 1. Linktsseitiger

Grenzwert ist limy_,;— f(x) = (1) = 1. Fiir rechtsseitigen
Grenzwert gilt

lim f(x)= lim x=1.
x—1+ x—1+

Also ist f lberall stetig.

(b) Mogliche Unstetigkeitsstelle sind x = 0 und x = 1. Es gilt
limy—o— f(x) = f(0) = 0 und

1
lim f(x)= lim =x?=0.
X—I>n(;]+ (X) X—I>r{)]+ 4X

Weiterhin gilt limy_,1— f(x) = f(1) = % und

lim f(x)= lim 1=1.
x—1+ x—1+

Damit ist f in x = 1 unstetig und sonst liberall stetig.
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Aufgabe 1.8

Wie miissen die Konstanten «, 5 € R gewahlt werden
f:R—R,

s
25

f(x)=Qasinx+ 3, firl|x| <%,

—2sin x, fiir x < —

Cos X, fir x > 3.

liberall stetig ist?

, damit



Losung: Mogliche Unstetigkeiten nur in +=7. Wahle «, 3 so, dass
rechts- bzw. linksseitiger Grenzwerte mit Funktionswert
ubereinstimmt:

lim f(x)éf(—g) und  lim f(x)—f()

_z ™ _
X——5+ ﬁQ

Also:

lim asmx+ﬁ—asm——+ﬁ——a+ﬁ——2s|n_g:2,

x——Z4

und
lim asinx+,8:asinz+ﬁ:a+ﬁécosi = 0.
X—5— 2 2
Folglich ist

a—fp=-2, a+ 6 =0,

zu losen. Z. B. mit a = —( einsetzen in erste Gleichung:
—28 =—-2. Esfolgt 5=1und a = —1.
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