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Aufgabe 4.1

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen an der Stelle xog = 0 auf
Differenzierbarkeit.

(a) f(X):{xsinX, fir x #0,

0, fuir x=0.
x? sin %, fur x #0,
(b) f(x)_{ 0, fir x=0.

Wiederholung: Sei f : Dy — R eine reellwertige Funktion und
xg € Dr innerer Punkt von Dr.

Dann heiBt f differenzierbar an der stelle xg, wenn der Grenzwert

f'(x0) == lim f(x) — f(x0) — lim f(xo + h) — f(x0)

X—>X0 X — X0 h—0 h

existiert.



Aufgabe 4.1

Losung:
(a)

. 1 .
| xsing, fir x#0,
Fi) = { 0, fir x=0.

e Wir betrachten den Grenzwert des Differenzenquotienten an
der Stelle xg =0
f(xo+h)—f(x) hsin 3 — 0

[im = lim ——>—— = |im sin—.
h—s0 h h—s0 h h—s0 h

Aus der Vorlesung wissen wir: limy__,qsin % existiert nicht
(Folie 101). Folglich ist f in 0 nicht differenzierbar.



Aufgabe 4.1

(b)

xzsin%, fir x #£0,
f(X)_{ 0, fir x=0.

e Wir verfahren analog und erhalten fiir xo = 0.

— hsinl—0 1
im fOoth) = Ffbo) o hsing =0 a0 L
h—0 h h—s0 h h—0 h

e (WH: Produkt aus beschrankter und Nullfolge). Damit ist f
in xo = 0 differenzierbar und es gilt f'(0) = 0.



Aufgabe 4.2

Ist die Funktion f(x) = a|x|x* mit a € R iiberall differenzierbar?
(Hinweis: wie vorherige Aufgabe.)
Losung:
e Einzige problematische Stelle ist xp = 0. Argumentation lber
Differenzenquotienten liefert

. f(xo+ h)—f(x) . a|h|h4—0
lim = lim ———
h—0 h h—s0 h

= lim alh|h®=0.
h—0

Also ist f Uberall differenzierbar



Aufgabe 4.3

Bestimmen Sie alle Konstanten «, 8 € R , so dass die folgende
Funktion auf ganz R differenzierbar ist:

ax, x <0,
f(X):{sz x > 0.

Losung:
e Wie missen «, 3 gewahlt sein, damit f stetig?

lim f(x)= lim ax=0. lim f
x—0— x—0— x—0+

Also limy_o— f(x) = limy_04 f(x) = f(0) = 0.
Dann fiir beliebige «, 8 € R, f ist stetig.
e Einzige problematische Stelle fiir Differenzierbarkeit ist xg = 0.

Links- und rechtsseitiger Grenzwert fiir Differenzenquotienten
mussen gleich sein:

— i 2 _
(x) = XL%+ Bx* =0.

. f(0+ h) — f(0)
lim — m .
h—s0+ h h—0+ h




Aufgabe 4.3

e Es gilt
m _f(0 h)—f(O): ! _—ah—OZa
h—0+ h h—s0+ h
e und
_ 2 _
jim (O =FO) o B0 sh o)
h—s0+ h h—0+  h h—s0+

e Also muss ’ a=0und € R‘ gelten, damit f uberall
differenzierbar ist.




Aufgabe 4.3
Graphisch fira=1und =1
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Aufgabe 4.3

Graphisch fira =0und § =1
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Aufgabe 4.4

(a) Lasst uns bestimmen die Gleichung der Tangente t an den
Graphen von f(x) = Inx an der Stelle x = 2.

e fi(x)=1, x>0

e Anstieg m der Tangente t(x) = a + mx gegeben durch
Ableitung in x =2: m = f'(2) = 1.

e Also t(x) = a+ 3x.

e Es bleibt a zu berechnen mittels a. An der stelle x = 2 muss
gelten t(2) = f(2):

|

1
t(2)if(2)<:>a+§.2zln2<:>a:|n2fl.

1 1
Damit folgt | t(x) =In2 — 1+ X = In2+ 5(x—2) :




Aufgabe 4.4

(b) An welchen Stellen verlauft die Tangente an den Graphen von
g(x) = x? parallel bzw. senkrecht zur Tangenten t aus

Aufgabenstellung (a)?

Hinweis: Die Graphen zweier linearer Funktionen
hi(x) = mix + ¢;, i = 1,2, stehen senkrecht aufeinander,
wenn fiir deren Anstiege die Beziehung my = _m% gilt.

Losung;:
» Fall: parallel.

e Anstiege der Tangenten miissen gleich sein. Wir suchen also

x, so dass g'(x) = f'(2) = 3.
o Esgilt g'(x) = 2x.
e Also

g'(x)=f'(2) <= 2x =

e Also ist die Tangente an g in | x

aus Aufgabe a).
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parallel zur Tangente t



Aufgabe 4.4

» Fall: senkrecht.

e Aus Hinweis wissen wir: wir suchen x mit g’(x) = — 45
e Aus g'(x) = 2x folgt

gx)="2=2x=-2x=-1

e Also ist die Tangente an g in senkrecht zur Tangente
t aus Aufgabe a).

Wiederholung

(x") = nx""t, neQ.
Fira>0, a8 =

= eX"2. Dann
(&) = (") = Ina.eX"? = 3*.Ina.
e (sinx) = cosx.
e (cosx) = —sinx,
e (tanx) = 2

cos? x



Wiederholung

Seien f,g : D — R. Dann
o (f+g)(x) =f'(x)+g'(x), x€D.
o (fg)(x) = f'(x)g(x)+ f(x)g'(x), x € D.
o (£) (0= "RELEW e p, g(x) £ 0.

g2(x
Aufgabe 4.5
(a) f(x) =% =42x71. Esfolgt f/(x) = —42x 2 = -4,
(b) f(x) = = Xfl/z = x%/2_ Es folgt
) — a7/ i

(c) f(x) = x*—6x3+5x2 —3x + 42 und es folgt
f'(x) = 4x3 — 18x° + 10x — 3.
e Schwerpunkt: Differentiationsregeln fiir Potenzen von x bzw.
Ableiten von Polynomen.



Aufgabe 4.6

(a) f(x) = (2x? + 4x)(3x> — 2x? + 3x). Nach Produktregel folgt:
f/(x) = (4x +4)(3x> — 2x% + 3x) + (2x® + 4x)(9x* — 4x + 3).
(b) f(x) = (4ax? + x)V/x3, a € R. Nach Produktregel folgt:
f/(x) = (8ax 4+ 1)V'x3 + (4ax? + x)g\/; = V/x(14ax? + gx).
(c) f(x)=x"a*,a>0,neN.
f'(x) = nx"1a¥ + x"a¥Ina = x"La*(n + xIn a).

e Schwerpunkt: Produktregel.



Aufgabe 4.7

(a) f(x) = 25'”’;# Mit Quotientenregel folgt

(2 cos x — sin x)x? — 2x(2sin x + cos x)

fl(x) =

4
X
x(2cos x — sin x) — 2(2sin x + cos x)

x3

(b) f(x) = €2E"X. Wieder mit Quotientenregel folgt
(¥ + 1) sinx — (X + Inx) cos x

sin? x

f'(x) =

() F(x) =34
2x(x —3) — (x*+1)  x?>—6x—1

== 3z ~ -9

e Schwerpunkt: Quotientenregel.



Aufgabe 4.8

(a) f(x) =sin(x?). Mit Kettenregel folgt
f'(x) = 2x cos(x?).
(b) f(x) = +/(x?+ 4x)3. Wieder mit Kettenregel folgt:

1

! = X X2 X2.—
) = 3@ A+ 4 s

= (Bx+6)Vx%+ 4x.

(c) f(x) =In(tan x). Wieder mit Kettenregel folgt

f'(x) = : ! (1 + tan® x) = cot x + tan x.
an x

e Schwerpunkt: Kettenregel.



Aufgabe 4.9

(a) Fir x >0, es folgt _
f(x) = (2x)*"* = exp(In[(2x)*"*]) = exp(In(2x) sin x). Mit
Ketten-und Produktregel es folgt
f'(x) = (In(2x)sin x)" exp(In(2x) sin x)
= [(In(2x))"sin x + (sin x)" In(2x)] exp(In(2x) sin x)

= <)1< sin x + In(2x) cosx) exp(In(2x) sin x).

(b) Fiir 0 < x < I, es folgt f(x) = y/x™"* = x2tanx —

tan x

exp (In (X% > = exp (% tan xIn x) .

Mit Ketten-und Produktregel es folgt

fiix) = Vx™"* <1tanx+;'”(x) : >

2x cos? x

1 tnx (tanx Inx
= —X 2 + .
2 X cos? x

Schwerpunkt: Exponentialtrick bzw. logarithmisches Differenzieren




Aufgabe 4.10

Wie lautet die k-te Ableitung von
(a) f(x) =e™, aeR, (b) f(x) = xe*?

Losung:
(a) k-te Ableitung von f(x) = e®, a € R.

f'(x) = ae™, f"(x)= a%e™, f(3)(x) = a%e™,

f(4)( )*a e f(k)( )*akeax )

(b) k-te Ableitung von f(x) = xe*

f’( )= (x+1)e*, "(x) = (x +2)e
G)(x) = (x+3)e", FP(x)=(x+4)e"

f(k)(x) = (x + k)e*




Aufgabe 4.11

Bestatigen Sie (arctan x) = ﬁlﬁ mit Hilfe des Satzes liber die
Umkehrfunktion.

Wiederholung: (f~1(x)) = (f’(ffl(x)))fl, oder kurz

(F1y = (Fof )"

Losung: Da arctan x Umkehrfunktion von tan x ist und
(tanx)' = 1+ tan? x, folgt

, 1 1

t = = .
(arctan x) 1+ tan?(arctanx) 14 x2




