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Aufgabe 1.1

Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extrema der folgenden
Funktionen.

(a) £:(0,10] » R, f(x)= =2

X

(b) g:(0,00) = R, g(x) = H2tl,

Losung:

(a) f(x)=3— 2 fiihrt auf f'(x) = % > 0.
Also ist f monoton wachsend. Ein Minimum existiert damit
nicht auf Df = (0, 10], da insbesondere limy_,04 = —oc.

Das globale Maximum wird bei x = 10 erreicht
(f(10) = 14/5).



(b) g(x) =x+2+ % filhrt zu g'(x) = 1— % und g"(x) = & > 0.
Es folgt g/(x) = 0 fiir x =1 mit g”(1) =2 > 0. Also ist in
x =1 ein lokales Minimum.
Weiterhin erhalten wir limy_0g(x) =0+ 2+ 0o = +00 und
limy—1008(x) =00+240=+c0.

Damit hat g in x = 1 auch globales Minimum. Ein
lokales/globales Maximum existiert nicht.



Aufgabe 1.2

Fiihren Sie fiir folgende Funktionen eine Kurvendiskussion (Null-
und Polstellen, lokale Extrema, Wendepunkte, Verhalten im
Unendlichen bzw. am Rand) durch.

(a) F:R—=R, f(x)=
b

(b) f:R\{-1,1} > R, f(x)=2%%L
() fR-R, f(x)=x2e>
(d) f

’

d) f:(0,00) =R, f(x)=x(Inx).



()

>

f:R—R, f(x):XQ’;_1

Ableitungen: f'(x) = 2+1)2 und f"(x) = (2;23;16;; und
) - 523

Nullstellen: f(x) =0in x =0.

Polstellen: Keine Polstellen.

Lokale Extrema: f'(x) =0in x =1 und x = —1.

(1) = —3 <0 und f’(~1) = 5 > 0.

Damit lokales Maximum in (1, 1) und lokales Minimum in
(_17 _%)

Wendepunkte: f”(x) =0 <= 2x3 —6x=0in x =0 und
X = :I:\/ﬁ.

f///(o) —_6 7& 0, f”/(ﬁ) _ f’”(—ﬁ) — % 7& 0

Damit Wendepunkte in (0,0), (v/3,3v/3) und (—v/3, —1/3).
Verhalten im Unendlichen:

limy— 0o F(x) = 0 = limy_ 400 F(X).

Damit sind lokale Extrema auch globale Extrema.



1 /4%

_1/_41\7§

f(x) =

x
x2+1




(b) F:R\{-1,1} 5 R, f(x)=54

x2—1"
» Ableitungen: f'(x) = (ng){)z und (x) = (132{5@ (und
F(x) = —24 L5

» Nullstellen: f(x) =0 <= x>+ 1=0, aber x>+ 1> 0. Es
gibt also keine Nullstellen.

» Polstellen: in x =1 und x = -1
> Lokale Extrema: f'(x) =0in x=0. f”(0) = -4 < 0.
Damit lokales Maximum in (0, —1).

» Wendepunkte: f”(x) =0 <= 12x2 +4 > 0, also keine
Wendepunkte.

» Verhalten im Unendlichen:






(c) f:R>R, f(x)=x2e",

> Ableitungen: f/(x) = (2x — 2x3)e™" und
f(x) = (4x* — 10x% + 2)e~" und
F(x) = —(8x5 — 36x3 + 24x)e ™

» Nullstellen: f(x) =0in x = 0.

> Polstellen: Keine Polstellen.

> Lokale Extrema: f/(x) =0 <= 2x — 2x3 = x(2 —2x?) =0
inx=0, x==+1.
f""(0) = 2 > 0 (lokales Minimum) .
f"(1) = —% < 0 (lokales Maximum)
f"(—1) = —2 < 0 (lokales Maximum)

Also lokales Maximum in (—1,1/e) und (1,1/e) und lokales
Minimum in (0, 0).



> Wendepunkte: f”(x) =0 <= 4x* — 10x> +2 =0, Iosen
der biquadratischen Gleichung liefert Wendepunkte in
X = %4/ 75+21/ﬁ und x = £+ 757}1/ﬁ.
Denn Nullstellen der dritten Ableitung gegeben liber

Nullstellen von 8x®> — 36x3 + 24x. Diese sind x = 0 und
X:i\/% X:i\/%.

» Verhalten im Unendlichen:
limy——oo F(x) = 0 = limy_ 400 F(X).
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(d)

| 2

f:(0,00) = R, f(x)=x(Inx)2

Ableitungen: f'(x) = (2+ Inx)Inx und f”(x) = 2(Inx + 1)
und f”(x) = —2nx

Nullstellen: f(x) =0 <= Inx=1inx=1.

» Polstellen: Keine Polstellen.

> Lokale Extrema: f'(x) =0inx=1 (Inx=1) und x = e~

2
(24 Inx =0).

(1) = 2 > 0 (lokales Minimum) .

f"(e=2) = —2e? < 0 (lokales Maximum)

Also lokales Maximum in (1,0) und lokales Minimum in
(e72,4e72).

Wendepunkte: f’(x) =0 <= Inx+1=0<= x=e"
und f(1/e) = 2e? # 0, also Wendepunkt in (1/e,1/e).

Verhalten im Unendlichen: lim,_,o f(x) = 0 (L'Hospital,
siehe nachste Aufgabe) und limy_ 4 f(x) = 0.

1



= xIn?x

f(x)

4/e 2 |-

1/e |



Aufgabe 1.3
Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

(a) limy 100 lnTX,
(b) lim,y0 512%,
(c) I|mX_)0x|n X,
(d) (smx)s”‘x.

Wiederholung:
Regel von I'Hospital. Seien f, g differenzierbare Funktionen auf
D = (a, b) und g'(x) # 0 fiir alle x € (a, b). Gilt dann entweder

lim f(x)= XI_i)rlr;_g(x) =0

x—b—
oder
lim f(x)= lim g(x)= +o0,
X—rb— x—+b—
so gilt (im Falle der Existenz)

im Ty F)

x—+b— g(X) x—b— g (X)




Losung:

(a) limy— 1o X ist von der Form 2. Es folgt mit I'Hospital
. In x . 1/x
[im — = I|lim L =0.
x—+o00 X x—+o0o 1

(b) limyx—o S'g% ist von der Form %. Es folgt mit I'Hospital

sin 2x . 2cos2x B 2

lim = lim = —,
x—0 3x x—0 3 3

(c) limy_0xIn?x ist von der Form 0 - (—oc). Es folgt mit

I'Hospital
2lnx
. . (nx)? o=
lim xIn?x = lim ( 1) = lim Xl = lim —2xInx.
x—0 x—0 > x—0 -2 x—0

limy_,0 —2xIn x ist wieder von der Form 0 - —oco. Erneute
Anwendung von |'Hospital liefert

1
) In x ) = )
lim _QT = lim =2 Xl = lim 2x = 0.
x—0 % x—0 -2 x—0




(d) Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion gilt

lim (sin x)*"*

= exp (Iim sin x In(sin x)) .
x—0 x—0

limy—0sin x In(sin x) ist von der Form 0 - (—oc0). Es folgt mit

I'Hospital
L . . In(sinx) . % . :
lim sin x In(sinx) = lim ——— = —X— = lim —sinx = 0.
x—0 x—0 - x—0 — =5~ x—0
sin x sIin® x

Insgesamt folgt

lim (sin x)sin~
x—0

= exp (Iim sin x In(sin x)) =exp(0) = 1.

x—0



Aufgabe 1.4

Bestimmen Sie das Taylor-Polynom vom Grad n (mit
Entwicklungsstelle x = xo) zu folgenden Funktionen.
(a) f(x)=(1+sinx)z, xo=0, n=2,

(b) f(x)=vV1+x, x0=0, n=3,

(c) f(x)=sinx, xo=7%, n=2.



Wiederholung: Sei f : I — R eine auf dem
offenen Intervall / (n + 1)-mal differenzierbare Funktion; xg, x € /.
Dann gibt es eine Zahl £ zwischen x und xp, so dass

F(x) = Ta(x) + Ra(x)
mit dem Taylor-Polynom n-ter Ordnung

k=0

" ( () (x
— )+ (x0)(x — 50)+ - (x — )2+ .+f(_0)(x _

und dem Lagrangeschen Restglied

_ (g

Rn(X) = W ntl

(x — x0)



Losung:

(a) f(x) =(1+sin x)%, x0 =0, n=2, Es gilt
Cos X
f(x)=V1+sinx, fF(x)=—F—m—,
(x) sin x (x) WinrTT
H H COS2X
F10) = —2sinxy/1+sinx — Tirenx

4(1 + sinx)

)

und insbesondere fiir x =0

F0)=1, £(0)= % £1(0) = —%.

Somit folgt
! 1 " 2 1 1 2
T2(X):f(0)—|—f(0)x+§f (0)x :1—|—§x—§x .



(b) f(x)=+v1+4x, xo=0, n=3, Es gilt

f(x)=V1+x, f(x)= %(l—i-x)_l/z, f'(x) = _%(1+X)—3/27

1 1
fO)=1, F(0)=3 FfO)=-y 0=

Somit folgt
L 3

1 1 1 1
T3(x) = f(O)—G—f’(O)X-I—Ef"(O)x2—|—6f’"(0)x3 = 1—|—§X—§X2—|—RX .



(c) f(x)=sinx, xo =%, n=2. Es gilt
f(x) =sinx, f'(x)=cosx, f"(x)=—sinx,
und insbesondere fiir x =

5

G fG)n P

Somit folgt

TQ(X)

(50 (3) (- D3 ()6
363



Aufgabe 1.5
Zur Berechnung von In(1.21) soll die Funktion f(x) = In(x?)
verwendet werden.
1. Benutzen Sie dazu den Satz von Taylor mit xo = 1 und
n=20,1,223.

2. Berechnen Sie ndherungsweise In(1.96) und In(4) mit n = 3.
Schatzen Sie auBerdem den Fehler mit Hilfe des Restglieds ab.



Losung:
1. Fiir x ergibt sich In(1.21) = In(x?) = x = 1.1. Wir kdnnen
die Taylorreihe von Inx nutzen, da f(x) = In(x?) = 2 - In x|
(xo ist gleich, x > 0). Da

2 2 4
! i i

f(x) =2Inx, f(x):;, f (x):—;7 f (x):;

und insbesondere fiir x =1
f()y=o0, f(1)=2, f"(1)=-2, f"(1)=4,

erhalten wir als Taylorpolynome
n  Th(x) Th(1.1) | Th(1.1) —Ir
00 0 R 2e—
1 0+2(x—1) 0.2 ~ le—
2 042(x—1)—(x—1) 0.19 ~ be—4

2
3 0+2(x—1)—(x—1)2+§(x—1)3 ~ 0.19067 ~ 4e—5



(2) Es gilt f*)(x) = —)1(% und somit kann das Restglied kann fiir
x > 1 (und damit & € [1, x]) abgeschatzt werden durch

F(4)(1 1
Ryl < |~ o ey = Lo 1
41 2
Es folgt
x T n0A) [Tal) - () Rl
1.4 =~0.6827 =~0.6729 =~ 0.0097 0.0128
5
2 § ~ 1.3863 ~0.28 0.5
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