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Ubungsblatt 1



Aufgabe 1.1
Die ersten Glieder zweier Folgen lauten:
3124 8
(a) §717§7§aﬁ7"'
(b) —2,-5,-8,—11,—-14,...
Koénnen diese als arithmetische oder geometrische Folge fortgesetzt

werden?
Wenn ja, geben Sie eine explizite und eine rekursive
Bildungsvorschrift der Folge an und setzen die Folge entsprechend

dieser Bildungsvorschrift um drei Glieder fort.



Losung:

(a) kann als geometrische Folge fortgesetzt werden, indem man
fiir n > 0 die Folge a, = (3)"! betrachtet. Eine rekursive
Bildungsvorschrift ist durch ag = % an = %a,,_l firn>1

gegeben.

(b) kann als arithmetische Folge fortgesetzt werden, indem man
fir n > 0 die Folge b, = —2 — 3n betrachtet. Eine rekursive
Bildungsvorschrift ist durch ag = -2, a, = a,_1 —3furn>1
gegeben.



Aufgabe 1.2

Zeigen Sie anhand der Grenzwertdefinition, dass (a,) mit
ap = ﬁ eine Nullfolge ist. Wie groB ist ng € N mindestens zu
wahlen, dass |a,| < 107 fiir n > nq gilt?

Losung: Folgendes ist zu zeigen: Fiir alle € > 0 existiert ein
ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt:

lan| < e <=

<e — >1(1+1)
on—1"° neale T

Sei € > 0. Dass Archimedische Axiom besagt, dass fiir jede relle
Zahl eine natiirliche Zahl existiert, die groBer als diese reelle Zahl
ist. Also existiert ein ng € N so, dass ng > %(% +1). Es gilt dann
lan| < ¢ fiir alle n > no.

Fiir ¢ = 10* folgt ng > 2(10* + 1) = 5000.5. Also wihlt man
no = 5001.



Aufgabe 1.3
n
Fiir welche x € R\ {1} existiert lim (i—f}) , und was ist der
n—o0
entsprechende Wert?

Loésung:Sei g € R. Die geometrische Folge (q")n>0 konvergiert
genau dann, wenn —1 < g < 1. Der Grenzwert ist dann O fiir
lg| <1 und 1 fiir g=1. Also muss fiir Konvergenz —1 < XH <1

gelten. if} = 1 ist nicht moglich, da x +1 # x — 1 fiir aIIe x€eR
gilt. Folglich muss

x+1
x—1

’<1 — |x+1<|x—1 <<= x<0

gelten. Der letzte Schritt kann dabei leicht durch eine
Fallunterscheidung nachvollzogen werden.

Zusammengefasst: Die Folge konvergiert wenn x < 0 gegen 0 fir
n — oo. Andernfalls divergiert sie.



Aufgabe 1.4

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Konvergenz und

bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

_11-n?
(a) an = n+’21 ’
(©) an = mizars:

24+ n+2
() an = 1)"srtints

(g) an = #a

Losung von (4a) - (4d):

n+1)2
(b) an = (nj+i 9

_ 3n°+n3—1
(d) an = *i5ss

2
(f) an = (-1)" 58S,

214 (=2)"
(h) a, = ZH21

11-n® _ nll/n—n _ 0—c0

(a) |imn—>oo n+2 ~ n 1+2/n

1+0
_ n?1+42/n+1/n?

. n+1)?
b) limy o (,,2+i

— n? 1+41/n?
n—4 n _1-4/n

= —OQ.

_ 14040 __ 1
- 140 T © -
1-0  _
0o+3+0 T 0

3m54n3—1 _ n®3+1/n®—1/n° _ 340-0 _ 3

d

(b)
(c) limnsoo i5nrs = nn+3+8/n —
(d)

i m 1
liMnoo 505023 = 15 12123/ = 1240 — 12 = &



Lésung von (4e) - (4h):

. 2 L .
(e) Es gilt limp—oo % = % Somit divergiert a,, da

n?+n+2

52 ()
—_— — n .
50 +4n+3 5’ >

|an+1 - an‘ =
(f) Es gilt limp_ 00 5n3’i+3+3 = 0. Somit ist (a,)n>0 ein Produkt
aus einer Nullfolge und der beschrankten Folge ((—1)")n>0
= lim,oan=0.

(g) Esgilt a, = 2n+§n_2)n =1+ (—1)" = Die Folge divergiert,

da |apt1 — an| = 2.

(h) Es gilt a, = 252" — (2)" 4 (—2)". Da die beiden
Summanden fiir n — oo gegen 0 konvergieren, gilt
limp—o0 an = 0.




Aufgabe 1.5

Untersuchen Sie die angegebenen Zahlenfolgen auf Monotonie,
Beschranktheit und Konvergenz. Ermitteln Sie ggf. den Grenzwert.

(a) an = n?r (b) by =1+2"+(=2)",
(c) cn = /1 —cos(}).
Losung;:

(a) Sei n e N. Es gilt

a,,—1+3 >1+i—an+1
n+1 ’
also ist (ap)n>1 streng monoton fallend. Der Grenzwert fiir
n — oo ist 1. Da sie konvergent ist, ist sie auch beschrankt.
(b) Fiir n € Nist by, = 14+22" 422" =1 422" und by, 1 = 1.
Die Folge ist daher weder monoton wachsend noch monoton

fallend. Wegen by, — oo fiir n — oo ist sie unbeschrankt und
nicht konvergent.



(c) Die Funktion
f:[0,1] = [0,1], x> cos(x)

ist streng monoton fallend. Weil ((1/n)),>1 auch streng
monoton fallend ist, ist die Folge ((f,))n>1 = ((cos(1/n)))n>1
streng monoton wachsend. Da die Funktion

g:[0,1] = [0,1], x—+Vv1—x

streng monoton fallend ist, folgt, dass

(cn)n>1 = (g(f(1/n)))n>1 streng monoton fallend ist. Es gilt
1/n — 0 fiir n — oco. Da f und g stetig sind, folgt

nll_>ngo cn = f(g(0)) = f(1) = 0. Die Folge ist damit konvergent
und somit auch beschrankt.



Aufgabe 1.6
Bestimmen Sie lim (2(1+ )"+ /4n).
n—o0

Losung: Wir erinnern uns daran, dass
1 n
(1+> —e, vVn—1 (n— ).
n
Des Weiteren gilt wegen der Multiplikativitat des Grenzwerts

v4n = \"/ZW — 1 fiir n — oco. Unter Beachtung der Linearitat
des Grenzwertes folgt

n
lim <2 <1+1> +\"/4n) =2e+1.
n

n—o0



Aufgabe 1.7

Untersuchen Sie die angegebenen Folgen auf Konvergenz und
bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

(a) an = H5EA0, (b)bnzm—ﬁ,
(c) chn=+/3"+2", (d)d —fsm = (e) e, = n(=1".

Losung;:

(a) 1+§;J}'i+n = n(.gjﬂ/z = 18?21/,7 — 00, (n— 00).
(b) b, = {/ntL ﬁ%)(ff}f ) = - 20, (n— o)

(c) Es gilt 3= v/3" < /37427 < y/2-37 = 3. y/2. Die Folge

auf der rechten Seite der Ungleichungskette konvergiert gegen

3 fiir n — oo. Damit folgt ¢, — 3 fiir n — oo.

(d) Da (sin oF)n>1 beschrankt und (f)">1 eine Nullfolge ist,
folgt limp_ oo dn = 0.

(e) Es gilt exp = 2n. Also hat (e,)n>1 eine divergente Teilfolge
und divergiert somit.
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