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Organisatorisches

Wir

Vorlesung

Prof. Peter Stollmann Mo 9:15 Raum C10.112
Di 15:30 Raum A10.201

Ubungen/Praktika

Hashemibarmchi, S. Mi 7:30 : B AICG2, B AIES2, B AIMI2, B AIVS2
Mo 17:15

Tautenhahn, M. Fr 13:45: B AU, B In*
Mo 17:15

Mukam, J. D. Do 13:45: B (S, B Ph
Mi 7:30

Bombach, C. Do 13:45: B BT,B RE
Mi 17:15

Bombach, C. Fr 11:30: B EM, B_ET
Mo 11:30
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Organisatorisches

Sie

Studiengang SWS Klausurzeit LP AS  Studenten

B In Informatik 4V+2U+2P 120 9 270 43
B Al  Angewandte Informatik 4V+2U+2P 120 9 270 30
B BT Biomedizinische Technik 4V+2U+2P 120 8 240 32
B EM Elektromobilitat 4V+2U+2P 120 8 240 24
B_ET  Elektrotechnik und Informationstechnik  4V+2U+2P 120 8 240 23
B RE  Regenerative Energietechnik 4V+2U4-2P 120 8 240 32
B Ph  Physik 4V+2U(+2P) 120 8 240 36
B CS Computational Science 4V+2U(+2P) 120 8 240 3
M IG  Informatik f. Geistes- u. Soz.-Wiss.) 4V+2U+2P 120 9 270 29
252

(laut Modulbeschreibungen Mathematik 1l bzw. Hohere Mathematik 2)

AS = Gesamtarbeitsaufwand in Stunden
LP = Leistungspunkte

Neben der Prasenzzeit von 4,5 bzw. 5,25 h/Woche (= 67.5 bzw. 78,75 h gesamt) entfillt also ein
erheblicher Anteil auf Selbststudium:

® Vor- und Nachbereitung von Lehrveranstaltungen,
® Literaturstudium,

* Losen von Ubungs- und Praktikumsaufgaben,

® Prifungsvorbereitung.
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Organisatorisches

Priifung

® Klausurarbeit am Ende des Sommersemesters (Umfang laut Tabelle).

® Termin wird bekanntgegeben sobald von zentraler Priifungsplanung verkiin-
det.

® /Zugelassene Hilfsmittel: Ausdruck dieser Folien, Randnotizen hierauf, For-
melsammlung (keine Taschenrechner).
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© Folgen und Reihen
3.1 Folgen
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Folgen

Begriff

Betrachten Sie folgende Liste von Zahlen:
1,1,2,3,5,8,13,21,... .
Erkennen Sie ein Muster, mit dem man die Liste sinnvoll fortsetzen kann?

Ist die Regel einmal erkannt, so konnen Sie mit diesem Gesetz zu jeder vorgegebenen
Position das zugehorige Element der Liste ausrechnen.

Jeder natiirlichen Zahl (,Index”) wird dabei eine reelle Zahl (,,Folgenglied”) zuge-
ordnet — es entsteht eine Abbildung

a:N— R.

Diese Abbildungen heilsen (reelle) Zahlenfolgen. Sie spielen in vielen Anwendungen
eine grolse Rolle und liefern uns den Schliissel zum Verstandnis des Grenzwerts —
des wohl wichtigsten Begriffs der Analysis.
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Folgen

Definition und Bezeichnungen

Definition 3.1 (Zahlenfolge)

Eine Abbildung a, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a, zuordnet, heilt
(unendliche reelle) Zahlenfolge.

Statt a : N — R schreibt man (a,)n,en oder kurz (a,).
a, = a(n) heilt n-tes Folgenglied dieser Zahlenfolge.

Anmerkung: Wie schon beim Induktionsprinzip kann man als Indexmenge auch jede
andere Menge der Form {n € Z : n > ng} fiir festes ny € Z benutzen. Insbesondere

ist Ng zul3ssig.

Notation fiir diesen Fall: (a,)n>n,-
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Folgen

Bildungsgesetze

Die Beschreibung von Folgen erfolgt in der Regel durch Angabe von Bildungsgeset-

Zen.

Explizites Bildungsgesetz: Der Wert a, wird mittels eines algebraischen Aus-

drucks/einer Formel in Abhdngigkeit von n angeben (Funktionsvorschrift).

Beispiel: Die Bildungsvorschrift a, = (— 1) s erzeugt die Folge

11 1 1 1 1 1 1
"4’ 9716° 25°36° 49°64°
1

Das 42-te Folgenglied kann man direkt berechnen: agp = (—1)% % = ;.

12 / 447
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Folgen

Bildungsgesetze

Die Beschreibung von Folgen erfolgt in der Regel durch Angabe von Bildungsgeset-
zen.

Explizites Bildungsgesetz: Der Wert a, wird mittels eines algebraischen Aus-
drucks/einer Formel in Abhdngigkeit von n angeben (Funktionsvorschrift).

Beispiel: Die Bildungsvorschrift a, = (— 1) s erzeugt die Folge
1 1 1 1 1 1 1

—1,2 -2 = =

"4’ 9716 25736 49'647
Das 42-te Folgenglied kann man direkt berechnen: az, = (—1)*? 2 157 — 17164

Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Folgen

Bildungsgesetze

Die Beschreibung von Folgen erfolgt in der Regel durch Angabe von Bildungsgeset-
zen.

Explizites Bildungsgesetz: Der Wert a, wird mittels eines algebraischen Aus-
drucks/einer Formel in Abhdngigkeit von n angeben (Funktionsvorschrift).

Beispiel: Die Bildungsvorschrift a, = (— 1) s erzeugt die Folge
1 1 1 1 1 1 1

—1,2 -2 = =

"4’ 9°16° 25°36° 4964 "
1

Das 42-te Folgenglied kann man direkt berechnen: az, = (—1)*? 2 157 = T96d-

Man gebe die ersten 7 Glieder der Folgen (35) und (y/n) (ggf. ndherungsweise)
an. Wie lautet das 1000-te Folgenglied?
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Folgen

Bildungsgesetze

Die Beschreibung von Folgen erfolgt in der Regel durch Angabe von Bildungsgeset-
zen.

Explizites Bildungsgesetz: Der Wert a, wird mittels eines algebraischen Aus-
drucks/einer Formel in Abhdngigkeit von n angeben (Funktionsvorschrift).

Beispiel: Die Bildungsvorschrift a, = (— 1) s erzeugt die Folge

11 1 1 1 1 1 1
"4’ 9716° 25°36° 49°64°

Das 42-te Folgenglied kann man direkt berechnen: az, = (—1)*? 2 57 =

1
1764 "

Man gebe die ersten 7 Glieder der Folgen (35) und (y/n) (ggf. ndherungsweise)
an. Wie lautet das 1000-te Folgenglied?

Haben Sie's geschafft?
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Folgen

Bildungsgesetze

Die Beschreibung von Folgen erfolgt in der Regel durch Angabe von Bildungsgeset-
zen.

Explizites Bildungsgesetz: Der Wert a, wird mittels eines algebraischen Aus-
drucks/einer Formel in Abhdngigkeit von n angeben (Funktionsvorschrift).

Beispiel: Die Bildungsvorschrift a, = (— 1) s erzeugt die Folge
1 1 1 1 1 1 1

—1,2 -2 = =

"4’ 9716 25736 49'647
Das 42-te Folgenglied kann man direkt berechnen: az, = (—1)*? 2 57 =

1
1764 "

Man gebe die ersten 7 Glieder der Folgen (35) und (y/n) (ggf. ndherungsweise)
an. Wie lautet das 1000-te Folgenglied?

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Folgen

Bildungsgesetze

Rekursives Bildungsgesetz: Der Wert a,.1 wird in Abhangigkeit von a, und n
ausgedriickt. Zusatzlich wird a; angegeben (vgl. Induktionsprinizip).

Beispiel: Die Rekursionsvorschrift a,,1 = a, + n erzeugt die Folge
1,2,4,7,11,16,22,29, ... .

Das Folgenglied az> = 903 iiber diese Vorschrift zu berechnen ist miithsam.
(Spater werden wir sehen, wie dies explizit besser geht).
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Folgen

Bildungsgesetze

Rekursives Bildungsgesetz: Der Wert a,.1 wird in Abhangigkeit von a, und n
ausgedriickt. Zusatzlich wird a; angegeben (vgl. Induktionsprinizip).

Beispiel: Die Rekursionsvorschrift a,,1 = a, + n erzeugt die Folge
1,2,4,7,11,16,22,29, ... .

Das Folgenglied az> = 903 iiber diese Vorschrift zu berechnen ist miithsam.
(Spater werden wir sehen, wie dies explizit besser geht).

Man gebe die ersten 7 Glieder der durch
dn

a; = 1, dnt+1 — D)

gegebenen Folge an. Konnen Sie eine explizite Bildungsvorschrift finden?
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Folgen

Bildungsgesetze

Rekursives Bildungsgesetz: Der Wert a,.1 wird in Abhangigkeit von a, und n
ausgedriickt. Zusatzlich wird a; angegeben (vgl. Induktionsprinizip).

Beispiel: Die Rekursionsvorschrift a,,1 = a, + n erzeugt die Folge
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Das Folgenglied az> = 903 iiber diese Vorschrift zu berechnen ist miithsam.
(Spater werden wir sehen, wie dies explizit besser geht).

Man gebe die ersten 7 Glieder der durch
dn

dy = ].7 dpnil1 — ?

gegebenen Folge an. Konnen Sie eine explizite Bildungsvorschrift finden?

Haben Sie's geschafft?
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Folgen

Bildungsgesetze

Rekursives Bildungsgesetz: Der Wert a,.1 wird in Abhangigkeit von a, und n

ausgedriickt. Zusatzlich wird a; angegeben (vgl. Induktionsprinizip).

Beispiel: Die Rekursionsvorschrift a,,1 = a, + n erzeugt die Folge
1,2,4,7,11,16,22,29, ... .

Das Folgenglied az> = 903 iiber diese Vorschrift zu berechnen ist miithsam.
(Spater werden wir sehen, wie dies explizit besser geht).

Man gebe die ersten 7 Glieder der durch
dn

a; = 1, dnt+1 — D)

gegebenen Folge an. Konnen Sie eine explizite Bildungsvorschrift finden?

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Folgen

Bildungsgesetze

Gelegentlich greift man in Rekursionsformeln auch auf mehrere vorausgehende Glie-
der zuriick. Driickt man dabei a,., liber a,,...,a,1:m_1 aus, muss man auch m
Startwerte angeben.

Beispiel: Die Rekursionsvorschrift fiir die Fibonacci-Zahlen
air =1, a=1, ani2 = apnt1 +an, n>1,
erzeugt die Folge
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,... .

Diese Folge wurde von Leonardo da Pisa (Fibonacci), ca. 1180-1241, bei der ma-
thematischen Modellierung einer Kaninchenpopulation entdeckt. Fibonacci gilt als
einer der bedeutendsten Mathematiker des Mittelalters.
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Folgen

Exkurs: Fibonacci-Zahlen in der Natur

Fibonacci-Zahlen finden sich haufig an Pflanzenteilen wieder. Grund ist die damit
erreichbare hohe Lichtausbeute:

® Die Anzahl von Bliitenblattern ist oft eine Fibonacci-Zahl (Ringelblume 13,
Aster 21, Sonnenblume, Gansebliimchen 21/34/55/89)

® Die Anzahl gewisser Spiralen in Bliitenkorbchen (Sonnenblumen- kerne) oder
bei Zapfen (Kiefer) ist hdufig eine Fibonacci-Zahl

Bilder alle aus Wikimedia Commons, links: André Karwath aka Aka, Mitte: KENPEI,
rechts: Dr. Helmut Hal}, Koblenz / Wolfgang Beyer
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Folgen

Bildungsgesetze

Anmerkung: Die Umwandlung von expliziter in rekursive Vorschrift und zuriick

kann schwierig sein. Es gibt Folgen, bei denen nur eine Form oder sogar gar kein
Bildungsgesetz bekannt ist.

Beispiel: Die (aufsteigende) Aufzdhlung aller Primzahlen ergibt die Folge
2357.11,13,17,19,23,29, . ..

Die Bestimmung etwa des 42-ten Folgenglieds (181) ist hier ohne eine betreffende
Liste etwas anstrengend.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik Il Sommersemester 2020 16 / 447



Folgen

Visualisierung von Folgen

Darstellung des Graphen in der Ebene:

Der Graph einer Zahlenfolge (a,) ergibt |
sich durch Abtragen der Folgenglieder a,
gegen die zugehorigen Indices n; er be-  °9
steht also aus der Punktmenge

0.4r

{(n,a,): neN} ool ° .

in der Ebene. 0

Mitunter ist es auch zweckmalig, ledig-
lich die Folgenglieder auf dem Zahlen- S
strahl darzustellen:
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Folgen

Beschranktheit und Monotonie

Definition 3.2

Eine Folge (a,) heillt beschrankt, wenn es eine reelle Zahl C > 0 gibt, so dass
la,| < C fir alle n € N.

Eine Folge (a,) heillt

® (streng) monoton wachsend, wenn a, < a,i1 (bzw. a, < a,.1) fiir alle
n e N,

® (streng) monoton fallend, wenn a, > a,y1 (bzw. a, > a,11) fiir alle n € N,

® (streng) monoton, falls sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.
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Folgen

Beschranktheit und Monotonie

Beispiele
o (%) ist streng monoton fallend und beschrankt (C = 1).

n

S <(_1)n) ist nicht monoton, aber beschrankt (C = 1).

° (—g + 1—10n) ist streng monoton wachsend und unbeschrankt.

Die Graphen dieser drei Folgen:

1t e . 1t . 1t

s 2 s 2 st .
*
05 . 05 . 06l . -
. . .
04r . 04r . 04t .
* .
. .
02f * .9, 02f i 2 vz} .
LA B 2 I RO * . . . .
0 0 0 .
. . ® ® * »
o2t — o2t . — o2t .
. .
04t . 04t . 04t .
.
ok . ok . 06} .
*

osh . osh . 08t

b 2 A e 2 b

........................ I T R R ST S TR S
0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Folgen

Hinweis zum Rechnen

Oft ist es sinnvoll, fiir monotones Wachstum anstelle von a, < a,.1 eine der
aquivalenten Ungleichungen

dn+1
dn

> 1

ani1 —an >0 oder

zu verwenden (letztere natiirlich nur, wenn alle a,, ungleich Null sind!).
Fir monoton fallende Folgen analog mit umgekehrtem Relationszeichen.
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Folgen

Hinweis zum Rechnen

Oft ist es sinnvoll, fiir monotones Wachstum anstelle von a, < a,.1 eine der
aquivalenten Ungleichungen

dn+1
dn

ani1 —an >0 oder > 1

zu verwenden (letztere natiirlich nur, wenn alle a,, ungleich Null sind!).

Fir monoton fallende Folgen analog mit umgekehrtem Relationszeichen.

Untersuchen Sie die Folge (fﬁ) auf Monotonie und Beschranktheit. Fiihren Sie
die Monotonieuntersuchung mit beiden o. a. Ungleichungen durch.
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Folgen

Hinweis zum Rechnen

Oft ist es sinnvoll, fiir monotones Wachstum anstelle von a, < a,.1 eine der
aquivalenten Ungleichungen

dn+1
dn

ani1 —an >0 oder

> 1
zu verwenden (letztere natiirlich nur, wenn alle a,, ungleich Null sind!).

Fir monoton fallende Folgen analog mit umgekehrtem Relationszeichen.

Untersuchen Sie die Folge (fﬁ) auf Monotonie und Beschranktheit. Fiihren Sie
die Monotonieuntersuchung mit beiden o. a. Ungleichungen durch.

Haben Sie's geschafft?
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Folgen

Hinweis zum Rechnen

Oft ist es sinnvoll, fiir monotones Wachstum anstelle von a, < a,.1 eine der
aquivalenten Ungleichungen

dn+1
dn

ani1 —an >0 oder > 1

zu verwenden (letztere natiirlich nur, wenn alle a,, ungleich Null sind!).
Fir monoton fallende Folgen analog mit umgekehrtem Relationszeichen.

Untersuchen Sie die Folge (fﬁ) auf Monotonie und Beschranktheit. Fiihren Sie
die Monotonieuntersuchung mit beiden o. a. Ungleichungen durch.

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Folgen

Spezielle Folgen

Definition 3.3 (Arithmetische Folge)

Eine Folge (a,) heillt arithmetische Folge, falls die Differenz zweier aufeinander-
folgender Glieder immer den gleichen Wert ergibt, d.h.

dpn+1 — dn = d

fir eine Konstante d € R.

y

Sei (a,) eine arithmetische Folge mit a,.1 — a, = d (n € N). Dann lautet die
explizite Bildungsvorschrift:

a,=ai+(n—1)d. (3.1)J

Eine arithmetische Folge ist also durch Angabe des ersten Folgenglieds a; sowie der
Differenz d eindeutig bestimmt.
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Folgen

Beispiel
Mit a; = 3 und d = —2 erhalt man die Folge

3,1,—-1,—-3,-5,-7,—9, ...
Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet
a,=3+(n—-1)-(=2)=5-2n.
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Folgen

Beispiel

Mit a; = 3 und d = —2 erhalt man die Folge

3,1,—-1,-3,—-5,-7,—9,...
Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet
a,=3+(n—1)-(-2)=5—-2n.
Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Folgen

Beispiel

Mit a; = 3 und d = —2 erhalt man die Folge

3,1,—-1,—-3,-5,-7,—9, ...
Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet
a,=3+(n—-1)-(=2)=5-2n.

Geben Sie eine explizite Bildungsvorschrift zur arithmetischen Folge
2,7,12,17,22,27, ...
an. Berechnen Sie damit das 2018-te Folgenglied.
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Folgen

Beispiel

Mit a; = 3 und d = —2 erhalt man die Folge

3,1,—-1,—-3,-5,-7,—9, ...
Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet
a,=3+(n—-1)-(=2)=5-2n.

Geben Sie eine explizite Bildungsvorschrift zur arithmetischen Folge

2.7.12,17,22,27, ...

an. Berechnen Sie damit das 2018-te Folgenglied.

Haben Sie's geschafft?
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Folgen

Beispiel
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Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Folgen

Spezielle Folgen

Graphische Darstellung: Nach Lemma 3.4 kann man eine arithmetische Folge als
Einschrankung der affin linearen Funktion

f:R—R, f(x) =a1+d(x—1)=a; —d+dx

auf die natiirlichen Zahlen auffassen. Die Punkte des Graphen liegen somit auf einer
Geraden mit Anstieg d:

1+ E 1+ E 1t e
08 1 08 4 08t *
* .
06t . 06t . o6t
. .
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Folgen

Spezielle Folgen

Definition 3.5 (Geometrische Folge)

Eine Folge (a,) heillt geometrische Folge, falls der Quotient zweier aufeinanderfol-
gender Glieder stets denselben Wert ergibt, d.h.

dn+1
dn

= 4q

fiir eine Konstante g € R, g # 0.

v

Sei (a,) eine geometrische Folge mit an11/a, = q (n € N). Dann lautet die
explizite Bildungsvorschrift:

an =aiq" L. (3.2)

Eine geometrische Folge ist also durch Angabe des ersten Folgenglieds a; sowie des
Quotienten g eindeutig bestimmt.
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Folgen

Beispiel

Mit a1 =1 und g = % erhalt man die Folge

1 1 1

11
1. = =
?2747

Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet

n—1
1 1
n — ]_ . — — .
d (2) 2n—1
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Folgen

Beispiel

Mit a1 =1 und g = % erhalt man die Folge

1 1 1 1
8°16'32° 64"

11
1. = =
?2747

Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet

n—1
1 1
n — ]_ . — — .
d (2) 2n—1

Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Folgen

Beispiel

Mit a1 =1 und g = % erhalt man die Folge

1 1 1 1
8°16'32° 64"

11
1. = =
?2747

Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet

n—1
1 1
n — 1 : — — .
d (2) 2n—1

Wie lautet die explizite Bildungsvorschrift zur geometrischen Folge

2 4 8 16 32 64 .
3’3’3"373737

. . n—4 . .
Handelt es sich bei a, = 22— (n € N) um eine geometrische Folge?
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Folgen

Beispiel

Mit a1 =1 und g = % erhalt man die Folge

1 1 1

1 111
'27478716'32° 647

Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet

1\" ! 1
n:]_o — p— .
d (2) 2n—1

Wie lautet die explizite Bildungsvorschrift zur geometrischen Folge

2 4 8 16 32 64 .
3’3’37373737

Handelt es sich bei a, = 473—;4 (n € N) um eine geometrische Folge?

Haben Sie's geschafft?
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Folgen

Beispiel

Mit a1 =1 und g = % erhalt man die Folge

1 1 1
1632’ 64"
Die zugehorige Bildungsvorschrift lautet

1\" ! 1
n:]_o — p— .
d (2) 2n—1

Wie lautet die explizite Bildungsvorschrift zur geometrischen Folge

1

1 11
7274787

2 4 8 16 32 64 .
3’3’37373737

Handelt es sich bei a, = 473—;4 (n € N) um eine geometrische Folge?

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Folgen

Spezielle Folgen

Graphische Darstellung: Nach Lemma 3.6 kann man fiir g > 0 eine geometrische
Folge als Einschrankung der Funktion

f:R—R, f(x)=a1qg" ' = a;qu

auf die natiirlichen Zahlen auffassen. Die Punkte des Graphen liegen fiir g > 0
somit auf dem Graphen einer Exponentialfunktion mit Basis q.
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Folgen

Folgen und Wachstumsprozesse

Arithmetische Folgen werden haufig verwendet, wenn es um einen konstanten Zu-
wachs (lineares Wachstum) geht.

Geometrische Folgen benutzt man, wenn das Wachstum proportional zur Grund-
menge erfolgt (exponentielles Wachstum).

Ein typisches Beispiel ist die Zinseszinsformel K, = Ko(1 + p)”
(Ko Anfangskapital, p Zinssatz, K, Kapital nach n Jahren).
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(Ko Anfangskapital, p Zinssatz, K, Kapital nach n Jahren).

An einer fiir Mitteleuropa typischen Stelle betragt die Temperatur in 25 m Tiefe
etwa 10° C. Schatzen Sie die Temperatur in 10 km Tiefe, indem Sie von einem
Zuwachs von 3° K pro 100 m ausgehen.
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etwa 10° C. Schatzen Sie die Temperatur in 10 km Tiefe, indem Sie von einem
Zuwachs von 3° K pro 100 m ausgehen.

In einer Nahrlosung befinden sich 1000 Einzeller, bei denen es durchschnittlich
alle 20 min zur Teilung kommt. Schatzen Sie die Zahl der Einzeller nach 24 h bei
ungebremstem Wachstum ohne Tod.
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Folgen

Folgen und Wachstumsprozesse

Arithmetische Folgen werden haufig verwendet, wenn es um einen konstanten Zu-
wachs (lineares Wachstum) geht.

Geometrische Folgen benutzt man, wenn das Wachstum proportional zur Grund-
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Ein typisches Beispiel ist die Zinseszinsformel K, = Ko(1 + p)”
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etwa 10° C. Schatzen Sie die Temperatur in 10 km Tiefe, indem Sie von einem
Zuwachs von 3° K pro 100 m ausgehen.
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alle 20 min zur Teilung kommt. Schatzen Sie die Zahl der Einzeller nach 24 h bei
ungebremstem Wachstum ohne Tod.

Aufgaben auf diesem Frame frei nach Bigalke/K&hler: Mathematik, Band 1, Analysis.
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Folgen

Folgen und Mittelwerte

® Neben arithmetischen und geometrischen Folgen spricht man von einer har-
monischen Folge, wenn die Kehrwerte der Folgenglieder eine arithmetische
Folge bilden (und von Null verschieden sind).
Bekanntestes Beispiel ist die harmonische Folge (1/n)cn.

® Die Bezeichnungen lehnen sich woméglich an die Tatsache an, dass bei arith-
metischen, geometrischen und harmonischen Folgen jedes Folgenglied (ab
dem zweiten) das arithmetische, geometrische bzw. harmonische Mittel sei-
ner beiden Nachbarn bildet.

® Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel zweier positiver Zah-
len a, b sind jeweils definiert durch

a-+b — 1
Ha = 5 Hg = ab, Hh = (%_l_

3

N
o=

(14 ist natiirlich fir beliebige reelle Zahlen definiert.)
Die entsprechenden Mittelwerte fiir n > 2 Zahlen sind analog definiert.
Es gilt stets pun < pg < pa.
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© Folgen und Reihen

3.2 Grenzwerte und Konvergenz
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Grenzwerte und Konvergenz

In einigen unserer Beispiele konnten wir feststellen, dass sich die Folgenglieder fiir
grolle n immer weiter einer festen Zahl anndhern. Mathematisch wird dies mit den
Begriffen Konvergenz und Grenzwert beschrieben.

Konvergenz ist ein grundlegender Begriff der Analysis. Der Grenzwertbegriff in seiner
modernen Form wurde erstmals durch A.-L. Cauchy formuliert.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857),
franzosischer Mathematiker,

entwickelte u. a. die durch Leibniz und Newton
aufgestellten Grundlagen der Analysis weiter.
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Grenzwerte und Konvergenz

Definition

Definition 3.7 (Grenzwert)

Eine Zahl a heiffit Grenzwert der Folge (a,), wenn zu jedem € > 0 ein Index
ng € N existiert, so dass

la, — a| < e fiir alle n > ng.

Besitzt die Folge (a,) einen Grenzwert, so heifit sie konvergent,
andernfalls divergent.

Schreibweisen:
® 2= |im a,.
n— oo

® 3, — afirn— oo oder kiirzer: a, — a.

Zum besseren Verstandnis: Denken Sie vor allem an kleine € > 0.
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Grenzwerte und Konvergenz

Graphische und sprachliche lllustration des Begriffs

A
o
o
L
at+e e
a T'.'.‘—.—o—ﬂ—o—o—o—.—o—o—o
a—el" " T TTTT T T
: >
ny = no(e)
a-& a a+e
: R ——
% - \34 9 / %

Fir hinreichend grolses n haben Folgenglieder a,, und Grenzwert a Abstand < e.

(Bi|c| unten: Wikimedia Commons; Matthias Vogelgesang (Youthenergy))
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Grenzwerte und Konvergenz

Beispiele, Eindeutigkeit

Beispiele:
® 3,=c — c: Sei € >0 gegeben. Dann gilt |a, — ¢c| = 0 < € fiir alle n.

® 3, = % — 0: Sei € > 0 gegeben. Wahle ein ng € N mit ng > 1/¢, dann gilt:

1 1
la, — 0| = |a,| = = < 5 =€ fiirn>no.

n =
€
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Grenzwerte und Konvergenz

Beispiele, Eindeutigkeit

Beispiele:
® 3,=c — c: Sei € >0 gegeben. Dann gilt |a, — ¢c| = 0 < € fiir alle n.

® 3, = % — 0: Sei € > 0 gegeben. Wahle ein ng € N mit ng > 1/¢, dann gilt:

1 1
la, — 0| = |a,| = = < 5 =€ fiirn>no.

n =
€

Hier haben wir eine tiefe Wahrheit benutzt: dass es namlich zu 1/¢ eine groRere
natiirliche Zahl ng gibt. Der Rest ist Rechnen mit Ungleichungen!
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Grenzwerte und Konvergenz

Beispiele, Eindeutigkeit

Beispiele:
® 3,=c — c: Sei € >0 gegeben. Dann gilt |a, — ¢c| = 0 < € fiir alle n.
® 3, = % — 0: Sei € > 0 gegeben. Wahle ein ng € N mit ng > 1/¢, dann gilt:

1 1
la, — 0| = |a,| = = < 5 =€ fiirn>no.
n =
® 5, = ”?{1 — 1: Sei € > 0 gegeben. Wihle ein ng € N mit ng > 1/4/¢, dann
gilt
2+1 1 1
la, — 1| = n—;— —1‘:—< =€ fir n > np.
n

Der Grenzwert einer konvergenten Zahlenfolge ist eindeutig bestimmt. l
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Grenzwerte und Konvergenz
Nullfolgen

Definition 3.9 (Nullfolge)

Eine Folge (a,) heillt Nullfolge, wenn a, — 0 fiir n — oc.

Nullfolgen kénnen fiir eine weitere Charakterisierung von Grenzwerten benutzt wer-
den:

Eine Folge (an)nen ist genau dann konvergent mit Grenzwert a, wenn
(an, — a)nen eine Nullfolge ist.

Dabei vereinbaren wir, dass arithmetische Operationen auf Folgen immer gliedweise
zu verstehen sind.

Beispiel: a, = ™ — 1, denna, -1 =2 1 = % — 0.

n n
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Grenzwerte und Konvergenz

Bezug zu Monotonie und Beschranktheit

Satz 3.11

(a) Jede konvergente Folge ist beschrankt.

(b) Jede beschrankte monotone Folge ist konvergent.
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Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Grenzwerte und Konvergenz
Teilfolgen

Definition 3.12 (Teilfolge)

Ist (a,)nen eine Zahlenfolge und (nk)ken = (n1, N2, ... ) eine streng wachsende
Folge natiirlicher Zahlen, so heillt die Folge (a,, )ken Teilfolge von (a,).

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert ebenfalls gegen denselben
Grenzwert.

Der folgende, Bernhard Bolzano (1781-1848) und Karl Weierstrall (1815-1897)
zugeschriebene Satz ist ein einfaches Beispiel einer Kompaktheitseigenschaft:

Satz 3.14 (Bolzano—Weierstral})

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Grenzwerte und Konvergenz

Cauchy-Folgen

Eng im Zusammenhang mit konvergenten Folgen steht folgender Begriff:

Definition 3.15 (Cauchy-Folge)

Eine Folge (a,) heillt Cauchy-Folge, wenn zu jedem e > 0 ein ng € N existiert, so
dass

la, — am| < e fiir alle n,m > ng. (3.3)
y

Bei einer Cauchy-Folge liegen also die Glieder fiir hinreichend grole Indizes beliebig
eng beisammen.

Der Bezug zur Konvergenz von reellen Zahlenfolgen lautet:

Satz 3.16 (Cauchysches Konvergenzkriterium)

Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge
Ist.
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Grenzwerte und Konvergenz

Cauchy-Folgen

Die Konvergenz von Cauchy-Folgen in R resultiert aus der Vollstindigkeit. Die
umgekehrte Aussage bendtigt jedoch nur die Definition des Grenzwerts:
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Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Grenzwerte und Konvergenz
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Der Nutzen von Satz 3.16 liegt nicht in der konkreten Berechnung von Grenzwer-
ten, sondern eher in theoretischen Betrachtungen und Entscheidungen iiber das
Konvergenzverhalten einer Folge an sich.
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Grenzwerte und Konvergenz

Rechnen mit konvergenten Folgen

Wir beginnen mit einigen Vergleichskriterien fiir Grenzwerte.

Gilt a, — a, b, — b, und ist fast immer a, < b, (d. h. durchweg ab einem
bestimmten Index), so gilt auch a < b.

Achtung: Aus a, < b, folgt dagegen i.a. nicht die strenge Beziehung a < b.
Betrachte zum Beispiel die Folgen a, =1 — % und b, =1+ %

Folgerung 3.18 (Sandwichsatz)

Gilt a, — a und b, — a, und gilt ferner fast immer a, < ¢, < b, so gilt auch

c, — a.
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Grenzwerte und Konvergenz

Rechnen mit konvergenten Folgen

Folgerung 3.19

Ist (b,) Nullfolge und gilt fast immer |a,| < |b,

, so ist auch (a,) eine Nullfolge.

Visualisierungen zu Folgerung 3.18 und 3.19:

A A
bn,
) |On|
Cn, . .
[ ]
------------------- o I :
R ° ° |an| o
an
® [ )
[ ]
> ° >

Fir Nullfolgen gilt noch ein weiteres Ergebnis:

Ist (a,) Nullfolge und (b,) beschrankt, so ist (a,b,) wieder eine Nullfolge. \
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Grenzwerte und Konvergenz

Rechnen mit konvergenten Folgen

Fiir die Berechnung von Grenzwerten hilft meist auch folgender Satz:

Satz 3.21 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien (a,) und (b,) Zahlenfolgen mit a, — a und b, — b. Dann gilt
(1) a,+ b, > a+ b,

(2) a,— b, — a—b,
(3) a,b, — ab,
(4) Xa, — Aa fiir jede Konstante A € R.

Ist weiterhin b # 0, so gibt es ein ng € N, so dass b, # 0 (n > ng). Die Folge
(bn)n>n, konvergiert mit

5) 3%

Beispiel: Aus £ — 0 folgt z.B.2+2 - % »245.0-3.03=2.
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Grenzwerte und Konvergenz

Rechnen mit konvergenten Folgen
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(5) Z—:%%.

ng). Die Folge

Beispiel: Aus%%Ofolgtz.B.2+%—n—33—>2—|—5-0—3-03:2.

Man beweise Aussage (1) mit Hilfe der Grenzwertdefinition. J
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Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz

Definition 3.22

Eine Folge (a,) heillt bestimmt divergent gegen 400 (Schreibweise a, — oo oder
lim,_ o @, = +00), wenn zu jeder Zahl C € R ein ng € N existiert, so dass

a, > C fur n> ng.

Entsprechend heilt (a,) bestimmt divergent gegen —oo (Schreibweise a, — —o0
oder lim, ., a, = —o0), wenn zu jeder Zahl C € R ein ng € N existiert, so dass

a, < C fur n> ng.

Beispiele: Es gilt n +4 — 400 und —n? 4+ 3n — —oo fiir n — oc.

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik Il Sommersemester 2020 42 / 447



Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz

Einige Rechenregeln aus Satz 3.21 lassen sich teilweise auf bestimmt divergente
Folgen libertragen. Dazu definiert man:

® c+0o0o=00+4+00=o00 fir c € R,

® c—o0=—-0—o0=—x fir ceR,

® c-oo=00-00=(—00):(—00)= o0 fiir c >0,
® ccoo=(—00) -00=00"(—00)=—00 fiir c <0,
® c-(—o0) = —o0 fiir c >0,

® c-(—o0) =00 fiir c <0,

° if)()zOﬁirCE]Ri.

Achtung: Ausdriicke wie co — 00, —00 + 00, % 0-(£00), i% sind unbestimmt

+
und konnen nicht sinnvoll definiert werden.
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Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz

Wichtige Beispiele
Fir oy, 8 # 0 gilt

k .

> oy B
j=0 _ao+a1n+...+akn \
. Bo+Bin+...+8n 7
> B

=

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik Il

falls kK < I;
falls k = I
falls k > 1/,
falls k > 1/,

7%
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7%
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> 0;
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Grenzwerte und Konvergenz
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Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz

Wichtige Beispiele
Fir oy, 8 # 0 gilt

k _ .
S a;n ) ( g,k falls k < [;
j=0 Qo T Q1N+ ..+ Qgn \ | B, ! falls k =1,
zljﬁ-nf Bo+ Bin+ ...+ Bin 00, fallsk>/,%>0;
= J | —oo, falls k> 1, % < 0.

Beweisen Sie die Aussage, indem Sie jeweils die hochste in Zahler und Nenner
vorkommende Potenz von n ausklammern und dann die Grenzwertsatze anwen-
den.
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Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz
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2
Wie lauten die Grenzwerte der Folgen (=142—=), (z24=>) und (4’; +1)? J
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Grenzwerte und Konvergenz

Bestimmte Divergenz
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Wie lauten die Grenzwerte der Folgen (=1>—), (z2= jgﬂ) und (4’; +1)? J

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Grenzwerte und Konvergenz

Geometrische Folge

Geometrische Folge:

q" — 3

(0, fir |q| < 1;

\

1, fir g =1,
+oo, firg>1.

Fiir g < —1 ist die Folge (g") divergent, aber nicht bestimmt divergent (alternie-

rendes Vorzeichen).
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rendes Vorzeichen).

Man fiihre den Beweis fiir ¢ > 1 mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung (vgl. Mathe-
matik |, Beispiel 1.13, Folie 58) aus. J
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Grenzwerte und Konvergenz

Geometrische Folge

Geometrische Folge:

(0, fir |q| < 1;
q" = < 1, fir g =1,
+oo, firg>1.

\

Fiir g < —1 ist die Folge (g") divergent, aber nicht bestimmt divergent (alternie-
rendes Vorzeichen).

Man fiihre den Beweis fiir ¢ > 1 mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung (vgl. Mathe-
matik |, Beispiel 1.13, Folie 58) aus. }

Fiir |g| < 1 gilt im {ibrigen sogar
n“gq" — 0 fiir alle k € N.

Das polynomielle Wachstum von n* ist also schwicher als das exponentielle Abklin-
gen von q".
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Grenzwerte und Konvergenz

Weitere Beispiele von Grenzwerten

) +o00, falls r > 0;
® nf —
0, falls r < 0.

® /c — 1 fiir jede Zahl ¢ > 0,
°* v/n—1,
° (141)"— e=12.71828...

°® (L+%)"— e,
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Inhalt

© Folgen und Reihen

3.3 Unendliche Reihen
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Unendliche Reihen

Addieren wir von einer gegebenen Zahlenfolge (ax) die jeweils ersten Glieder, so
entstehen Partialsummen (oder Teilsummen):

$1 = 41,

Sp = a1+ az,

S3 — a1+ a» -+ as,
n

S, = al—|—32+...+an:E ak,
k=1

Diese Partialsummen bilden eine neue Folge (s,) und fiihren uns zum Begriff der
(unendlichen) Reihe.
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Unendliche Reihen

Definition

Definition 3.23 (Reihe)

Sei (ax)ken eine Zahlenfolge. Dann heifit s, := >/, ax die n-te Partialsumme
von (ag).

Die Folge (s,)neny wird Reihe mit den Gliedern ax genannt. Man verwendet fiir sie
die Schreibweise >~ a.

Eine Reihe >~ ; ax heift konvergent, wenn die zugehdrige Partialsummenfolge
konvergiert, andernfalls divergent.

Gilt s, — s fiir n — o0, so schreibt man

(©.@)
E dx = S
k=1

und bezeichnet s auch als Wert oder Summe der Reihe > /7, ax.

v

Anmerkung: Wie bei Folgen ist man bei den Indizes auch hier nicht auf den Start-
wert 1 festgelegt.
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Unendliche Reihen

Beispiel: geometrische Reihe

Die Reihe >~ 2—1,( konvergiert gegen 1, wie folgende geometrische Betrachtung
deutlich macht:

32

ool —
S

DO —

-

Man schreibt also Y2, 2 = 1.

Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der geometrischen Reihe, die uns spater
noch beschaftigen wird.
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Unendliche Reihen

Beispiel

Die Partialsummen zur Folge (ax) mit ax = sind gegeben durch

k(k-|—1)

1 1 1 1

+ ..+ =1-—

Sp =ai1+tax+...+ap,= +

Damit gilt s, — 1 fiir n — o00; wir schreiben also
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Unendliche Reihen

Beispiel

Die Partialsummen zur Folge (ax) mit ax = sind gegeben durch

k(k-|—1)

1 N 1 - 1 1
1-2 2.3 77 nln+1) n+1

S,=ay+a+...+a, =

Damit gilt s, — 1 fiir n — o00; wir schreiben also

Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Damit gilt s, — 1 fiir n — o00; wir schreiben also

Beweisen Sie die Formel fiir die Partialsummen mittels vollstandiger Induktion
(Hausaufgabe). }
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Unendliche Reihen

Beispiel

Die Partialsummen zur Folge (ax) mit ax = k(k+1) sind gegeben durch

1 N 1 - 1 1
1-2 2.3 77 nln+1) n+1

S,=ay+a+...+a, =

Damit gilt s, — 1 fiir n — o00; wir schreiben also
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Unendliche Reihen

Beispiel

Die zur Reihe -
D (-1)f=1-1+41-141-1+... (3.4)
k=0

gehodrige Partialsummenfolge ist (1,0,1,0,1,0,1,...) und die Reihe damit diver-
gent.

Dieses Beispiel zeigt eindrucksvoll, dass Reihen nicht einfach als ,,unendliche Sum-
men" aufgefasst werden kdnnen:

Paarweises Zusammenfassen benachbarter Glieder (1 —1 = 0) in (3.4) konnte zum
Beispiel zu vollig falschen Schliissen fiihren!
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Unendliche Reihen

Beispiel Dezimaldarstellung als Reihe

Seit lhrer frithen Schulzeit verwenden Sie fiir reelle Zahlen auch die Dezimaldarstel-
lung. Betrachtet man zum Beispiel die Zahl 7, so gilt:

GRS S
10 ' 102 ' 103 ' 10

T =3,141520265... = 3 +

Allgemein lasst sich die Zifferndarstellung einer Dezimalzahl mit einer Vorkommas-
telle und Ziffernfolge (zx) (zx € {0,1,...,9}) als folgende Reihe auffassen:

©e

Z] ¥4p) Z3 Z4 Zk
21,22232425...:1—()()+101—|—102—|—1—03+...:Zlok_1.
k=1

Die Basis 10 ist ibrigens willkiirlich gewahlt (Anzahl der Finger).

Computer verwenden intern zumeist die Basis 2 (Dualzahlen), im antiken Babylon
verwendete man 60; bei den Ureinwohnern Stidamerikas waren 4,8 und 16 als Basis
gebrauchlich (Rechnen ohne Daumen?).
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Unendliche Reihen

Partialsummen arithmetischer Folgen

Erinnerung: Eine arithmetische Folge ist gekennzeichnet durch immer gleiche Dif-
ferenz ihrer Folgenglieder.

Satz 3.24

Sei (ax) eine arithmetische Folge mit ax 1 — ax = d (also mit ay = a1 + (k — 1)d,
vgl.Lemma 3.4). Dann gilt

s,,:zn:akz g(al+an):n(al+%(n—l)d). (3.5)

k=1

y

Die zugehdrige Reihe >}, a ist daher immer divergent — mit Ausnahme des Falles
ax =0 (keN)(dh.ag=0und d =0).

Bei arithmetischen Folgen sind also nur die Partialsummen, aber nicht deren Grenz-
werte Iinteressant.
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Unendliche Reihen

Exkurs: GaulBsche Summenformel

Einen Spezialfall von (3.5) bildet die Formel (,,Kleiner GauR"):

& 1
Z k= —=n(n+1).
k=1 2

Sie war bereits den Babyloniern bekannt und wurde vom 9-jahrigen C.F. Gauls bei der Schulaufgabe,
die natiirlichen Zahlen von 1 bis 100 zu addieren, wiederentdeckt.

Schema:
1 2 3 4 99 100 100 1
100 99 98 97 ... 2 1 = Z i = =-.100-101 = 5050.
101 101 101 101 ... 101 101 - 2

Carl Friedrich GauB (deutscher Mathematiker, Astronom,
Geodat und Physiker, 1777-1855).

Einer der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten, mit grundle-
genden Beitragen zur Zahlentheorie, elliptischen Funktionen, nicht-
Euklidischer Geometrie und Statistik. U. a. ermoglichte die von ihm
entwickelte Ausgleichsrechnung (Methode der kleinsten Quadrate)
die Wiederentdeckung des Zwergplaneten Ceres (1801).
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Unendliche Reihen

Geometrische Reihe

Die Reihe zur geometrischen Folge ist eine der wichtigsten in der Mathematik tiber-
haupt. Auch hier beginnen wir wieder mit einer Aussage iiber die Darstellung der
Partialsummen:

Satz 3.25

Sei (ax) eine geometrische Folge mit ax11/ax = q (also mit a, = a1q*~ 1, vgl.
Lemma 3.6). Dann gilt
n n_l
a1 t—, falls g+ 1;
_— — qg—17 3.6
> kzz:lak { nai, falls g = 1. (3.6)
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Unendliche Reihen
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Unendliche Reihen

Geometrische Reihe

Mittels Grenziibergang n — oo erhalt man aus Formel (3.6):

Satz 3.26 (Geometrische Reihe)

Eine Reihe der Form Y\~ a1q*~1 heilt geometrische Reihe. Die geometrische Reihe kon-
vergiert fiir |q| < 1, in diesem Falle gilt

. 1

E a1g" ! = a; ] : (3.7)
—q

k=1

Fiir |q| > 1 ist die Reihe divergent.
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Unendliche Reihen

Geometrische Reihe

Mittels Grenziibergang n — oo erhalt man aus Formel (3.6):
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Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Unendliche Reihen

Geometrische Reihe

Mittels Grenziibergang n — oo erhalt man aus Formel (3.6):
Satz 3.26 (Geometrische Reihe)

Eine Reihe der Form Y-, a1q"~1 heilt geometrische Reihe. Die geometrische Reihe kon-
vergiert fiir |q| < 1, in diesem Falle gilt

. 1

E a1g" ! = a; ] : (3.7)
—q

k=1

Fiir |q| > 1 ist die Reihe divergent.

7k—1
k=1

= 3 =1
Man berechne die Summen der Reihen Z und Z >k J
k=1
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Unendliche Reihen
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Unendliche Reihen

Geometrische Reihe

Mittels Grenziibergang n — oo erhalt man aus Formel (3.6):
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Eine Reihe der Form Y\~ a1q"~1 heilt geometrische Reihe. Die geometrische Reihe kon-
vergiert fiir |q| < 1, in diesem Falle gilt

- 1
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—q
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Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Unendliche Reihen

Harmonische Reihe

Bemerkung: In Tafelwerken finden Sie auch haufig die Formeln
o o

Zalq":all I

k=1 — 4 (=0 1-q
Diese erhalt man aus (3.7) durch Multiplikation von a; mit g bzw. durch Indexverschiebung
C=k—1.

— 1
Eine Reihe der Form Z P mit o > 0 wird harmonische Reihe genannt.

k=1
Es gilt:

— 1
° Z P ist konvergent fiir alle a > 1.
k=1

1
ka

o

= 400 (d.h. die Reihe divergiert) fiir alle oo < 1.

>
I

1

v

Insbesondere sind also die Reihen "7, = und >0, \/LE divergent, wihrend Y72 | 75
konvergiert.
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Unendliche Reihen

Exkurs zur Divergenz der harmonischen Reihe

Die Divergenz von Z}Zl% zeigt man! durch Abschitzung der Partialsummen fiir
n=2m:

B R - o
T T27\3 56 7 8) T \2mlg1 7 Tom

S WHR R (i DR (I O (I
T2 \4 4 § 8 8 8/ T \om 7 om

\

Vo N~ aV

2 mal 4 mal 2m—1 mal

1 y
:1+§m — o0 fur m — .

Die Partialsummenfolge enthilt also eine divergente Teilfolge und ist damit selbst
divergent.

IDieser Beweisansatz findet sich iibrigens bereits in mittelalterlicher Literatur (Nicole Ores-
me, Frankreich, ~ 1350).
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Unendliche Reihen

Rechnen mit konvergenten Reihen

Wendet man die Grenzwertsdtze (Satz 3.21) auf Partialsummenfolgen an, erhélt
man:

Satz 3.27

Sind >, ax und Y- | by beide konvergent, so gilt:

Z(ak + by) = Zak + Z by,
1l k=1 1l

Z(ak — bx) = Z ak — Z by,

1l k=1 1l
i()\ak) — )\i Ak fliir A € R
il k=1
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Uber das Folgende bitte erstmal selbst Nachdenken und Rechnen!
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe > 7, (5—1,( + i) J
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe > 7, (5—1,( + i) J

Haben Sie's geschafft?
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe Y~77, (5 + =) J

Gratulation, wenn ja und ansonsten gibt es ein Erklarvideo!
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe Y~77, (5 + =) J

Machen Sie sich anhand der Partialsummen klar, dass Aussagen analog zu Satz
3.27 fiir > -1 (ak - bx) nicht gelten kénnen. J
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Berechnen Sie den Grenzwert der Reihe Y~77, (5 + =) J

Machen Sie sich anhand der Partialsummen klar, dass Aussagen analog zu Satz
3.27 fiir > -1 (ak - bx) nicht gelten kénnen. }

Definition 3.28 (Absolute Konvergenz)

Eine Reihe >~ ; ax heiBt absolut konvergent, wenn >~ . |ak| konvergiert.

Absolut konvergente Reihen sind besonders komfortabel — zum Beispiel darf man
nur bei ihnen die Glieder beliebig umordnen, ohne den Grenzwert zu verandern.
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Unendliche Reihen

Absolute Konvergenz

Der folgende Satz liefert den Bezug zur ,,gewohnlichen” Konvergenz:

Satz 3.29

Eine absolut konvergente Reihe > | ai ist erst recht konvergent. Fiir sie gilt die
verallgemeinerte Dreiecksungleichung

00
D
k=1

o
<D lakl.
k=1

Beispiele: (Nachweis spater)

_ 11k+1 _ )
°* N, % —1—21+32—... ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

(1’<+1 0 — 1
O<Z 2—6 ;E
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Unendliche Reihen

Konvergenzkriterien

Mitunter stellt man lediglich die Frage nach der Konvergenz einer Reihe, ohne deren
konkreten Grenzwert berechnen zu wollen. Hierbei sind eine Reihe von Konvergenz-
kriterien hilfreich.

Einen ersten Satz erhalten wir aus dem Cauchy-Kriterium fiir die Partialsummen-
folge zu einer konvergenten Reihe >~ ax. Es gilt

|an| = |sn — sn—1| < € fiir groRes n
und daher

Satz 3.30 (Notwendiges Konvergenzkriterium)

Bei einer konvergenten Reihe Y-, ax bilden die Glieder eine Nullfolge, d. h.
a, — 0 fiir k — oo.
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konkreten Grenzwert berechnen zu wollen. Hierbei sind eine Reihe von Konvergenz-
kriterien hilfreich.

Einen ersten Satz erhalten wir aus dem Cauchy-Kriterium fiir die Partialsummen-
folge zu einer konvergenten Reihe >~ ax. Es gilt

|an| = |sn — sn—1| < € fiir groRes n
und daher
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Unendliche Reihen

Alternierende Reihen

Fiir alternierende Reihen (d.h. mit wechselndem Vorzeichen der Glieder) ist das
folgende Kriterium haufig hilfreich:

Satz 3.31 (Leibniz-Kriterium)

Eine alternierende Reihe - ,(—1)*ax konvergiert, wenn (ax) eine monotone
Nullfolge ist.
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Unendliche Reihen

Majorantenkriterium

Nach Satz 3.11 ist eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern genau dann konvergent,
wenn ihre Partialsummenfolge beschrankt ist. Daraus folgen:

Satz 3.32 (Majorantenkriterium)

Ist >°2 . bk eine konvergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern, und gilt fast
immer |ax| < by, so konvergiert Y-, ax, und zwar sogar absolut.

Die Reihe >/~ . by wird dabei Majorante von >~ ax genannt.

Beispiel:
. Ziozl = konvergiert, denn z < £ fiiralle k € N, und >7.2; & kon-
vergilert.
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Unendliche Reihen

Minorantenkriterium

Satz 3.33 (Minorantenkriterium)

Ist >, b eine divergente Reihe mit nichtnegativen Gliedern, und gilt fast im-
mer ax > by, dann ist auch Y-, ax divergent.

Die Reihe >~ . by wird dabei Minorante von >~ ax genannt.

Beispiel:
o 1 L 1 1 1 ¢
e M. preYp divergiert, denn P > 2 = o furalle k € N,

und >";2, 5= divergiert (harmonische Reihe).

Peter Stollmann (Analysis) Mathematik Il Sommersemester 2020 66 / 447



Unendliche Reihen

Waurzelkriterium

Geometrische Reihen als Majoranten bzw. Minoranten fiihren auf zwei Kriterien, die
haufig bei Reihengliedern mit Quotienten- oder Potenzstruktur greifen:

Satz 3.34 (Wurzelkriterium)

Gilt mit einer festen positiven Zahl q < 1 fast immer

\/k ‘ak’ < q,

so konvergiert die Reihe >~ | ax, und zwar sogar absolut.

Gilt jedoch fast immer

\k/ ]ak] Z ].,

so ist > -, ax divergent.

y

Achtung: Es geniigt nicht, lediglich {/|ax| < 1 nachzuweisen, um auf Konvergenz
zu schlielen! Dies allein kann fiir konvergente wie divergente Reihen gelten.
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Unendliche Reihen

Waurzelkriterium
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Unendliche Reihen

Quotientenkriterium

Satz 3.35 (Quotientenkriterium)

Gilt mit einer festen positiven Zahl g < 1 fast immer

dk+1

dk

<

— I

so konvergiert die Reihe Y-, ax, und zwar sogar absolut. Gilt jedoch fast immer

dk+1

dk

> 1

— Y

so ist > - ax divergent.

Dabei ist natiirlich vorauszusetzen, dass fast immer a, # 0 ist.

Achtung: Auch hier liefert lediglich

21| < 1 keine Konvergenzaussage.
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Unendliche Reihen

Quotientenkriterium
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Unendliche Reihen

Quotienten- und Wurzelfolgen

Folgende Version von Quotienten- und Wurzelkriterium ist besonders handlich und
wird in der Praxis am haufigsten verwendet:

Folgerung 3.36 (Quotienten- und Wurzelfolge)

dk+1

) oder die Wurzelfolge (</|ax|) gegen

einen Grenzwert «, so ist die Reihe Y~ | ak

Konvergiert die Quotientenfolge (

® (absolut) konvergent, wenn oo < 1,

® divergent, wenn o > 1.

Bemerkung: Im Falle « = 1 liefern die Kriterien kein Ergebnis. Eine nahere Unter-
suchung wird notwendig.
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Unendliche Reihen

Beispiele zu Konvergenzkriterien

dk+1

_ (k+1)® 2k 1 112 1
— = SKTT — 5(1{-;) — 5

° N o 1 oF konverglert denn

® 1. 4 konvergiert, denn {/|%| = \/— — 0 (da vk — 1).

kk
° 37, konvergiert, denn |22 | — (kfl)! = =1 — 0.
Dabei ist k! (,,k-Fakultat”) fiir k € N definiert durch k! :==1-2-... k, bzw.

ol :=1.
* Es konvergiert sogar >, i—f fiir beliebiges x € R, denn

dk+1

dk

> 0.

xk+l k! x|
xko(k+1)!  k+1

Wir werden diese Reihe spater nutzen, um damit die Exponentialfunktion zu
A . . oo xk
definieren: e := ), ~, I7.
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Unendliche Reihen

Ausblick: Anwendungen in den Naturwissenschaften

In den Anwendungen tauchen Reihen haufig in der Gestalt von Potenz- und Fou-
rierreihen auf (mehr dazu spater).

Desweiteren werden wir im Kapitel Differentialrechnung den Satz von Taylor ken-
nenlernen, welcher mit solchen Reihenentwicklungen im Zusammenhang steht.

Diese Satze begriinden u. a. folgende haufig verwendeten Naherungen fiir betrags-
malkig kleine x € R:

® sinx =~ tan x =~ X,

o cosle—%xz,
1 1
o - ~ 1+ — ~1—
T x 1 X, Tox 1 — x.

Zum Beispiel fiihrt die erstgenannte Naherung auf die typischen Sinusschwingungen
beim Fadenpendel. Die Naherungen in der letzten Zeile beruhen auf geometrischen
Reihen.
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Unendliche Reihen

Exkurs: Achilles und die Schildkrote

.. .ist ein bekannter Trugschluss (Paradoxon) des griechischen Philosophen Zenon
von Elea (ca. 490-430 v. Chr.).

Es wird behauptet, dass der Laufer Achilles niemals eine Schildkrote einholen kann,
wenn sie einmal einen gewissen Vorsprung hat.

Folgende Argumentation:

® Wenn Achilles den Startpunkt der Schildkrote erreicht hat, hat diese einen
neuen (kleineren) Vorsprung gewonnen,

® Wenn Achilles diesen neuen Vorsprung aufgeholt hat, ist die Schildkrote wie-
der ein Stiick weiter vorn usw.

Was Zenon damit zeigen wollte, ist auch aufgrund der Quellenlage unklar. Fakt ist,
dass die Vorstellungen von Grenzwert und Unendlichkeit in der Antike noch nicht
gut ausgepragt waren.
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/iele erreicht?

Sie sollten nun (bzw. nach Abschluss der Ubungen /Selbststudium):
® wissen, was man unter Folgen und Reihen versteht,

® die Grenzwertdefinition tiefgehend verstanden haben und beherrschen (aus-
wendig!),

® Grenzwerte von Folgen mit Hilfe der Grenzwertsitze sicher berechnen kon-
nen,

® an einfachen Beispielen Vergleichskriterien anwenden konnen
(gilt fir Folgen und Reihen),

® (iber die Konvergenzeigenschaften von geometrischer und harmonischer Reihe
bescheidwissen,

® anhand von Konvergenzkriterien das Konvergenzverhalten von Reihen analy-
sieren konnen (mit besonderem Schwerpunkt auf den Satzen 3.30 und 3.31
sowie Folgerung 3.36).

Sie sind sich nicht sicher oder meinen ,nein”? Werden Sie aktiv!
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