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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der zehnten Ubung. Der spiteste Abga-
betermin ust der 00.01. um 16:40 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber maglichst vor Ihrem
zehnten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 10 finden.

Prisenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2

Gegeben sind die folgenden Matrizen mit Eintragen aus dem Korper Z/5.

A=(1 4), B::G ;) C;:G } f)

Welche der Produkte XY mit X, Y € {A, B,C} sind definiert? Berechnen Sie alle Produkte,
die definiert sind. Geben Sie dabei alle Matrixeintrage in der Form £ mit 0 < k < 4 an.

Aufgabe 3

Sei K ein Korper und seien

Dy ::{(A OK) : )\,MGK\{OK}}

O p

und

(i) Zeigen Sie, dass D; zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine abel-
sche Gruppe ist.

(ii) Ist auch Dy zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine Gruppe?
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Aufgabe 4

Priifen Sie jeweils, ob es sich um eine lineare Abbildung handelt. Falls dies der Fall ist,
entscheiden Sie, welche der Begriffe aus Definition 6.12 auf die jeweilige Abbildung zutreffen.

8

: . 3 2 T — 3y
(i) pa:R> = R? Z H(z—l—Qm)'

x
(i) ¢p: R® = R, z H(z—l—l)'

T

(iii) ¢.:R? - R, (y) — 3z + 4y.

Aufgabe 5

Sei K ein Korper und seien m,n,l € N.
(i) Zeigen Sie, dass (AB)" = B'A? fiir alle A € M5, (K) und B € M,,;(K).
(ii) Zeigen Sie, dass Spur(AB) = Spur(BA) fiir alle A, B € M,,x,(K).

(iii) Zeigen Sie, dass A(B+C) = AB+AC fur alle A € M, (K) und alle B,C' € M,,;(K).
Bemerkung: Man kann analog zeigen, dass (B + C)A = BA + CA fir alle B,C €

M psn(K) und A € My (K).
Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 12.01., 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (3 Punkte)

Gegeben sind die folgenden Matrizen mit Eintragen aus dem Korper Z/3.

A= (2 2), B G g)

Welche der Produkte AA, AB, BA und BB sind definiert? Berechnen Sie alle definierten
Produkte. Geben Sie dabei alle Matrixeintrage in der Form k£ mit 0 < k£ < 2 an.
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Aufgabe 7 (3 Punkte)

Sei K ein Korper und sei

{0y ) een)

Zeigen Sie, dass H zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine abelsche
Gruppe ist.

Aufgabe 8 (4 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung

¢ R* = R? (x> — <x+y>
Yy Y
L2 2 [T Ty
YR %R,(y)w(y)

ein Automorphismus ist.

2. Ist die Abbildung

ebenfalls linear?

Zusatzaufgaben

Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgabe wird nicht be-
wertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Lisung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung zu prdsentieren.

Aufgabe 9

Sei (R,+,-) ein Ring. Eine Teilmenge I C R heiit Ideal, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. I ist eine Untergruppe von (R, +),

2. firaller € Rund a € I gilt ra € I und ar € I.

Es ldsst sich leicht einsehen, dass {0z} und R Ideale sind. Der Ring (R, +,-) heiit einfach,
falls es keine weiteren Ideale gibt, also falls {0z} und R seine einzigen Ideale sind.

Sei nun K ein Korper und sei n € N. Nach Satz 5.7 ist M,,»,,(K) mit der {iblichen Addition
und Multiplikation von Matrizen ein Ring. Zeigen Sie, dass der Ring M,,«,(K) einfach ist.



