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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der elften Ubung. Der spiteste Abgabeter-
min ist der 13.01 um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber maglichst vor Ihrem elften
Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 11 finden.

Prasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2
Gegeben ist die Abbildung
. rT+y
¢:R2—>R3,()r—> rT—y
4 T+y

Nutzen Sie Lemma 6.21, um zu iiberpriifen, ob ¢ ein Monomorphismus ist.

Aufgabe 3
Sei
T 2y —w
.4 4 | Y 2
f:R* — R, Z —> ot w
w x4+ z4+w
Sei £ die Standardbasis von R* und sei
1 1 1 1
0 1 1 1
B .= o]1’1o0)1’111’11
0 0 0 1
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(a) Zeigen Sie, dass f linear ist (Hinweis: Dies konnen Sie durch direktes Nachrechnen oder
unter Verwendung von Beispiel 6.5 zeigen).

(b) Berechnen Sie Mat(f,&,€&).
(c) Zeigen Sie, dass B eine Basis von R? ist.

(d) Berechnen Sie Mat(f, &, B).

Aufgabe 4
Wir betrachten die Abbildung f aus Aufgabe 3. Sei £ wieder die Standardbasis von R*.

(a) Bestimmen Sie Kern(f) und Bild(f) sowie eine Basis von Kern(f) und eine Basis von
Bild(f). Welche Dimensionen haben Kern(f) und Bild(f)?

(b) Hétten Sie dim(Bild(f)) auch bestimmen koénnen, ohne Bild(f) zu berechnen? Wenn
ja, wie?

(c) Sei m := dim(Kern(f)). Bestimmen Sie eine Basis C von R%, so dass die letzten m
Spalten von Mat(f,C, &) nur Nullen enthalten.

(d) Finden Sie Basen B; und By von R*, so dass

1 000
01 00
M&t(f, 817‘82) = 0010
0000

Aufgabe 5

Sei K ein Korper.

(i) (Zum Selbststudium) Seien n,m € N. Nach Beispiel 3.3 ist M, s, (K) ein Vektorraum
tiber K. Fir 1 < i <nund 1 < j < m sel E;; die Matrix aus M,,,,(K), deren
(1, 7)-Eintrag gleich 1 ist, wéhrend alle anderen Eintrige gleich 0 sind. Machen Sie sich
klar, dass {E;; | 1 <7 <mn,1 <j <m} eine Basis von M, (K) ist.

(ii) Sei nun V := Mayys(K). Nach (i) ist

#=((000)-(0)-(0)-6 )

eine Basis von V. Sei
T = a b eV
=1, 4 s
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Weiter sei
VeV —V, y— zyz.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung v, linear ist.
(b) Bestimmen Sie Mat(¢,, &).

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 19.01.2022, 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Sei
o 9 3r—2y+ 2z
f:R* — R*, >—>< 2 —t )

Es lésst sich leicht nachpriifen, dass f linear ist. Sie diirfen dies ohne Beweis verwenden.

+ N e R

Sei auflerdem

ER' |20 —y—t=0

=
Il
SR S EEN I ]

(a) Berechnen Sie Kern(f), Bild(f) sowie die Dimensionen von Kern(f) und Bild(f).

(b) Finden Sie eine lineare Abbildung g : R* — R, so dass Kern(g) = W. Gibt es eine
Abbildung ¢ mit dieser Eigenschaft, so dass ¢ nicht surjektiv ist?

(c) Sei € die Standardbasis von R, & die Standardbasis von R? und &, die Standardbasis
von R*. Berechnen Sie Mat(f, &;, &) sowie Mat(g, &4, E).

Aufgabe 7 (1 Punkt)

Gegeben ist die Abbildung

T —z
x
@:R3—>R4, Yyl — ygz

r =Yy
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Es lésst sich leicht zeigen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Dies diirfen Sie ohne Beweis
verwenden. Nutzen Sie Lemma 6.21, um zu iiberpriifen, ob ¢ sogar ein Monomorphismus ist.

Aufgabe 8 (3 Punkte)
Sei K ein Korper und sei n € N. Nach Beispiel 3.3 ist M,,»,(K) ein Vektorraum iiber K. Sei

T: Mpsn(K) = Mpn(K), A A" — A.

(i) Zeigen Sie, dass T linear ist. (Hinweis: Sie bendtigen in Ihrem Beweis die Aussagen aus
Beispiel 6.10. Diese diirfen Sie, wie alle Resulate der Vorlesung, ohne Beweis verwen-
den.)

(ii) Folgern Sie aus (i) und aus einem geeigneten Lemma aus der Vorlesung, dass
{A € Myun(K) | A= A"}

ein Unterraum von M.y, (K) ist.

Zusatzaufgabe

Die folgenden Aufgaben stellen besondere Herausforderungen dar. Die Aufgaben werden nicht
bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung prisentieren.

Aufgabe 9

Sei K ein Korper mit char(K) = 2, sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und
a € Hom(V, V) mit cvo v = idy. Setze Fix(a) := {v € V' | a(v) = v}. Man zeige, dass Fix(«)
ein Unterraum von V mit dim(Fix(«)) > 5 dim(V) ist.

Aufgabe 10

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K mit dimg (V) = n € Nund sei V* := Hom(V, K).
Dann ist V* ein Vektorraum iiber K, wobei die Addition durch

(f+9):V = Ko f(v)+g(v)
fiir f, g € V* und die Skalarmultiplikation

(Af):V = K,v— \f(v)
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fiir f € V* und A € K gegeben ist. Dies diirfen Sie ohne Beweis verwenden. Man nennt V*
den Dualraum von V.

Beweisen Sie, dass V' = V* gilt. Wéhlen Sie dazu eine Basis B = (vq,...,v,) von V und
zeigen Sie, dass die linearen Abbildungen

1 enn ¢ = J
ni:V—>K,vjl—>5ij:: wen Z j.’
0 wenn i # j

eine Basis von V* bilden (wenn Sie die Definition von 7; nicht verstehen, dann wiederholen Sie
Lemma 6.22). Wenden Sie nun ein geeignetes Korollar aus der Vorlesung an, um zu schlielen,
dass V = V™ gilt.



