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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der siebsten Prdsenziibung. Der spdteste
Abgabetermin ist der 1.12. um 25.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdglichst vor
Ihrem siebsten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fir Ubung 7 finden.

Prasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2

In den folgenden beiden Teilaufgaben, also in (a) und (b), geht es um Unterrdume des Vek-
torraums R” fiir gegebene natiirliche Zahlen n. Dabei ist R™ mit der iiblichen Addition und
der {iblichen Skalarmultiplikation versehen (siche Beispiel 3.2 im Skript).

(a) Seiv::{(§>eﬂaa2|xzo,yzo}.

(al) Wenn u,v € V, ist dann auch u 4 v € V7
(a2) Wenn uw € V und XA € R, ist dann auch Au € V7

(a3) Ist V ein Unterraum von R??

(b) Sind die folgenden Teilmengen Unterrdume?

(b1) S :{(9 ER2|x:O}§R2.
(b2) Szzz{(z> €R2|y:2}gR2.

T
(b3) S3:=< ly| eR¥|a?=y+2z, CR%.
z



Prof. Dr. Ellen Henke

Dr. Julian Kaspczyk . LA/LAAG
Edoardo Salati Ubungsblatt 7 24. November 2021
x
(bd) Sy:=< |y | R ||z +y|=]z] p TR
z
x
(b5) S5 := Z ER'|z—y+22+w=0p CR.
w

(c) Entscheiden Sie, ob R? mit der iiblichen Addition und der jeweils angegebenen Skalar-
multiplikation ein Vektorraum iiber R ist.

(cl) Fir Ae Rund (* ) e R?sei A () := ATy
y Y 0
5
(2) Fir Ae Rund () e R2sei A (¥) = (1F).
Y Y Ay

Aufgabe 3

Sei K ein Korper.

(a) Sein € Nund V := K". Wir betrachten V als Vektorraum iiber K mit der iiblichen
Addition und der iiblichen Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Fiir 1 <1 <

n sei
0
0
€; = 1 S Kn,
0
0
wobei der i-te Eintrag gleich 1 sei. Beschreiben Sie die Unterrdume V,,, := (e, €2, ..., €mn)

fir alle m € {1,...,n}.

(b) Sei nun V ein beliebiger Vektorraum iiber K und vy, va,v3 € V, so dass vy, v3 & (v1) und
vy & (v1,v2). Zeigen Sie, dass ve & (vy,v3). Folgern Sie, dass (vq,ve) # (v, v2,v3) und
(v1,v3) # (v1, V2, v3).
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Aufgabe 4

Sei V := R* Wir betrachten V als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der
iiblichen Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Seien

1
0
V3 = 1
1

<
[\]
I
—_— O = O

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vy, v3 die in Aufgabe 3 (b) angenommenen (und damit
auch die daraus abgeleiteten) Eigenschaften haben.

(b) Zeigen Sie, dass (v, va,v3) # V.

Aufgabe 5 (optional)

Diese Aufgabe wird in den Ubungen nur besprochen, wenn es die Zeit erlaubt. Sollte diese
Aufgabe nicht in Ihrer Ubung besprochen werden, so ist es eine gute Ubung fir Sie, sie
eigenstindig zu bearbeiten.

Sei K ein Korper und sei V' ein Vektorraum iiber K. Sind U und W Unterrdume von V', so
schreiben wir V=U @& W, wenn V =U + W und U N W = {0}.

Wir betrachten R? als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der iiblichen Ska-
larmultiplikation. Seien

T 1
U= y| eR¥ |z —y=0 und W::< 0 >
z 1

Zeigen Sie,

(a) dass U ein Unterraum von R? ist,

(b) dass R} =U @ W gilt.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 8.12., 12:00 Uhr,

in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.
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Aufgabe 6 (5 Punkte)
Sei GG eine Gruppe und seien A und B Untergruppen von G. Zeigen Sie:
(a) AN B ist eine Untergruppe von G;

(b) AU B ist eine Untergruppe von G genau dann, wenn A C B oder B C A ist.

(c) Zeigen Sie, dass (b) auch fiir Unterrdume von Vektorraumen gilt. Zeigen Sie also fol-
gendes: Sind V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und sind U und W Unterrdume
von V, so ist UUW genau dann ein Unterraum von V', wenn U C W oder W C U gilt.

Bemerkung: Nach Lemma 3.18 im Skript gilt auch (a) fir Unterrdume von Vektorrdumen
statt Untergruppen von Gruppen.

Aufgabe 7 (5 Punkte)

Seien X eine nichtleere Menge und V' := Abb(X,R) = {f : X — R}. Definiere

+: VXV ——V

(f,g) —— f+g: X — R

mit (f + ¢)(z) := f(x) + g(x) und

RxV —V

ANgr——Ag: X —R

mit (A - g)(z) := Ag(z).
(a) Zeigen Sie, dass V' mit den Operationen + und - ein Vektorraum iiber R ist.

(b) Sei U :={f € V ||f(X)] ist endlich.}. Zeigen Sie, dass U ein Unterraum von V ist.

Zusatzaufgaben

Die folgenden Aufgaben stellen eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgaben werden
nicht bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen,
diese in Ihrer Ubung zu prisentieren.
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Aufgabe 8

Wir betrachten R? als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition +g2 und der iiblichen
Skalarmultiplikation -g2. Sei M := R? x R?. Wir konnen ein Element (P, Q) von M als einen
Pfeil auffassen, der im Punkt P beginnt und im Punkt ) endet.

Fiir alle P = (xp,yp) € R? definieren wir die Abbildung

tp: M s M
(G)-G2) — () Gezn))
Y1 Y2 Y1+ Yp Yo + Yp
Sei ~C M x M die Relation definiert durch

(A,B) ~ (C,D) <= 3 P € R*sodass tp((A4, B)) = (C, D).

(a) Priifen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Sei V := M/ ~ die Menge der Aquivalenz-
klassen.

(b) Definiere +:V xV — V und - : R x V' — V durch
(A, B)]+ [(C,D)] := [(A 4g2 C, B 42 D)] und A [(A,B)] == [ re (4, B)].

Zeigen Sie, dass + und - wohldefiniert sind und dass V' mit den Operationen + und - ein
Vektorraum iiber R ist.

(c) Zeigen Sie, dass jede Klasse [(A, B)] einen Reprisentanten (O, C) mit O = (0,0) € R?
hat.

Aufgabe 9

Seien A, B, C' Unterrdume eines Vektorraums V iiber einem Kérper K und sei V' := AUBUC.

(a) Zeigen Sie, dass |K| = 2 ist oder ein X € {A, B,C'} mit V = X existiert.
Tipp:
Nehmen Sie |K| > 2 an. Machen Sie sich klar, dass Elemente k,h € K mit k,h # 0 und
k — h =1 existieren.
Wennu e A\ (ANB) und w € B\ (AN B), was konnen Sie tiber ku + w, hu + w und
u sagen?

(b) Geben Sie ein Beispiel an, in dem A, B,C # V und V = AU B U C gelten.

(c) Was kann man sagen, wenn V' eine Gruppe und A, B, C' Untergruppen sind?



