Prof. Dr. Ellen Henke
Dr. Julian Kaspczyk . LA/LAAG
Edoardo Salati Ubungsblatt 9 13. Dezember 2021

Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der neunten Prdsenziibung. Der spdteste
Abgabetermin ist der 15.12. um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdaglichst vor
Ihrem neunten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fir Ubung 9 finden.

Prasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2
Seien
x
W= y| eR*|z+y—52=0
z
und
1 0
U := (e, e9) mite;=[0] undes = |1
0 0

(a) Finden Sie Vektoren wy, ws € R? mit W = (wy, wy). Folgern Sie, dass W ein Unterraum
von R3 ist. Bestimmen Sie eine Basis von W und geben Sie dimg (W) an.

(b) Geben Sie dimg(U) an.

(c) Beschreiben Sie W NU. Bestimmen Sie eine Basis von W NU und geben Sie dimg (W NU)
an.

(d) Beweisen Sie mithilfe der Dimensionformel (Lemma 3.60), dass W + U = R? gilt.
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Aufgabe 3
Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und sei n := dimg (V).

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes & € N mit & < n ein Unterraum Uy von V' mit dimg (Uy) = k
existiert.

(b) Geben Sie alle Unterriume von (Fy)3, wobei Fy = Z /2 sei, nach der Dimension geordnet
an.

Aufgabe 4

Seien V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und seien v; , ¢ € I, Elemente aus V' (fiir eine
Indexmenge I). Sei
¢:P(L)—PV),J— (vj|je ).

(a) Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Die Vektoren v; fiir ¢ € [ sind linear unabhéngig.
(ii) ¢ ist injektiv.

(b) Seien U (V') := {U C V| U ist ein Unterraum von V'} und ¢ : P(I) — U(V), ¥(J) :=
¢(J). Beschreiben Sie die Beziehung zwischen ¢ und ¢. Wenn ¢ oder v injektiv (bzw.
surjektiv) ist, was kénnen wir iiber die jeweils andere Abbildung hinsichtlich Injektivitéit
(bzw. Surjektivitét) sagen?

(¢) Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann schreiben wir dimg (V') = co. Sei
f+P(I) — NU{0,00}, f(J) = dimg (¢(J)).

Zeigen Sie: Wenn f surjektiv ist, dann ist V' unendlich-dimensional. Zeigen Sie, dass die
Umkehrung im Allgemeinen falsch ist. Wenn V' unendlich-dimensional ist, kénnen Sie
eine Bedingung an die Vektoren v;, @ € I, stellen, unter der die Abbildung f surjektiv
ist?

Aufgabe 5

Lésen Sie das lineare Gleichungssystem iiber dem Kérper K, indem Sie die folgenden Schritte
ausfiihren:

e Bilden Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems und bringen Sie
diese durch elementare Zeilenumformungen in reduzierte Stufenform.

e Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems.



Prof. Dr. Ellen Henke

Dr. Julian Kaspczyk . LA/LAAG
Edoardo Salati Ubungsblatt 9 13. Dezember 2021
(a) K =Q.
T —3SL’Q+5$3:O
2&71 — 41132 + 21‘3 =0
51’1 — 11]32 + 91’3 =0
(by K=R
ZE1—25L‘2—\/§ZE3:0
3ZB1 — (\/§+6>3§3 =0
—x1 +x9 + 3v3 = —1
(c) K =7Z/11.

L1+ 3T+ Tx4 — x5 =0
521+ 629 + 23 =0

91 + 29 + 223 + 224 = —1
8Ty + 24 + 35 = 2

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 22.12., 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Losen Sie das lineare Gleichungssystem indem Sie die folgenden Schritte ausfiihren:

e Bilden Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems und bringen Sie
diese durch elementare Zeilenumformungen in reduzierte Stufenform.

e Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Seien Lg die Losungsmenge iiber Q und Ly die Losungsmenge iiber R. Was ist die Beziehung
zwischen Lg und Lr? Geben Sie auch Ly, also die Losungsmenge iiber Z/19, an.

1 — 2x9 + 423+ D524 =0
Ty +4x9 + 224 =0
T1+dbre+Trs+x4=1
r1+ 629+ 323+ 1304 =4
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Aufgabe 7 (4 Punkte)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K.

(a) Seien U und W Unterraume von V mit U NW = {0y }. Zeigen Sie: Wenn By eine Basis
von U und By, eine Basis von W ist, dann ist By U By, eine Basis von U + W.

Sei von nun an angenommen, dass V' endlich-dimensional ist. Fin Unterraum H von V heif3t
Hyperebene von V, falls dimg (H) = dimg (V') — 1 ist. Man zeige:

(b) Sind H eine Hyperebene von V' und U ein Unterraum von V mit U & H, so ist
dimg(UN H) = dimg(U) — 1.

(c) Fir alle n € N und alle Hyperebenen Hy, ..., H, von V gilt:

dimg (ﬁ Hi) > dimg (V) — n.

i=1

Zusatzaufgabe

Die folgenden Aufgaben stellen eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgaben werden
nicht bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen,
diese in IThrer Ubung zu prdsentieren.

Aufgabe 8

Wir betrachten den Vektorraum aus Aufgabe 8 von Ubungsblatt 8 und verwenden die in
dieser Aufgabe eingefiihrte Notation.

(a) Zeigen Sie, dass W eine Hyperebene von V ist.

(b) Nutzen Sie (a), um einen neuen Beweis der Aussage aus Aufgabe 7 von Ubungsblatt 4
anzugeben.

Aufgabe 9

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis {v1,vs, ..., v,}.
Sei e := Y " v und u; = e —v; fir j € {1,...,n}. Man zeige: {u; | j € {1,...,n}} ist
genau dann Basis von V', wenn n — 1 nicht von char(K) geteilt wird.



