Prof. Dr. Ellen Henke
Dr. Julian Kaspczyk LA/LAAG
Edoardo Salati Losungsblatt 7 13. Dezember 2021

Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der siebsten Prdsenziibung. Der spdteste
Abgabetermin ist der 1.12. um 25.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdglichst vor
Ihrem siebsten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fir Ubung 7 finden.

Losung der ersten Vorbereitungsaufgabe

Die Aufgabenstellung lautete wie folgt:

Wir betrachten R* als einen Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der iiblichen
Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Sei

T, = ER* |29+ 25 —224=0

Ist 77 ein Unterraum von R?

Wir zeigen, dass T3 ein Unterraum ist, indem wir (S0), (S1) und (S2) aus Definition 3.10
verifizieren.

(SO) Es gllt 0R4 € Tl.

o o
<

(S1) Seien v := owi=1 | € Ty. Wegen v, w € Ty gilt b+c—2d = 0und '+ —2d' =

d d’
0. Wir berechnen

a+ad
b+
vtw=1
d+d
Esgilt (b+V)+ (c+)—2(d+d)=(b+c—2d)+ (V' + —2d") =0+ 0=0. Somit

U+weT1.
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a
(S2) Sei v := i € Ty und X € R. Wegen v € Ty gilt b+ ¢ — 2d = 0. Wir berechnen
d
\a
b
AU = \e
Ad

Wegen b+ Ac —2Ad = A(b+c¢—2d) = A - 0 =0 folgt \v € T1.

Losung der zweiten Vorbereitungsaufgabe

Die Aufgabenstellung lautete wie folgt:

Wir betrachten R* als einen Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der iiblichen
Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Sei

T, = €R4|$1+ZE2:1

Ist 75 ein Unterraum von R?

Es ist 75 kein Unterraum, denn es gilt Ogs ¢ T5, womit (S0) aus Definition 3.10 nicht erfiillt
ist.

Losung der dritten Vorbereitungsaufgabe

Die Aufgabenstellung lautete wie folgt:

Wir betrachten R* als einen Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der iiblichen
Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Sei

T
_ ) 4
T3 = eR | xr € Q
T3
Ty
Ist T3 ein Unterraum von R?
1 1 V2
. . : 0 0 0
Es ist T5 kein Unterraum, denn z. B. gilt 0 € Ty, aber /2 - ol =1 o ¢z T;.
0 0 0
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Loésung der vierten Vorbereitungsaufgabe

In dieser Aufgabe waren die richtigen der folgenden Aussagen auszuwéhlen.

(1) Q ist ein Vektorraum iiber Q, dessen Addition die iibliche Addition in @ ist und dessen
Skalarmultiplikation mit der iiblichen Multiplikation in Q) iibereinstimmt.

(2) R ist ein Vektorraum iiber Q, dessen Addition die iibliche Addition in R ist und dessen
Skalarmultiplikation durch
QxR =R, (N\z)— Az

gegeben ist, wobei Az das iibliche Produkt der Zahlen A und =z ist.

(3) Q ist ein Vektorraum iiber R, dessen Addition die iibliche Addition in @Q ist und dessen
Skalarmultiplikation durch
RxQ—Q,\x)— A\

gegeben ist, wobei Az das iibliche Produkt der Zahlen A und x ist.

(4) R? ist ein Vektorraum iiber Q, dessen Addition die {ibliche Addition in R? ist und dessen

Skalarmu“ lphkatlon durCh

fiir alle A € Q und alle (;j) € R? gegeben ist.

(5) R ist ein Vektorraum iiber R, dessen Addition die iibliche Addition in R ist und dessen
Skalarmultiplikation mit der iiblichen Multiplikation in R {ibereinstimmt.

(1) und (5) sind richtig nach Beispiel 3.4. (2) ist richtig nach Beispiel 3.6. (4) ist ebenfalls
richtig, der Beweis verlduft analog zum Beweis in Aufgabe 6 auf Blatt 6. (3) ist falsch, weil
die Skalarmultiplikation

RxQ—Q,(\z)— Az

nicht wohldefiniert ist. Denn fiir A € R und = € Q gilt im Allgemeinen nicht Az € Q, z. B.
gilt Az ¢ Q wenn A =2 und z = 1.

Prasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.
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Aufgabe 2

In den folgenden beiden Teilaufgaben, also in (a) und (b), geht es um Unterrdume des Vek-
torraums R™ fiir gegebene natiirliche Zahlen n. Dabei ist R™ mit der iiblichen Addition und
der {iblichen Skalarmultiplikation versehen (siche Beispiel 3.2 im Skript).

(a) SeiV::{(';)ERZMZO,yZO}.

(al) Wenn u,v € V, ist dann auch u 4+ v € V7
(a2) Wenn v € V und A € R, ist dann auch Au € V7

(a3) Ist V ein Unterraum von R??

(b) Sind die folgenden Teilmengen Unterrdume?

(b1) S :{(2’) eRW:O}gR?.
(b2) 52::{@’) ERQ]y:Q}gRQ.

x
(b3) S3:=< ly| eR¥|a?=y+2z, CR%.
z
x
(b4) Sy := y| eR ||z +y| =]z p R
z
T
(b5) S5 := g ER'|z—y+22+w=0p CR.
w

(c) Entscheiden Sie, ob R? mit der iiblichen Addition und der jeweils angegebenen Skalar-
multiplikation ein Vektorraum iiber R ist.

(c1) Fir A e Rund () e R2 sei A (7)) = (7).
Y Y 0
5
(2) Fir A e Rund () e R2sei A7) = (7).
y Y A’y

Losung

(al) Seien u = Zl> und v = Zl) . Weil u;,v; > 0 fiir ¢ € {1,2} gilt, gilt auch u; +v; > 0
2 2

fir i € {1,2}, d.h., dass u +v € V ist.
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(a2) Seien u = (1) und A = —1. Dann ist u € V| aber A\u = (_1> gvV.

1 -1

(a3) Wegen (a2) ist V kein Unterraum von R?.

(bl) Es gilt S; = {(2) ly € ]R}. Wir zeigen, dass S ein Unterraum ist, indem wir (S0),
(S1) und (S2) aus Definition 3.10 verifizieren.
(S0) Es gilt Oge2 € 5.

O | 0 0\ [ 0
(S1) Fur <y> ; (w) € Sy gilt auch (y) + (w) = (y+w) € 5.
(S2) Fiir (2) € 5, und A € R gilt A (2) _ < fy) € 51.

(b2) Es gilt Sy = {(g) | =z € R}. Wegen Ogz & S5 ist Sy kein Unterraum.

1 2
(b3) Seiv = |0].Esistve Ss, aberesgilt 20 = [ 0 | € S3. Somit ist S3 kein Unterraum.
1 2
1 1 2
(b4) Seienu = [0 ]| undv= | 1 |,sodassu,v e Sygilt. Esistu+v=| 1 | €95y, weil
1 —2 -1
|24 1] =3 # 1 =| — 1|. Deswegen ist Sy kein Unterraum.

(b5) Es ist S5 ein Unterraum. Um dies zu zeigen, verifizieren wir (S0), (S1) und (S2) aus
Definition 3.10.

(SO) Es gllt 0R4 S 55.

x x x T x4+
: |y | Y . v _ vty :
(S1) Seien u = o R VR = Ss. Dann gilt o I D Il I v | Weil
w w’ w w’ w + w'

(42" —(y+y)+2(z+2) +(w+w') = (x—y+2z4w)+ (2’ —y'+22'+0w") = 0+0 =0

gilt, ist u +v € Ss.

AT
Ay
Az
A\w

(S2) Wenn X € R ist, dann Au = . Weil

A=Ay +2z+ A w=ANzr—y+2z+w)=0
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gilt, ist Au € Ss.

(cl) Sei (g) € R? mit y # 0. Dann ist 1 (‘;) = (3) # (z) Damit liegt kein Vektorraum

(c2) Wir beweisen, dass die Distributivitdt der Skalarmultiplikation nicht gegeben ist. Seien
A:=1=:p € R. Dann gilt

EORTORRE
()0 0-0+0-0+E)

Die Skalarmultiplikation ist also nicht distributiv, womit kein Vektorraum vorliegt.

Aufgabe 3

Sei K ein Korper.

(a) Sein € Nund V := K". Wir betrachten V als Vektorraum iiber K mit der iiblichen
Addition und der iiblichen Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Fiir 1 <1 <
n sel

0

e K",

D
ISh
I
—

0
wobei der i-te Eintrag gleich 1 sei. Beschreiben Sie die Unterrdume V,,, := (e, €2, ..., €mn)

fir alle m € {1,...,n}.

(b) Sei nun V ein beliebiger Vektorraum iiber K und vy, vg,v3 € V, so dass vy, v3 & (v1) und
vy & (v1,v9). Zeigen Sie, dass ve & (vy,v3). Folgern Sie, dass (vq,ve) # (v1,v2,v3) und
(v1,v3) # (v1, V2, v3).
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L6sung

(a)

Sei m € {1,...,n}. Nach Definition, ist

Vin=A{Me1+ -+ Anem | N\ € K fur alle 1 <i<m}

0
0
Fir 1 < <mgilt \je; = | A; |, wobei \; der i-te Eintrag ist. Es folgt
0
0
(/N \
A2
. U1
: Vo
Vm: )\m GKn|)\1,...,/\m€K = . EKn|Um+1:Um+2:"':Un:O
0 .
Un
(\ 0 )

Wir zeigen zuerst, dass ve & (v1,v3). Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, sodass also
vy € (v1,v3) gilt. Dann existieren A\, u € K mit vo = Avy + pvsg. Es ist p # 0, denn
andernfalls wire vy = Av; € (vy), was ein Widerspruch zu unseren Voraussetzungen
wire. Mit p # 0 existiert p~1. Es gilt nun v3 = —p~'Avy + p~ vy € (v, v5). Das ist ein
Widerspruch zu unserer Voraussetzung, dass vs € (vy,ve). Folglich muss die Annahme,
dass vy € (v1,v3) gilt, falsch sein. Es gilt somit vy & (vy,v3).

Wir folgern nun, dass (vy,ve) # (v1, ve,v3). Nehmen wir an, es bestiinde Gleichheit. Dann
wiirde v3 € (vy,v9,v3) = (v1,v2) gelten, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung
ist, dass vg & (v, v9).

Jetzt folgern wir, dass (vi,v3) # (v1,v2,v3). Nehmen wir an, es bestiinde Gleichheit.
Dann wiirde vy € (v, v9, v3) = (v1,v3) gelten. Wir wissen aber bereits, dass vy & (vy, v3)
gilt. Aufgrund dieses Widerspruchs muss die Annahme (v, v3) = (v, v9,v3) falsch sein,
womit also (v, vs) # (vq, vg, v3) gilt.
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Aufgabe 4

Sei V := R* Wir betrachten V als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der
iiblichen Skalarmultiplikation (vgl. Beispiel 3.2 im Skript). Seien

—_— O = O

1
0
1
1

NN O O

(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, vy, v3 die in Aufgabe 3 (b) angenommenen (und damit
auch die daraus abgeleiteten) Eigenschaften haben.

(b) Zeigen Sie, dass (vy, va,vs) # V.

L6sung

o o

(a) Fur alle k € R ist kv; = . Damit kann es kein & € R mit vy = kv; oder vg = kv

2k
geben. Folglich gilt v, v3 & (v1).
Wir zeigen als néchstes, dass v3 € (vy,v2). Dazu nehmen wir an, dass vz € (v, vy) gilt,
und leiten daraus einen Widerspruch ab. Wegen v € (v1,vq) existieren a,b € R mit
vg = av; + bvy. Damit gilt

1 a 0 a
ol |[o A
1= lolT o] T o
1 2 b % + b

Hieraus konnen wir aber den Widerspruch 0 = 1 ablesen. Aufgrund dieses Widerspruchs
muss unsere Annahme, dass dass vz € (v1,v9) gilt, falsch sein. Somit gilt vs & (vq, ve).

(b) Es reicht aus, einen Vektor aus V' zu finden, der nicht in (vq, vy, v3) liegt. Sei u :=

O = O O

Angenommen, es gilt u € (v, v9, v3). Dann existieren a, b, ¢ € R mit u = avy + bvy + cvs,
d.h.

0 a 0 c
o] [0 b 0
1] =lo | |ol e
0 2a b c
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Hieraus folgt b = 0,c = 1,a+c¢ = 0, sodass a = —1 ist. Damit gilt weiter 0 = 2a+b+c =
—2+ 0+ 1 = —1, ein Widerspruch. Daraus folgt, dass u & (v, va, v3) gilt. Folglich muss
V' # (v1,v9,v3) gelten.

Aufgabe 5 (optional)

Diese Aufgabe wird in den Ubungen nur besprochen, wenn es die Zeit erlaubt. Sollte diese
Aufgabe nicht in Ihrer Ubung besprochen werden, so ist es eine gute Ubung fiir Sie, sie
ergenstindig zu bearbeiten.

Sei K ein Korper und sei V' ein Vektorraum iiber K. Sind U und W Unterrdume von V', so
schreiben wir V=U @ W, wenn V =U + W und U N W = {0}.

Wir betrachten R? als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition und der iiblichen Ska-
larmultiplikation. Seien

T 1
U= y| eR¥ |z —y=0 und W::< 0 >
z 1

Zeigen Sie,

(a) dass U ein Unterraum von R? ist,

(b) dass R® =U ¢ W gilt.

L6sung

(a) Wir verfizieren (S0), (S1) und (S2) aus Definition 3.10
(S0) Es gilt Ogs € U.

T T
(S1) Seien u := |y | und v := | ¥/ | Elemente von U. Dann gilt z —y =0 = 2/ — ¢/
z 2!
Es gilt
x x x+ 2
utv=[yl|l+ |V |=|y+V
z 2 z+ 72
und (x+2') — (y+¢)=(r—y)+ (¢’ —y)=0+0=0. Somit gilt u+v € U.

(S2) Fiir A € R gilt

T AT
A=Ay =1y
z Az
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Wegen Az — Ay = Az —y) = A -0 =0 folgt \u € U.

x
(b) Wir miissen zeigen, dass R®* = U + W und U NW = {Ogs} gelten. Sei | y | € R3. Dann
z
gilt
x Y 0 T —y
yl=1v]|+ 0 + 0 ceU+W.
z z y—x x—y
D.h., dass R® = U + W gilt.
x
Wenn [y | € UNW ist, dann gelten y = 0 und = = 2. Aber nach Definition von U gilt
z

auch z =y. Esfolgt t =y =2=0,dh. UNW = {0gs} gilt.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 8.12., 12:00 Uhr,

in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (5 Punkte)

Sei G eine Gruppe und seien A und B Untergruppen von G. Zeigen Sie:

(a) AN B ist eine Untergruppe von G;
(b) AU B ist eine Untergruppe von GG genau dann, wenn A C B oder B C A ist.

(c) Zeigen Sie, dass (b) auch fiir Unterrdume von Vektorrdumen gilt. Zeigen Sie also fol-
gendes: Sind V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und sind U und W Unterrdume
von V, so ist UUW genau dann ein Unterraum von V', wenn U C W oder W C U gilt.

Bemerkung: Nach Lemma 3.18 im Skript gilt auch (a) fir Unterrdume von Vektorrdumen
statt Untergruppen von Gruppen.
L6sung

(a) Wir verifizieren (U0), (Ul) und (U2) aus Definition 2.5.

(U0) Da A und B Untergruppen von G sind, gilt 1o € A und 1 € B. Somit gilt
1l € AN B.

10
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(Ul) Seien x,y € AN B. Dann gilt x € A und y € A. Da A eine Untergruppe von G ist,

folgt zy € A. Analog zeigt man, dass zy € B gilt. Damit gilt zy € AN B.

(U2) Sei z € AN B. Dann gilt x € Aund z € B. Da A und B Untergruppen von G sind,

gilt 71 € Aund 27! € B. Es folgt 27! € AN B.

(b) =: Wenn A C B gilt, dann AU B = B. Damit ist AU B eine Untergruppe von G, weil
B eine Untergruppe von G ist. Analog sieht man, dass A U B eine Untergruppe von G

ist, wenn B C A gilt.

<: Sei nun angenommen, dass AU B eine Untergruppe von G ist. Wir haben zu zeigen,

dass A C B oder B C A gilt.

Dazu nehmen wir an, dass A € B gilt, und weisen nach, dass B C A gelten muss (wir
kénnen A € B annehmen, denn wenn diese Annahme nicht zutrifft, gilt A C B und es
ist nichts zu beweisen). Sei b € B. Um B C A zu zeigen, miissen wir b € A nachweisen.
Wegen A ¢ B existiert ein a € A\ B. Es gilt ab € AU B, weil sowohl a als auch b ein
Element von AU B ist und A U B eine Untergruppe von G ist. Es ist jedoch ab ¢ B,
denn andernfalls gibe es ein b € B mit ab = b, woraus dann a = bb~! € B folgen wiirde,
was nach Wahl von a nicht der Fall ist. Aus ab € AU B und ab ¢ B folgt nun ab € A.

Es gibt also ein @ € A mit ab = a. Damit gilt, wie gewiinscht, b = a~'a € A.

(¢) <: Angenommen, es gilt U C W oder W C U. Im ersten Fall gilt U UW = W, im
zweiten gilt U UW = U. Da U und W Unterrdume von V sind, folgt, dass auch U U W

ein Unterraum von V ist.

=-: Angenommen, es ist UUW ein Unterraum von V. Aus der Definition eines Unterraums
ist ersichtlich, das U U W dann auch eine Untergruppe von (V,+) ist sowie dass U und

W Untergruppen von (V, +) sind. Nach (b) muss damit U C W oder W C U gelten.

Aufgabe 7 (5 Punkte)
Seien X eine nichtleere Menge und V' := Abb(X,R) = {f : X — R}. Definiere
+: VXV ——V
(f,9) — f+9: X — R
mit (f +9)(z) := f(z) + g(z) und
RxV ——V
ANg—— Ag: X — R
mit (A- )(x) = Ag(a).
(a) Zeigen Sie, dass V' mit den Operationen + und - ein Vektorraum iiber R ist.

(b) Sei U :={f €V ||f(X)] ist endlich.}. Zeigen Sie, dass U ein Unterraum von V ist.

11
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L6sung

(a) Wir zeigen zunéchst, dass V' zusammen mit der in der Aufgabenstellung definierten Ad-
dition + eine abelsche Gruppe ist. Anschliefend zeigen wir, dass die Skalarmultiplikation
assoziativ und distributiv ist und dass 1f = f fiir alle f € V gilt.

e Um zu zeigen, dass (V,+) eine abelsche Gruppe ist, weisen wir zunéichst nach, dass
+ assoziativ ist. Seien dazu f,g,h € V und x € X. Dann gilt

((f +9)+h)(x) = (f +9)(x) + hz) = f(z) + g(x) + h(z) =
= [(x) + (9(x) + h(zx)) = (f + (g + 1)) (2)-

Es gilt also ((f+g)+h)(z) = (f+(g+h))(z) fur alle x € X. Somit gilt (f+g)+h =
f+(g+h).
Es ist + kommutativ, denn (f +¢g)(x) = f(z) +g(x) = g(z) + f(z) = (9 + f)(x) fur
alle z € X.
Die Abbildung 0 : X — R definiert durch 0(z) = 0 fiir alle z € X ist neutral
beziiglich +, weil (f +0)(z) = f(z) +0 = f(x) fur alle f € V und alle z € X.
Fiir jedes f € V definieren wir (—f) : X — R durch (—f)(z) = —f(z) fiir alle
x € X. Dann ist —f invers zu f beziiglich +, weil (f + (—f))(z) = f(z) — f(x) =0
fir alle z € X gilt, sodass f + (—f) = 0.

e Wir zeigen nun die Assoziativitdt der Skalarmultiplikation. Seien f € V und h, k €

R. Dann gilt ((hk)[f)(x) = (hk)f(x) = h(kf(z)) = h((Ef)(x)) = (h(k[))(z) fir alle
r € X. Es gilt also (hk)f = h(kf).

e Wir zeigen nun die Distributivgesetze fiir die Skalarmultiplikation. Seien h, k € R,
f,g € V und x € X. Dann gilt

((h+ k) f)(@) = (h+ k) f(z) = hf(x) + kf(z) = (hf)(@) + (kf)(z) = (bf + kf)(z)
und somit (h+ k)f = hf + kf. Es gilt auBerdem
(h(f +9))(x) = h(f + g)(x) = h(f(z) + g(x)) = hf(x) + hg(x) = (hf + hg)(x).
und somit h(f + g) = hf + hg.
e Es gilt auch (1f)(z) = 1f(z) = f(z) fir alle f € V und z € X, dh. 1f = f.
(b) Wir zeigen, dass (S0), (S1) und (S2) aus Definition 3.10 erfiillt sind.
(S0) Esist 0 € U, weil 0(X) = {0} gilt.

(S1) Seien f,g € U. Dann sind f(X) und g(X) endlich, also n := | f(X)| € Ny und m :=

l9(X)[ € No. Es gilt (f+9)(X) = {(f+9)(2) | x € X} € {f(x)+9(y) | #,y € X}. Da
f(z) nur n mogliche Werte und g(y) nur m mogliche Werte annehmen kann, hat die
letztgenannte Menge hochstens die Méchtigkeit nm. Damit gilt |(f + g)(X)| < nm,
d.h., dass (f + ¢)(X) endlich ist. Deswegen gilt f + g € U.

12
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(S2) Sei k € R. Dann (kf)(X) = {kf(x) | x € X}. Die Abbildung

p: f(X) = (Kf)(X), f(z) = kf(z).

ist surjektiv. Lemma 1.19 impliziert [(kf)(X)| < |f(X)|. Da f(X) wegen f € U
endlich ist, folgt, dass auch (kf)(X) endlich ist.

Zusatzaufgabe

Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgabe wird nicht be-
wertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben und eine Rickmeldung zu dieser
mdochten, konnen Sie Thre Losung zusammen mit Thren Hausaufgaben in Opal hochladen oder
wn Ihrer Prisenziibung prdsentieren.

Aufgabe 8

Wir betrachten R? als Vektorraum iiber R mit der iiblichen Addition +g2 und der iiblichen
Skalarmultiplikation -gz. Sei M := R? x R?. Wir kénnen ein Element (P, Q) von M als einen
Pfeil auffassen, der im Punkt P beginnt und im Punkt ) endet.

Fiir alle P = <§P) € R? definieren wir die Abbildung
P

tp : M > M
(G- Ga))— (Cr) i)
Y1 Yo Y1+ Yp Yo + Yp

Sei ~C M x M die Relation definiert durch

(A,B) ~ (C,D) <= 3 P cR*sodass tp((4, B)) = (C, D).

(a) Priifen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Sei V := M/ ~ die Menge der Aquivalenz-
klassen.

(b) Definiere +:V xV — V und - : R x V. — V durch
(A, B)] + [(C,D)] := [(A +g2 C, B +g2 D)] und M- [(A, B)] := [\ g2 (A, B)].

Zeigen Sie, dass + und - wohldefiniert sind und dass V' mit den Operationen + und - ein
Vektorraum iiber R ist.

(c) Zeigen Sie, dass jede Klasse [(A, B)] einen Représentanten (O, C) mit O = (8) € R?
hat.
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L6sung

(a) Wir miissen zeigen, dass ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(c)

Fiir P = (8) gilt (A, B) =tp((A, B)) fur alle (A, B) € M. Damit ist ~ reflexiv.

Sei (A,B) ~ (C,D), d.h. es existiert P = (§P> € R*> mit (C, D) = tp((A, B)). Fiir
P

Q= ( up ) gilt (A, B) =tq((C, D)), sodass (C, D) ~ (A, B) gilt und ~ symmetrisch

ist.
Seien (A, B) ~ (C,D) und (C,D) ~ (E, F), d.h. es existieren P = <§P) und T’ = (Zng)
P T
mit (C, D) = tp((A, B)) und (E, F) = t7((C, D)). Es ist P +g2 T = (ZP i zT und es
p+yr

gilt tpotp =t PpaT)- Das impliziert, dass
(B, F) =tr((C, D)) =tr(tp((A, B))) = tp+,.1)((A, B))

gilt, sodass (A, B) ~ (E, F') und ~ transitiv ist.
Die Relation ~ identifiziert genau die Pfeile, die parallel sind und gleiche Lange und
Richtung haben.

Wir beweisen zunéchst, dass + und - wohldefiniert sind.
Fiir (A, B) € M und P € R? schreiben wir tp(A, B) = (tp(A),tp(B)), das heifit

TA+Tp
e(4) = <ZJA +yp> '
Seien (A, B) ~ (A', B') und (C, D) ~ (C’, D'). Dann existieren P, Q € R? mit (A, B) =
tp((A, B)) und (C", D') = tq((C, D). Dann
(A", BN)] + (", D')] = [(tp(A), tp(B))] + [(te(C), te(D))] =
= [(tp(A) +r2 1q(C), tp(B) +r2 to(D))] = [(tr1,0(A +r2 C), tpi (B +r2 D)) =
= [(A+g2 C, B +g2 D)] = [(A, B)] + [(C, D)].
Fir A € R gilt
A (A B)] = [(A re A A e BY)] = [(A re tp(A), A re tp(B))] =
= [(/\ ‘r2 A +p2 A gz P\ g2 B g2 A 2 P)] =
= [tap(A w2 (4, B))] = A [(4, B)].
Damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt. Durch routineméfiges Nachrechnen bestétigt
man die Vektorraumaxiome.
Sei (A, B) € M. Dann ist A = (;j) € R? Sei —A = (:i:), dann gilt
(4, B) ~t_a((A,B)) = (O, B - A).

14



Prof. Dr. Ellen Henke

Dr. Julian Kaspczyk LA/LAAG
Edoardo Salati Losungsblatt 7 13. Dezember 2021
Aufgabe 9

Seien A, B, C' Unterrdume eines Vektorraums V iiber einem Kérper K und sei V' := AUBUC.

(a) Zeigen Sie, dass |K| = 2 ist oder ein X € {A, B,C'} mit V = X existiert.
Tipp:
Nehmen Sie |K| > 2 an. Machen Sie sich klar, dass Elemente k,h € K mit k,h # 0 und
k — h =1 existieren.
Wennu € A\ (ANB) und w € B\ (AN B), was konnen Sie tiber ku + w, hu + w und
u sagen?

(b) Geben Sie ein Beispiel an, in dem A, B,C # V und V = AU B U C gelten.

(c) Was kann man sagen, wenn V' eine Gruppe und A, B, C' Untergruppen sind?

Losung

(a) Sei |K| > 2. Wir zeigen zunéchst die Existenz der Elemente aus dem Hinweis. Wenn
141 # 0 gilt, wihlen wir k = 2 := 1+ 1 und h = 1. Andernfalls wéhlen wir ein Element
[ ¢{0,1} von K und beobachten, dass [ —1 ¢ {0, 1}; dann setzen wir k =l und h = [ —1.
Wenn einer der Unterrdume A, B oder C' in einem anderem enthalten ist, dann ist V' die
Vereinigung zweier der Unterrdume. Wenn zum Beispiel A C B gilt, dann ist V = BUC.
Aufgabe 6 (c) impliziert dann, dass V' mit einem der Unterrdume A, B, C' iibereinstimmt.
Betrachten wir jetzt den Fall, dass keiner der Unterrdume A, B, C in einem anderem
der drei Unterrdume enthalten ist. Dann gilt A # AN B # B. Seien u € A\ (AN B)
und w € B\ (AN B). Seien auBerdem k,h € K. Wenn ku +w € A gilt, dann existiert
a € A mit ku + w = a; insbesondere ist w = a — ku € A. D.h., es gilt w € AN B, ein
Widerspruch zur Wahl von w, sodass ku + w ¢ A. Wire ku + w € B, so ware ku € B.
Wegen u € A gilt auch ku € A. Mit ku + w € B wére also ku € AN B, also auch
u =k~ 'ku € AN B. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von u, womit ku + w ¢ B gilt.
Weil V = AU BUC gilt, folgt ku+w € C.

Analog zeigt man, dass hu+w in C liegt. Es folgt, dass u = (k—h)u = (ku+w)—(hutw) €
C ist.

Analog zum Nachweis, dass u € C' gilt, kann man auch argumentieren, dass w € C' gilt.
Da w und w beliebig gewihlte Elemente von A\ (AN B) bzw. von B\ (AN B) waren,
folgt

A\(ANnB)CC und B\ (ANB)CC. (%)

Seien y € ANBund x € B\ (AN B). Wenn y +x € AN B ist, gilt auch z € AN B,
ein Widerspruch. Daraus folgt, dass y + © ¢ AN B gilt. Das impliziert, dass y + = in
A\ (ANB) oder B\ (AN B) oder C enthalten ist. Nach (x) gilt in allen Féllen y+x € C.
Aber es gilt z € B\ (AN B) C C, sodass auch y € C gilt. Da y ein beliebig gewihltes
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Element von AN B war, folgt AN B C C. Mit () folgt, dass A C C und B C C' gelten.
Damit gilt V = C.

(b) Sei F :=Z/2Z, sodass |F| = 2 gilt, und V = F?. Dann

s (DRORORG)

mit Standarbasis {61 = <(1)> , €y = (?) } Sei e3 = e + €.

Dann gilt V' = (e1) U (e2) U (e3).

(c) Die Argumente in (b) lassen sich auf Gruppen iibertragen.
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