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Edoardo Salati Losungsblatt 10 18. Dezember 2021

Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der zehnten Ubung. Der spiteste Abga-
betermin ust der 00.01. um 16:40 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber maglichst vor Ihrem
zehnten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 10 finden.
Losung der ersten Vorbereitungsaufgabe
In der ersten Vorbereitungaufgabe waren zwei Matrizen
A= (6111 a12) € Mi2(R)
und

b?l b22

gegeben. Welche Matrizen Sie konkret zu sehen bekamen, also welche Werte a1, a2, b11, b1, oy
und bes hatten, war vom Zufall abhéingig. Die Aufgabe bestand darin, das Produkt AB zu
berechnen. Und das wird so gemacht wie im Skript auf S. 49 beschrieben. Es gilt also

B _ (bll b12> c MQXQ(R>

b1 b
AB = (a11 612) : (b; b;) = (a11b11 + a12ba1  anbiz + a12b22) .

Beispielsweise gilt

(1 2)-@ i):(1-1+2-3 1-242-4) = (7 10).

Loésung der zweiten Vorbereitungsaufgabe

Die Frage war, ob die Abbildung

2x
R 5 R, (x) — ( )
¥1 y 5y

linear ist.

Sie ist linear. Denn:
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e Seien (x) , (x/) € R2. Dann gilt
Yy Yy
x ' x+a
+ / = /
%((y) (y)> 301((?#@/))

2(x + ')
5y + y’))

2x + 2x’>

I
/\?/\
<
+
ot
@\

Losung der dritten Vorbereitungsaufgabe
Die Frage war, ob die Abbildung
9 x
w9 : R* — R, y =Tty

linear ist.

Sie ist linear. Denn:
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e Seien (i) , (i:) € R2. Dann gilt
()= () -(G1)
=(@+2)+y+y)
=(z+y)+ @' +v)

()= (6)

e Fiir (5) € R? und ) € R gilt

=Nz +y)

()

Losung der vierten Vorbereitungsaufgabe

Die Frage war, ob die Abbildung
03 R2 5 R, (§> — 27 + 1

linear ist.

Sie ist nicht linear, denn es gilt

(0 + 0) (o) =romr=rrzmrer=a((0)) v ()

Kiirzer kénnen wir das auch unter Verwendung von Lemma 6.11 (a) begriinden. Wire ndmlich
3 linear, so wiirde nach dem genannten Lemma (8) auf 0 abgebildet werden. Da <8> auf

1 abgebildet wird, kann @3 also nicht linear sein.

Losung der fiinften Vorbereitungsaufgabe

Die Aufgabenstellung lautete wie folgt:
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Seien U und V' Vektorrdume iber einem Korper K und sei ¢ : U — V' ein Isomorphismus (im
Sinne von Definition 6.12). Wir wollen beweisen, dass die Umkehrabbildung ¢~ : V — U
ebenfalls ein Isomorphismus ist. Wir wollen also Lemma 6.16 (c) beweisen. Unten ist ein
Beweis angegeben, allerdings nicht in der richtigen Rethenfolge. Ordnen Sie den Beweis so
an, dass man thn von oben nach unten in der richtigen Reihenfolge lesen kann.

Gegeben und anzuordnen waren dann die folgenden Teile des Beweises, die wir im Folgenden
schon in der richtigen Reihenfolge angeben.

1. Um zu zeigen, dass ¢! ein Isomorphismus ist, miissen wir zeigen, dass ¢~ ' linear und
bijektiv ist. Wegen Lemma 1.12 (b) ist ¢! bijektiv.

2. Zu zeigen bleibt also nur noch, dass ¢~! linear ist. Um die Linearitit von ¢~! zu
beweisen, miissen wir nachweisen, dass

(1) o= Hvy +v2) = o H(vy) + = H(vy) fiir alle vy, vy € V,
(2) (W) = Ap~(v) fiir allev € V und A € K.

Wir weisen zuerst (1) und dann (2) nach.
3. Seien also vy, vy € V. Setze uy := ¢ (v1) und uy := o (vs).

4. Dann gilt p(u;) = (e (v1)) = vy und p(uz) = (@1 (vy)) = ve. Wegen der Linearitéit
von ¢ gilt p(ur +ug) = p(ur) + p(uz).

5. Es folgt
o (1 F02) = @ (p(ur) + p(uz)) = ¢ Hp(ur +uz)) = ug +uz = ' (v1) + ¢ (v2).

6. Damit ist (1) bewiesen.

7. Seinun v € V und X\ € K. Setze u := ¢~ *(v). Dann gilt p(u) = (o 1 (v)) = v. Wegen
der Linearitét von ¢ gilt p(Au) = Ap(u).

8. Es folgt o (W) = o1 (Ap(u)) = o H(p(Au)) = Au = Ap~ ' (v). Damit ist (2) bewiesen.
Der Beweis ist also abgeschlossen.

Prisenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.



Prof. Dr. Ellen Henke

Dr. Julian Kaspczyk LA/LAAG
Edoardo Salati Losungsblatt 10 18. Dezember 2021
Aufgabe 2

Gegeben sind die folgenden Matrizen mit Eintragen aus dem Korper Z/5.

A= (1 4), B::G ;) C::G 2 f)

Welche der Produkte XY mit X, Y € {A, B, C} sind definiert? Berechnen Sie alle Produkte,
die definiert sind. Geben Sie dabei alle Matrixeintrage in der Form £ mit 0 < k < 4 an.
Lo6sung

Fir X, Y € {A, B,C} ist das Produkt XY genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten
von X mit der Anzahl der Zeilen von Y iibereinstimmt (vgl. S. 49 im Skript). Folglich sind
die Produkte AB, AC, BB und BC (und nur diese) definiert. Es gilt

2 1
AB = (1 4)-(1 3):(1.2+4-1 1-14+4-3)=(1 3)
(denn1-24+4-1=6=1und1-1+4-3=13=3inZ/5),
AC=(1 4)- Loz =(1-144-2 1-0+4-4 1-2+4-1)=(4 1 1)
2 41
(denn1-14+4-2=9=4und1-0+4-4=16=1und1-24+4-1=6=11in Z/5),
BB — 2 1\ (2 1y _(2-2+1-1 2-1+1-3\ _ (0 O
~\1 3 13/ \1-2+3-1 1-1+3-3) \0 O
(denn2-2+1-1=2-14+1-3=1-2+3-1=5=0und1-14+3-3=10=01in Z/5),
BO — 2 1y (1 02y _ (2-1+1-2 2.0+1-4 2-241-1\ _ (4 40
-\l 3 241/ \1-1+3-2 1-0+3-4 1-243-1) \2 20
(denn2-24+1-1=5=0und 1-143-2=7=2und 1-0+3-4=12=2und 1-24+3-1 =5=10
in Z/5).

Aufgabe 3

Sei K ein Korper und seien

DI::{()\ OK) : A,MEK\{OK}}

O p

A Og
Dy = A pe K.
’ { <0K 1 ) 8 }

und
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(i) Zeigen Sie, dass Dy zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine abel-
sche Gruppe ist.

(ii) Ist auch Dy zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine Gruppe?

Lo6sung

/
(i) Seien A := O/\ 05) ,B = (0)\ (LI,{ € D;. Dann gilt A\, u, N,/ € K\ {Ox}. Nach
K K

Lemma 2.23 gilt also AN € K\ {Ox} und pp’ € K\ {Ox}. Wir berechnen

AB — A O ‘ N O - AN 4+ 0505 )\OK—FOK,U/ o AN 0 (*)
\0x p Ok ') \OxkN +p0g OxOx +pp')  \Ox pp')°
Fiir die dritte Gleichheit haben wir Lemma 2.19 verwendet. Wegen AN € K \ {0k}

und pp' € K\ {Ox} folgt AB € Dy. Da A und B beliebig gewéhlte Elemente von Dy
waren, folgt, dass das Produkt je zweier Matrizen aus D; wieder in D; liegt.

Somit ist durch
D1 X D1 — Dl, (X,Y) — XY

eine bindre Operation auf D, gegeben. Wir zeigen nun, dass diese binére Operation die
Gruppenaxiome (1), (2) und (3) aus Definition 2.1 erfiillt.

(1) Assoziativitét
Nach Lemma 5.4 gilt (XY)Z = X(YZ) fiir alle X,Y,Z € D;.

Alternativ lasst sich dies auch direkt nachrechnen, ohne Lemma 5.4 zu verwenden.

/ "
Fiir Elemente X := A Ok , Y = A OI,( und 7 := A Ol,f von Dy
Ok n O n Ok p

W (AN 0x\ [N Ok
(XY)Z = (OK pr' ) \Ox "

NN 0g )

gilt ndmlich

Ok (u)p”

B ()\(XX’) Ok )
Ok p(p'p")

@ (A 0g) (XN 0k

- OK ,u OK Iu/,u//

“ x(v2).

Fiir die dritte Gleichheit haben wir die Assoziativitdt der Multiplikation in K
verwendet.
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(2) Existenz eines neutralen Elements
GeméB Definition 2.15 (iii) gilt 1x € K \ {0x}. Somit gilt

_ (1x Ox
o (l %) e,

Nach Lemma 5.6 gilt aulerdem X - [, = X = [, - X fiir alle X € D;.

(3) Existenz von Inversen

Sel <0A 0;( ) € Dy. Dann gilt A\, u € K \ {Og}. Nach Korollar 2.20 gilt A~! #
K
AU 0k

Ox # . Es folgt
A0\ (AT 0k m (AT 0k
(OK M) | <0K ul) - ( O uul)
- (11( OK)
O 1g
A ok
- ( Ox ulu)
® (A Ok A Og
- (OK Ml)'(OK M)'

Dass (1), (2) und (3) erfiillt sind, bedeutet, dass D; zusammen mit der gewohnlichen
Multiplikation von Matrizen eine Gruppe ist. Zu zeigen bleibt, dass es sich um eine

!/
abelsche Gruppe handelt. Seien dazu A := ()\ 0;) , B = (A 35) € D;. Dann

Es gilt

OK OK
gilt
/ /
A ® (A/\ OK/> _ ()\/\ O/K) ® pA
Ok pp Ok pp

Fiir die zweite Gleichheit haben wir die Kommutativitat der Multiplikation in K ver-
wendet.

Nach Definition von Dy gilt Iy = <(1)K ?K) € Dy. Nach Lemma 5.6 gilt X - I, = X =
Kk 1k

I, - X fiir alle X € Dy. Wenn Dy mit der gewohnlichen Multiplikation von Matrizen
eine Gruppe wére, so miisste 5 also das neutrale Element dieser Gruppe sein (dies folgt
aus Fufinote 11 auf S. 16). Fiir jedes X € D, miisste es dann aber ein Y € Dy mit
XY = I, = Y X geben. Das ist aber nicht der Fall, denn z. B. ist die Nullmatrix Oy 5
ein Element von Ds, aber es gilt Os5 - Y = Oz # I, fiir alle Y € Dy. Somit ist D,
zusammen mit der gewdhnlichen Multiplikation von Matrizen keine Gruppe.
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Aufgabe 4

Priifen Sie jeweils, ob es sich um eine lineare Abbildung handelt. Falls dies der Fall ist,
entscheiden Sie, welche der Begriffe aus Definition 6.12 auf die jeweilige Abbildung zutreffen.

8

: . 3 2 T — 3y
(i) pa:R> = R? Z H(z—l—Qm)'

8

(i) ¢p: R® = R, z H(z—l—l)'

(ifi) ¢.:R? > R, (”"

— 3z + 4y.
)) e

Losung

(i) Die Abbildung ¢, ist linear. Denn:

x x
e Seien |y |, [+ | € R® Dann gilt
z 2
x x x+ 2
ea |y ]+ |V o | ¥+ y
z Z z+ 2

((x+$ - (y+y’)
(z+2)+2(x+2a)
(= 3y) + (2 — 33/))
(2 +2x) + (' + 22')

Y

-
()= (0

() (6

/
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x
e Fiir [y | € R3und \ € R gilt
z
x Ax
Ca | Ay ]| =wal | M
z Az
(A= 3)\y
\ Az + 2\
_ (A= —3y)
(z + 2z)
_ 3y
)\ z —|— 2&:
= )\gpa

Die Abbildung ¢, ist nicht injektiv, denn es gilt z. B.
Y 0
Spa - 1 - 9011

Die Abbildung ¢, ist allerdings surjektiv: Sei <;> € R% Setze x := 1, y := %(1 -r)
und z := s — 2. Dann gilt

Ca z = P4 %(81}27“) = (1(5__32)%532_?) - C) '

Damit ist ¢, kein Monomorphismus (und damit auch kein Isomorphismus), aber ein
Epimorphismus. Auch ist ¢, weder ein Endomorphismus noch ein Automorphismus.

(1)) -0+ @)

Wegen Lemma 6.11 (a) kann ¢, also nicht linear sein.

(i) Es gilt

(iii) Die Abbildung ¢. ist linear. Denn:
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e Seien (x) , (x/) € R2. Dann gilt
) Yy
T x x+
c + / = Pe /
v <<y> <y>> v ((y+y>>

=3(x+2)+4(y +y)

=3z + 32" + 4y + 4y
= 3z + 4y) + (32" + 4y')

() +4 (7))
 Fir (y) € B? und A € R gilt
w(0() = (W)

=3 \x +4)\y
= A3z + 4y)

()

Die Abbildung ¢, ist nicht injektiv, denn z. B. gilt

(o) 2=+ ()

Allerdings ist ¢, surjektiv: Sei » € R. Dann gilt

%((l(f_g))) :3.1+4&(r—3)=3+(r—3):r.

4

Damit ist ¢, ein Epimorphismus, aber weder ein Monomorphismus, noch ein Isomor-
phismus, noch ein Endomorphismus, noch ein Automorphismus.

Aufgabe 5

Sei K ein Korper und seien m,n,l € N.
(i) Zeigen Sie, dass (AB)" = B'A? fiir alle A € M5, (K) und B € M,,;(K).
(i) Zeigen Sie, dass Spur(AB) = Spur(BA) fiir alle A, B € M,,«,,(K).

(iii) Zeigen Sie, dass A(B+C) = AB+AC fur alle A € M, (K) und alle B,C' € M, (K).

Bemerkung: Man kann analog zeigen, dass (B + C)A = BA + CA fir alle B,C €

10
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Lo6sung

(i)

Seien A = (a;;) € Mpyxn(K) und B = (b;j) € My (K). Schreibe aufierdem A" = (¢;;)
und B* = (d;;). Nach Definition von A’ ist A* eine n x m-Matrix und es gilt ¢;; = aj;
fir 1 <i<nund 1< j <m. Ebenso ist B! eine [ x n-Matrix und es gilt d;; = bj; fiir
1<i<lund 1< 5 <n.

Es ist AB die m x [-Matrix, deren (i, j)-Eintrag fir 1 <7 <m und 1 < j <[ durch

n
E aikbkj
k=1

gegeben ist.

Schreibe nun (AB)" = (e;;) und B'A" = (f;;). Es ist sowohl (AB)" als auch B*A’ eine
(I x m)-Matrix. Um (AB)" = B'A" zu beweisen, zeigen wir, dass e;; = fi; fir alle
1<i<lundallel <j<m.

Fir1 <i¢<!lund1 <j <m stimmt e;; mit dem (j,7)-Eintrag von AB iiberein. Fiir
1<i<lund 1 <5 < m gilt also

n
€ij = E Wjki-
k=1

Firl1<i<lund1<j<mist f; der (,7)-Eintrag von B'A’, also
fij = Zdikckj = Zbkiajk = Zajkbki-
k=1 k=1 k=1

Damit gilt e;; = fi; firalle 1 <¢ <lund 1 <j <m.

Seien A = (a;;) und B = (b;;) Elemente von M, (K). Schreibe AB = (¢;;) und
Cis = Z ikbyi -
k=1

Fir 1 <k <n gilt

n
di, = E briti-
i=1

Es ist Spur(AB) die Summe aller Diagonaleintrige von AB und es ist Spur(BA) die

11
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Summe aller Diagonaleintrage von BA. Deshalb gilt

n

Spur(AB) = Z Cii

i=1

=3 aubu

i=1 k=1

= Z Z @it bri

k=1 1=1

= Z Z briik

k=1 i=1
= di

k=1
= Spur(BA).

(111) Seien A = (aij) € men(K), B = (blj) S Mnxl(K) und C' = (Cij) € Mnxl(K)

Fir1 <s<nund 1 <j <[istder (s,j)-Eintrag von B 4+ C gegeben durch by; + cs;.
Fir1 <i<mund 1< j <[ist der (4, j)-Eintrag von A(B + C) also gegeben durch

n n n

Z ais(bsj + Csj) - Z(aisbsj + aiscsj) = Z aisbsj + i A;sCsj -

s=1 s=1 s=1 s=1

Da fir 1 <i<mund 1 < j <[ der (¢,7)-Eintrag von AB durch ) _, a;sbs; und der
(i, 7)-Eintrag von AC durch ", a;scs; gegeben ist, ist der (i, j)-Eintrag von AB+ AC
durch ZZ=1 isbsj + Z?Zl a;scsj gegeben. Fiir 1 <7 <mund 1 < j <[ stimmt also der
(i, 7)-Eintrag von A(B + C') mit dem (i, j)-Eintrag von AB + AC iiberein. Da sowohl
A(B + C) als auch AB + AC' eine m x [-Matrix ist, folgt A(B+ C) = AB + AC.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 12.01., 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (3 Punkte)

Gegeben sind die folgenden Matrizen mit Eintragen aus dem Korper Z/3.

A= (2 2), B= G g)

12
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Welche der Produkte AA, AB, BA und BB sind definiert? Berechnen Sie alle definierten
Produkte. Geben Sie dabei alle Matrixeintrage in der Form k£ mit 0 < k£ < 2 an.

Losung

Fir XY € {A, B} ist das Produkt XY genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten
von X mit der Anzahl der Zeilen von Y iibereinstimmt (vgl. S. 49 im Skript). Folglich sind
die Produkte AB und BB definiert, wihrend AA und B A nicht definiert sind. Es gilt

AB = (2 2)-@ 2)2(2-2+2-1 2:04+2-2)=(0 1)

(denn2-2+2-1=6=0und2-0+2-2=4=11in7Z/3) und
g (2 0. (2 0)_ (2:240-1 2:040:2) _ (10
S\l 2 1 2) \1-2+2-1 1-0+2-2) \1 1
(denn2-24+0-1=4=1und1-2+2-1=4=1und1-0+2-2=4=11inZ/3).

Aufgabe 7 (3 Punkte)

Sei K ein Korper und sei

w= {5 e

Zeigen Sie, dass H zusammen mit der iiblichen Multiplikation von Matrizen eine abelsche
Gruppe ist.

Losung

Ok 1k Ok 1k

AB — 1K a ) 1K b - 1K1K+CLOK 1Kb+a1K o 1K a-+b (*>
- \Og 1g Ok 1x) \Oglg+1x0x Oxb+1xlx) \Ox 1x )°
Fiir die dritte Gleichheit haben wir Lemma 2.19 und die Kommutativitat der Addition in K

verwendet. Es folgt AB € H. Da A und B beliebig gewéhlte Elemente von H waren, folgt,
dass das Produkt je zweier Matrizen aus H wieder in H liegt.

Somit ist durch

Seien A := (1K ¢ ) , B = (1K b ) € H. Wir berechnen

HxH— H (X,Y)— XY

eine bindre Operation auf H gegeben. Wir zeigen nun, dass diese bindre Operation die Grup-
penaxiome (1), (2) und (3) aus Definition 2.1 erfiillt.

13



Prof. Dr. Ellen Henke

Dr. Julian Kaspczyk LA/LAAG
Edoardo Salati Losungsblatt 10 18. Dezember 2021
(1) Assoziativitét

Nach Lemma 5.4 gilt (XY)Z = X(Y Z) fiir alle X,Y, Z € H.

Alternativ ldsst sich dies auch direkt nachrechnen, ohne Lemma 5.4 zu verwenden. Fiir

Elemente X := L a , Y = Lic und 7 = L ¢ von H gilt ndmlich
OK 1K OK 1K OK 1K

() 1l a+b 1y ¢
oz (o ) (or )
(%) (1K (a+b) —|—c>

Ok 1k

_ (1K a+(b+c))

Ok 1k

® (lx a g b+c

- \O0x 1 O 1x

“ x(y2).

Fiir die dritte Gleichheit haben wir die Assoziativitat der Addition in K verwendet.

Existenz eines neutralen Elements

Es gilt
_ (1x Ok
I, = <0K 1K> € H.

Nach Lemma 5.6 gilt auflerdem X - [hb, = X = I, - X fiir alle X € H.

Existenz von Inversen

Sei <1K a) € H. Bs gilt

O 1k

1K —a
(0F 1) et

1l a ) 1k —a () Ik CL—l—(—G)
OK 1[( OK 1K - OK 1K

und

Il
N
o —
= =
— o
= =
~

14
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Dass (1), (2) und (3) erfiillt sind, bedeutet, dass H zusammen mit der gewhnlichen Multipli-
kation von Matrizen eine Gruppe ist. Zu zeigen bleibt, dass es sich um eine abelsche Gruppe

handelt. Seien dazu A := (1K “ ) , B = <1K b > € H. Dann gilt

OK 1K OK 1K
(i) 1K a+b . 1K b+a (i)
15 (1 ) (b b0 0

Fiir die zweite Gleichheit haben wir die Kommutativitat der Addition in K verwendet.

Aufgabe 8 (4 Punkte)

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung

gp:]R2—>]R2, (w) — <x+y>
Y Y
.2 2 (T Ty
R %R,(y)H(y)

ein Automorphismus ist.

2. Ist die Abbildung

ebenfalls linear?

Losung

1. GemiB Definition 6.12 ist ein Automorphismus von R? eine bijektive lineare Abbildung
von R? nach R%. Wir miissen also zeigen, dass ¢ linear und bijektiv ist. Zuerst zeigen wir
die Linearitét:

/
e Seien (x) , (x/) € R2. Dann gilt
) )

(G ()= (C<7)

(x+2)+(y+vy)
y+y

15



Prof. Dr. Ellen Henke
Dr. Julian Kaspczyk
Edoardo Salati

LA/LAAG
18. Dezember 2021

Losungsblatt 10

e Fiir (z) € R? und ) € R gilt

Zu zeigen bleibt, dass ¢ bijektiv, also injektiv und surjektiv, ist.

Injektivitit: Seien (x) , (x/) € R? mit
Yy Yy
¥ y ¥ Y .
y Y

und somit z +y = 2’ + 3 und y = y'. Aus der ersten Gleichung folgt y — ¢ = 2/ — x.
Wegen y = 3/ gilt aber y — ¢’ = 0 und es folgt 0 = 2’/ — x, was x = 2/ impliziert. Somit

gilt z = 2’ und y = ¢/, also
<x) . (x’)
Y v )

Surjektivitat: Sei (Z) € R2. Setze z :=r — s und y := s. Dann gilt

A(G)=e(C)=(7)=0)

2. Die Abbildung 1 ist nicht linear, denn z. B. gilt

o(20) = (G) = ()2 () =20) == ()

Dann gilt

16
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Zusatzaufgaben

Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgabe wird nicht be-
wertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Lésung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung zu prdsentieren.

Aufgabe 9

Sei (R, +,-) ein Ring. Eine Teilmenge I C R heifit Ideal, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. I ist eine Untergruppe von (R, +),

2. firaller € Rund a € I gilt ra € I und ar € I.

Es lésst sich leicht einsehen, dass {Or} und R Ideale sind. Der Ring (R, +,-) heiit einfach,
falls es keine weiteren Ideale gibt, also falls {0z} und R seine einzigen Ideale sind.

Sei nun K ein Korper und sei n € N. Nach Satz 5.7 ist M,,«,,(K) mit der iiblichen Addition
und Multiplikation von Matrizen ein Ring. Zeigen Sie, dass der Ring M,,«,(K) einfach ist.

Losung

Angenommen, M,,,,,(K) hat ein Ideal I, welches von {O,,«,, } und M,,,,(K) verschieden ist.
Da I von {O,,x,} verschieden ist, gibt es ein A = (a;;) € I mit A # O,x,,. Fiir 1 <i4,5 <n
sei E;; die Matrix aus M,,x,(K) mit lauter Nullen aufler einer Eins an der Stelle (3, j).

Sei 1 <14, 7,7 < n. Dann lasst sich nachrechnen, dass
aijErr = Em'AEjr-
Wegen A # O,,x,, existieren 1 <4, <n mit a;; # 0. Fir 1 <r <n gilt nun
E,, = a;; EAE), € 1.
Es folgt

[n:iErrel'
r=1

Fir M € Mun(K) gilt nun M = M - I, € I und somit I = M, ,(K). Dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von 1.
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