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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der elften Ubung. Der spiteste Abgabeter-
min ist der 13.01 um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber maglichst vor Ihrem elften
Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 11 finden.

Losung der ersten Vorbereitungsaufgabe

Die erste Vorbereitungsaufgabe lautete wie folgt:

Gegeben ist die Abbildung
FiRT SR (V) s (7 Yy
: Ay -

Man kann leicht zeigen, dass f linear ist. Sei £ die Standardbasis von R?. Berechnen Sie die
Matriz Mat(f,E).

Losung:

Sei e; := (é) und ey 1= ((1)) Dann gilt £ = (e, e2). Es gilt

ren= (1) —erren ser=(3) =

sodass Mat(f,€&) = G (1))

Losung der zweiten Vorbereitungsaufgabe

Seien V' und W endlich-dimensionale Vektorrdume iiber einem Kérper K. In der zweiten
Vorbereitungsaufgabe waren die richtigen der folgenden Aussagen auszuwéhlen:

(1) Wenn dimg (V) = dimg (W) gilt, dann gibt es einen Isomorphismus von V' nach W.

(2) Wenn dimg (V) = dimg (W) gilt, dann ist jede lineare Abbildung von V' nach W ein
Isomorphismus.

(3) Wenn dimg (V) # dimg (W) gilt, dann gibt es keinen Isomorphismus von V' nach W.
(4) Wenn dimg (V) =n € N gilt, dann ist V = K.
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(1), (3) und (4) sind richtig nach Korollar 6.24.

(2) ist falsch. Sei dazu V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K, so
dass V # {0y }. Denken Sie etwa an K = R und V = R? Setze W := V. Klarerweise gilt
dimg (V) = dimg (W). Die Abbildung Oy, : V — W, v +— Oy ist nach Beispiel 6.13 linear,
aber kein Monomorphismus und damit auch kein Isomorphismus.

Prisenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2
Gegeben ist die Abbildung
x Tty
@:RQ%RB’,()H rT—y
y r+y

Nutzen Sie Lemma 6.21, um zu iiberpriifen, ob ¢ ein Monomorphismus ist.

Losung

Wir zeigen zunéchst, dass ¢ linear ist. Dies lésst sich auf zwei Arten bestétigen: erstens durch
direktes Nachrechnen, zweitens mithilfe von Beispiel 6.5. Wir préasentieren beide Wege.

/
Zunéchst zeigen wir durch direktes Nachrechnen, dass ¢ linear ist. Seien dazu (g) , (i,) €
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R2. Dann gilt

Sei nun A € R und (z) € R2 Dann gilt

(4())

Il
AS)
N
N
> >
< R
~~
"

Folglich ist ¢ linear.

Alternativ lasst sich die Linearitdt von ¢ begriinden, indem man beobachtet, dass ¢ gerade

die Abbildung
1 1
R? — R?, (””)w 1 -1 (x>
Y 1 1 Y

ist und man dann Beispiel 6.5 anwendet.
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Nun kldren wir die Frage, ob ¢ sogar ein Monomorphismus ist. Nach Lemma 6.21 ist dies
genau dann der Fall, wenn Kern(p) = {Og2} gilt. Wir zeigen nun, dass dies der Fall ist. Sei

dazu (;j) € Kern(p). Dann gilt

)= (C)-(:

r+y

Esgilt also z+y =0und x —y = 0. Also 0 = (x + y) + (z — y) = 2z und damit z = 0.

0) . Folglich gilt

Es folgt 0 = x+y =0+y = y. Also x = y = 0 und damit (:;) = (0

Kern(y) = {0g2}, sodass ¢ ein Monomorphismus ist.

Aufgabe 3
Sei
x 2y —w
RV SR Y 2a
A Z+w
w Tr+z4+w
Sei £ die Standardbasis von R* und sei
1 1 1 1
0 1 1 1
B:= of’lo]’11]1’1]1
0 0 0 1

(a) Zeigen Sie, dass f linear ist (Hinweis: Dies konnen Sie durch direktes Nachrechnen oder
unter Verwendung von Beispiel 6.5 zeigen).

(b) Berechnen Sie Mat(f,&,¢&).
(c) Zeigen Sie, dass B eine Basis von R* ist.

(d) Berechnen Sie Mat(f, &, B).
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L6sung
02 0 -1
: 2 00 0 . .
(a) Sei A = 001 1l Fiir z,vy, z,w € R gilt dann
1 01 1

&h
S ve 8
Il
N
S we 8

Beispiel 6.5 impliziert, dass f linear ist.

Alternativ kénnte man dies auch direkt nachrechnen (so wie in Aufgabe 2).

(b) Sei & = (€1, e2,€3,€4). Es gilt

0 2
2 0
fler) = ol = 2e9 + €4, fle2) = ol = 2eq,
1 0
0 -1
0 0
f<€3) = 1 :€3+€4, f<€4) = 1 = _€1+€3+€47
1 1
sodass
02 0 -1
2 00 0
Mat(f,E,€) = 00 1 1
1 01 1

(c) Sei B = (by,...,bs). Wir zeigen zuerst, dass die Vektoren by, by, b3, by linear unabhéngig
sind. Seien )\17 )\27 )\3, )\4 € R mit

)\1b1 + )\ng + >\363 + )\4b4 == 0R4'

Dann
AL+ A+ A3+ N\

Ao+ A3+ Ay
A3+ Ay
A4

o O OO
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Wir lesen sofort Ay = 0 ab. Schauen wir jetzt auf die zweite Zeile und nutzen wir aus,
dass Ay = 0 gilt, so sehen wir 0 = A3 + \y = A3 + 0 = \3. Die zweite Zeile liefert
nun 0 = Ag + A3+ Ay = Ay + 0+ 0 = Ag. Und schliellich liefert die erste Zeile 0 =
/\1+)\2+>\3+/\4:)\1—|—0+0+0:)\1 Es gllt also )\1 :/\2 :/\3:)\420. Und damit
sind die Vektoren by, by, b3, by linear unabhéngig.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der vier Vektoren hat ihr Erzeugnis (by, bo, b, by).
Dimension 4. Es ist also (b, by, b3, by) ein 4-dimensionaler Unterraum von R?*. Da R?
ebenfalls Dimension 4 hat, liefert Korollar 3.59, dass (b1, bs, b3, by) = R?.

Hiermit ist gezeigt, dass (b, by, b3, by) eine Basis von R? ist.

(d) Es gilt
0 2
2 0
fler) = ol = —2by + 2by — b3 + by, fle2) = 0 = 20y,
1 0
0 —1
0 0
f(63> = 1 = —by+ b47 f(e4) = 1 = —by — by + by.
1 1
Es folgt
-2 2 0 -1
2 0 -1 -1
1 0 1 1
Aufgabe 4

Wir betrachten die Abbildung f aus Aufgabe 3. Sei £ wieder die Standardbasis von R*.

(a) Bestimmen Sie Kern(f) und Bild(f) sowie eine Basis von Kern(f) und eine Basis von
Bild(f). Welche Dimensionen haben Kern(f) und Bild(f)?

(b) Hatten Sie dim(Bild(f)) auch bestimmen kénnen, ohne Bild(f) zu berechnen? Wenn ja,
wie?

(c) Seim := dim(Kern(f)). Bestimmen Sie eine Basis C von R*, so dass die letzten m Spalten
von Mat(f,C, &) nur Nullen enthalten.
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(d) Finden Sie Basen B; und By von R*, so dass

1 000
0100
Mat(f7 31782) = 0010
0000

L6sung

(a) Es ist Kern(f) die Menge aller Vektoren aus R*, die von f auf Ogs« abgebildet werden.
Nach Definition von f gilt also

x 2y —w 0

2x 0

Kern(f) = :,Z € R’ z+w 1o
w r+z+w 0

Damit ist Kern(f) gerade die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

—1

— O N O
O O O N
— = O O
e )

S nwe 8
o O OO

Wir koénnen dieses lineare Gleichungssystem wie iiblich 16sen, also durch Bilden der
erweiterten Koeffizientenmatrix und anschliefendes Uberfiithren derselben in reduzierte
Stufenform mittels elementarer Zeilenumformungen (im Klartext: man 16st es so wie in
den Aufgaben 5 und 6 auf Blatt 9). Man erhélt als Losungsmenge

0

t
—2t

2t

|teR

Die Losungsmenge ist also gerade das Erzeugnis des Vektors

Es gilt also
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Der Vektor w ist linear unabhéngig, da er nicht der Nullvektor ist. Und er erzeugt
Kern(f). Somit bildet er eine Basis von Kern(f). Daraus folgt dim(Kern(f)) = 1.

Wir bestimmen nun Bild(f). Wie wir in der Losung von Aufgabe 3 (i) gesehen haben,
ist f gerade die Abbildung

—1
R* — R,

g v e 8
_— o N O
_ = O O
g v e 8

S O O

0
1
1
Beispiel 6.19 impliziert, dass Bild( f) gerade von den Spaltenvektoren der obigen Matrix

erzeugt wird, also dass

—1
0

B :
1

Wir wollen nun eine Basis von Bild(f) bestimmen. Nach Korollar 3.46 enthélt jedes
endliche Erzeugendensystem eines endlich-dimensionalen Vektorraums eine Basis dieses
Vektorraums. Somit ist in

Bild(f) = <

_ o N O
O O O N
—_—_— O O

—1

— o N O
OO DN
— = O O

0
11
1

eine Basis von Bild(f) enthalten. Wir probieren nun, eine solche Basis zu finden. Wir
beobachten zunéchst, dass die drei Vektoren

4
(V)
Il
O O O N
4
[
Il
— = O O

linear unabhéngig sind. Dass dem so ist, kann man leicht mit Aufgabe 4 (a) auf Blatt
8 sehen. Nach dieser Aufgabe reicht es aus, zu zeigen, dass keiner der drei Vektoren
eine Linearkombination der beiden anderen ist. Die y-Koordinate jeder Linearkombi-
nation von v, und w3 ist 0. Da die y-Koordinate von v; hingegen 2 ist, kann also v,
keine Linearkombination von vy und vz sein. Genauso ist die z-Koordinate einer jeden
Linearkombination von v; und vs gleich 0, womit eine solche Linearkombination nicht
gleich vy sein kann. Die z-Koordinate jeder Linearkombination von v; und v, ist eben-
falls gleich 0, womit eine solche Linearkombination nicht gleich v3 sein kann. Keiner der
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drei Vektoren ist also eine Linearkombination der beiden anderen. Somit sind sie nach
Aufgabe 4 (a) auf Blatt 8 linear unabhéngig. Es gilt

-1

0 1
Vyqg = 1 = U3 — 57)2 - <’U1,U2,’03>.
1
FEine Linearkombination der Vektoren vy, vo, v3, v4 ist also immer auch eine Linearkom-
bination der Vektoren vy, vy, v3. Und umgekehrt ist eine Linearkombination der Vekto-
ren vy, V9, v3 natiirlich immer eine Linearkombination von vy, ve, v, v4. Die Menge aller
Linearkombinationen der Vektoren vy, vq, v3 ist also gleich der Menge aller Linearkom-
binationen der Vektoren vy, vo, v3, v4. Es gilt also

Bﬂd(f) = <01702,U3jv4> = <U1,U2,U3>-

Da die Vektoren vy, vq, v3, wie wir oben beobachtet haben, linear unabhéngig sind, folgt,
dass (v1,v2,v3) eine Basis von Bild(f) ist. Es gilt also dim(Bild(f)) = 3.

Wir héitten dim(Bild(f)) auch bestimmen koénnen, ohne Bild(f) auszurechnen. Denn
nach dem Dimensionssatz gilt

4 = dim(R*) = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)).

Und zu Beginn von (a) haben wir dim(Kern(f)) = 1 ausgerechnet. Daraus hétten wir
also bereits dim(Bild(f)) = 4 — 1 = 3 folgern koénnen. Eine Basis von Bild(f) hétten
wir damit natiirlich noch nicht gehabt!

Es gilt m = dim(Kern(f)) = 1. Wir sollen also eine Basis C von R* bestimmen, so dass
die letzte Spalte von Mat(f,C, ) nur aus Nullen besteht. Seien vy, vg, v3 und u so wie
in der Losung von (a). Seien ey, ey, €3, 4 die Standardbasisvektoren.

Es gilt f(u) = Ogs, da u im Kern von f liegt. Insbesondere gilt also f(u) =0-e; +0-
es+0-e3+0-eq. Wenn also (vq, vz, vs,u) eine Basis sein sollte, dann héitte die Matrix
von [ beziiglich dieser Basis und £ in der letzten Spalte nur Nullen, so wie wir uns das
wiinschen.

Und man kann sich iiberlegen, dass (vi,vs,vs,u) tatsiichlich eine Basis von R? ist.
Dazu kann man z. B. zunéchst nachpriifen, dass die vier Vektoren linear unabhéngig
sind und dann Korollar 3.59 anwenden, um zu folgern, dass ihr Erzeugnis gleich R* ist.
Das fithren wir nicht im Detail vor, da es so dhnlich funktioniert wie in (a) der Nachweis
der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren vy, vy, vs.

Es ist also C := (vq, v2, v3,u) eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft.
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(d) Sei weiterhin C := (vy, ve, v3,u). Wir setzen By := C.

Sind A1, Ao, Az, Ay € R, 50 ist A\jvg + Agve + A3v3 € (vy, v9, v3) = Bild(f) und \yu € (u) =
Kern(f). Die Linearkombination Aqv; +Aave+Asvs+ Agu liegt also in Kern( f)+Bild(f).
Und da jeder Vektor aus R* eine Linearkombination von vy, vs,vs, u ist, folgt R* =
Kern(f) + Bild(f). Insbesondere gilt dim(Kern(f) 4+ Bild(f)) = 4.

Nach der Dimensionsformel gilt weiterhin

4 = dim(Kern(f) + Bild(f))
= dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) — dim(Kern(f) N Bild(f))
=1+ 3 — dim(Kern(f) N Bild(f))
=4 — dim(Kern(f) N Bild(f)).

Damit gilt dim(Kern(f) N Bild(f)) = 0. Und hieraus folgt Kern(f) N Bild(f) = {Oga}.
Wir betrachten nun die Abbildung

flBiagy) : Bild(f) — R*, x> f(x).

Die Linearitdt von f impliziert, dass f|gia(s) eine lineare Abbildung von Bild(f) nach
R* ist. AuBerdem gilt

Kern(f|giacp)) = {z € Bild(f) | f(z) = Ora} = Bild(f) N Kern(f) = {Oga}.

Lemma 6.21 impliziert, dass f|gia(s) ein Monomorphismus ist. Dann impliziert Lemma
6.23 (a), dass f(v1), f(v2), f(v3) linear unabhéngig sind.

Nach Vorlesung kénnen wir (f(vy), f(ve), f(v3)) zu einer Basis von R* ergéinzen. Sei
daher w € R* ein Vektor aus R?*, so dass (f(v1), f(vs), f(v3),w) eine Basis von R* ist.
Setze By := (f(v1), f(v2), f(vs), w).

Es folgt nun fast unmittelbar aus den Definitionen von By und Bs, dass Mat(f, By, B2)
die in der Aufgabenstellung angegebene Matrix ist.

Hinweise

1. Sie sehen, dass die Losung dieser Aufgabe ziemlich lang ist. Machen Sie sich keine
Sorgen, dass eine derart umfangreiche Aufgabe in der Klausur drankommt. Dort werden
sich die Aufgaben kiirzer 16sen lassen. Aulerdem sind Aufgaben wie (¢) und (d) zwar
gut fiir den Lerneffekt, aber eher ungeeignet fiir die Klausur.

2. Es haben (c) und (d) einen gehobenen Schwierigkeitsgrad. Es ist gut, wenn Sie die
Losung von (c¢) und (d) im Detail nachvollziechen. Wenn Thnen dafiir aber die Zeit fehlt,
ist das nicht dramatisch.

10
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Aufgabe 5

Sei K ein Korper.

(1) (Zum Selbststudium) Seien n,m € N. Nach Beispiel 3.3 ist M,, ., (K) ein Vektorraum
tiber K. Fir 1 <i <nund 1 < j < m sei E;; die Matrix aus M,,«,,,(K), deren
(1, j)-Eintrag gleich 1 ist, wihrend alle anderen Eintrége gleich 0 sind. Machen Sie sich
klar, dass {E;; | 1 <i<n,1<j <m} eine Basis von M,y (K) ist.

(ii) Sei nun V := Moy (K). Nach (i) ist

£ 10 01 00 00
T 0 0/2\0 0/’\1 0/’\0 1
eine Basis von V. Sei
(¢ 3)
T = eV.
c d

VeV —V, y— zyz.

Weiter sei

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung 1, linear ist.
(b) Bestimmen Sie Mat(v,, &).

L6sung

'''''

je{l1,...m}
(B) gilt, wobei B :={E;; | 1 <i<mn,1<j <m}. Wir miissen nun beweisen, dass B

linear unabhéngig ist.
Sei D icq1,..n} KijEij = Opxm mit k; ; € K. Wegen

.....

je{l,...,m}

kll e l{llm

?E{l ..... n} knl e knm

muss k; ; = 0 gelten fiir alle 7, j. Das heifit, dass B lineaer unabhingig ist und damit
eine Basis ist.

(i) (a) Es gibt ¥, (v +¢') = z(y + ¥')x = xyx + xy'z nach der Distributivitdt der Multi-
plikation von Matrizen.
Wie iiblich sei I = é (1) . Es lésst sich leicht nachpriifen, dass (Ms)y = y(A o) =
Ay fiir alle A € K und y € V' (tun Sie das). Daraus folgt, dass ¢,(A\y) = z(A\y)z =
x(AL)yx = Az(xyx) = M, (y). Damit ist 1, linear.

11
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(b) Sei & = (e, €9, €3,e4). Man rechnet aus, dass

2 ab
Yaler) = (Zc ZC) ’

Damit

Mat(%,g) = 2

ac ¢ ad cd
be cd bd d?

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 19.01.2022, 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (6 Punkte)
Sei

f R — R

IS

. 3r —2y+ 2
2y — t ’
t
Es lésst sich leicht nachpriifen, dass f linear ist. Sie diirfen dies ohne Beweis verwenden.

Sei auflerdem

ER* |20 —y—t=0

S
Il
+ N e R

(a) Berechnen Sie Kern(f), Bild(f) sowie die Dimensionen von Kern(f) und Bild(f).

(b) Finden Sie eine lineare Abbildung g : R* — R, so dass Kern(g) = W. Gibt es eine
Abbildung g mit dieser Eigenschaft, so dass g nicht surjektiv ist?

(c) Sei & die Standardbasis von R, & die Standardbasis von R? und &, die Standardbasis
von R*. Berechnen Sie Mat(f, £, &) sowie Mat(g, &y, E).

12
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Lo6sung

(a) Es ist Kern(f) die Menge aller Vektoren aus R?*, die unter f auf Ogz abgebildet werden.
Es gilt also

x
3r — 2y + =2 0
Kern(f) = z ER4:( 2y—yt ):(O)
L\ ¢
( [z
= Z D2 =2y —3z,t=2y
L \¢
( 3
x
_ Y
2y — 3x
(\ 2y /)
([ w
A
a 2\ — 3 A R
\ 2A
( 1 0
0 1
T + A 9 DA ER
0 2

Il
/\

|

wo
NN = O
~—

Die beiden oben vorkommenden Vektoren sind linear unabhéngig, denn der zweite kann
keine Linearkombination des ersten sein, weil alle Linearkombinationen des ersten y-
Koordinate Null haben. Ahnlich ist der erste Vektor keine Linearkombination des zweiten.
Nach Aufgabe 4 (a) auf Blatt 8 miissen die beiden Vektoren also linear unabhéngig sein.
Sie bilden damit eine Basis von Kern(f). Dementsprechend gilt dim(Kern(f)) = 2.

Um Bild(f) zu bestimmen, beobachten wir, dass gemé8 der Dimensionsformel
4 = dim(R*) = dim(Kern(f)) 4 dim(Bild(f))

gilt. Wegen dim(Kern(f)) = 2 folgt dim(Bild(f)) = 2. Es ist also Bild(f) ein zweidimen-
sionaler Unterraum von R?. Da R? auch Dimension 2 hat, folgt Bild(f) = R?.

13
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Auf eine andere Weise kann man das wie folgt einsehen: Es ist f gerade die Abbildung

}_>3—201
0 2 0 -1

R* - R?,

f v 8
SRS IEN I ]

ist.

Nach Beispiel 6.19 gilt damit

Bild(f) = <<g) ’ <_22) ’ (8) ’ (—11> >

Der erste und letzte Vektor (oder auch der erste und zweite) sind linear unabhéngig.
Damit muss das Bild mindestens Dimension 2 haben. Also genau Dimension 2, da es ein
Unterraum von R? ist. Es gilt also Bild(f) = R

Eleganter ist aber der Weg iiber die Dimensionsformel. Oder was meinen Sie?

(b) Definiere

g:R* - R, = 2r —y —t.

N e 8

Dann gilt W = Kern(g) nach der Definition von W.

Koénnen wir g so wihlen, dass g nicht surjektiv ist? Nehmen wir an, dass das ginge. Dann
ist Bild(g) # R. Es ist also Bild(g) ein Unterraum von R, der kleinere Dimension als R
hat. Damit muss Bild(g) aber Dimension 0 haben, also gleich {0} sein. Dann wiirde aber
jedes Element von R* auf 0 abgebildet werden und der Kern wiire ganz R* und nicht blof
W. Man kann ¢ also nicht so wéhlen, dass g nicht surjektiv ist.

(c) Sei By = (eq,...,e4). Es gilt

14
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sodass Mat(f, By, Bs) = (g _22 (1) _01)

Es gilt auch
g(el) = 2) 9(62) = _]—a g(€3> = 07 9(64) = _]-7
sodass Mat(g, By, B) = (2 -1 0 —1).
Aufgabe 7 (1 Punkt)

Gegeben ist die Abbildung

xr—z
x

. 3 4 Yy—=z

p:RP—=R [y ]| — 0
z

r—=Y

Es lésst sich leicht zeigen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Dies diirfen Sie ohne Beweis
verwenden. Nutzen Sie Lemma 6.21, um zu iiberpriifen, ob ¢ sogar ein Monomorphismus ist.

Losung

Nach Lemma 6.21 ist ¢ genau dann ein Monomorphismus, wenn Kern(y) = {Ogs} gilt. Dies
ist nicht der Fall, denn wegen

1 0
0
el ]=

1 0

0
1

liegt | 1 | im Kern von ¢. Somit ist ¢ kein Monomorphismus.

1

Aufgabe 8 (3 Punkte)
Sei K ein Korper und sei n € N. Nach Beispiel 3.3 ist M,,»,,(K) ein Vektorraum iiber K. Sei
T : Mpsn(K) = Mysn(K), A A" — A,

(i) Zeigen Sie, dass T linear ist. (Hinweis: Sie bendtigen in Threm Beweis die Aussagen aus
Beispiel 6.10. Diese diirfen Sie, wie alle Resulate der Vorlesung, ohne Beweis verwen-
den.)

(ii) Folgern Sie aus (i) und aus einem geeigneten Lemma aus der Vorlesung, dass
{Ae Mun(K) | A= At}

ein Unterraum von M,y (K) ist.
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Lo6sung

(i) Fiir A, B € M,,,,(K) gilt
T(A+B)=(A+B)'— (A+ B)

=A'"+B'—-A-B nach Beispiel 6.10
= (A"—- A)+ (B'- B) da Addition in M,y (K) kommutativ
=T(A)+T(B).

Fir A € K und A € M, ,,(K) gilt
T(AA) = (MA) — A

= A" )\A nach Beispiel 6.10
= MA"— A)  nach Distributivitit der Skalarmultiplikation in M, (K)
= \T'(A).

(i) Es gilt
Kern(T') = {A € Myuxn(K) | T(A) = Oppun() }
={A € Myu(K) | A" = A= Opmtynti0r}
={A € Myxn(K) | Al = A}

Die zu zeigende Aussage folgt nun aus der Tatsache, dass Kern(7') nach Lemma 6.18
ein Unterraum von M,y (K) ist.

Zusatzaufgabe

Die folgenden Aufgaben stellen besondere Herausforderungen dar. Die Aufgaben werden nicht
bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung prdsentieren.

Aufgabe 9

Sei K ein Korper mit char(K') = 2, sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K und
a € Hom(V, V) mit cvo v = idy . Setze Fix(a) := {v € V' | a(v) = v}. Man zeige, dass Fix(«)
ein Unterraum von V mit dim(Fix(«)) > § dim(V) ist.

L6sung

Angenommen dimg (V') = n. Man definiert die Abbildung f € Hom(V, V), f(v) := v — a(v).
Weil f =idy — a ist und beide linear sind, ist auch f linear. Nach char(K) = 2 gelten

Fix(a) = ker(f) und alz —a()) =alv) —v=v— a(v).
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Insbesondere ist Fix(«) ein Unterraum von V' und Bild(f) C Fix(a) = Kern(f). Nach Satz
6.27 gilt

n = dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) < 2dim(Kern(f)) = 2 dim(Fix(«a)),

d.h. dim(Fix(«)) >

Ly
21

Aufgabe 10

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K mit dimg (V) = n € Nund sei V* := Hom(V, K).
Dann ist V* ein Vektorraum iiber K, wobei die Addition durch

(f+9):V—=Kuve f(v)+g(v)
fir f, g € V* und die Skalarmultiplikation
(Af):V = K,v— \f(v)

fir f € V* und A € K gegeben ist. Dies diirfen Sie ohne Beweis verwenden. Man nennt V*
den Dualraum von V.

Beweisen Sie, dass V' = V* gilt. Wihlen Sie dazu eine Basis B = (vy,...,v,) von V und
zeigen Sie, dass die linearen Abbildungen

1 _
ni 0V — K, vj = 05 := Wennz. J.7
0 wenn i # j

eine Basis von V* bilden (wenn Sie die Definition von 7; nicht verstehen, dann wiederholen Sie
Lemma 6.22). Wenden Sie nun ein geeignetes Korollar aus der Vorlesung an, um zu schlielen,
dass V = V™ gilt.

L6sung

Beachte, dass n;(v;) = 0, ;.

Sei B* := (m1,...,m,); wir beweisen, dass B* eine Basis von V* ist.
Sei f € V*und v € V; seien k; € K sodass v = Y- | k;v;. Es gilt auch

f(vz) - Uz nz Uz Z% U] Uz
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f(U)=f<ikm> = y kif (v Z(k an f(v; U2>=

= (kaj(f(vj U1> Z(vaj 77]]“)1):
= Zf(vj) (77]' (Z sz)> = Zf(“j)ﬁj (v)

Daraus folgt, dass f = >_"_ f(v;)n; gilt, sodass V* = (n; | j € {1,...,n}).
Wenn » 7, hjn; = 0 ist, wobei h; € K und 0: V — K, 0(v) = 0 fiir alle v € V, gelten

(Z hjnj> Zhﬂb v;) fir alle s € {1,...,n}.

Dann 0 = »7_, hyn;(vi) = > hjdij = hy, sodass B* ist Lu.. D.h., dass B* eine Basis von
V* ist.
Nach Beispiel 6.15 gelten

Ve Ky

sodass V = V* auch gilt.
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