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Edoardo Salati Losungsblatt 12 15. Januar 2022

Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der zwélften Ubung. Der spiteste Abga-
betermin ist der 20.01 um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdaglichst vor Ihrem
zwolften Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 12 finden.

Erste Vorbereitungsaufgabe

Die erste Vorbereitungsaufgabe lautete wie folgt:
Gegeben sind die Abbildungen

2 T T T+ 2y
f:R _>M2X2<R)’(y)'_><3x—5y y )

g: M2><2(R) — M2X2<R),A — Al

Es lasst sich leicht nachpriifen, dass f linear ist. Ebenso ist g gemé&f Beispiel 6.10 linear. Sei

(().())

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass B eine Basis von R? ist. Sei auBerdem

w=((8)- 600G )

Nach Aufgabe 5 (i) auf Blatt 11 ist £ eine Basis von Moy (R).

Berechnen Sie die Matrizen Mat(f, B, £) und Mat(g, £). Nutzen Sie dies zusammen mit Satz
7.6, um Mat(g o f,B,&) zu bestimmen.

und

Losung

Wir schreiben B = (b, be) und € = (ey, e, €3, €4).
Es gilt

11 1 3
f(bl) = (3 0) =€ + €2 + 363, f(bg) = (_2 1) = €1 + 362 — 263 + €q.
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Es folgt
1 1
1 3
Mat(£.B.6) = |1 )
0 1
Es gilt
g(er) = e1, g(e2) = €3, g(es) = €2, g(eq) = €.
Es folgt
1 000
0010
Mat(g.€) = 1 ¢ ¢
0001
Unter Verwendung von Satz 7.11 folgt
1 000 1 1 1 1
0010 1 3 3 =2
Mat(g o f,B,€) = Mat(g, E)Mat(f,B,E) = 0100 s ol =1 3
0 001 0 1 0 1

Zweite Vorbereitungsaufgabe

Die zweite Vorbereitungsaufgabe lautete wie folgt:

Seien V' und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Sei By = (v1,v2) eine Basis von V
und sei By = (wi,ws) eine Basis von W. Sei ¢ : V. — W linear mit ¢(v;) = w; und
o(vy) = Awy + we fiir ein A € K. Wir wollen zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Unten
sehen Sie einen Beweis hierfiir, allerdings nicht in der richtigen Reihenfolge. Ordnen Sie den
Beweis so an, dass man ihn von oben nach unten in der richtigen Reihenfolge lesen kann.

Loésung

Im Folgenden geben wir die anzuordnenden Teile des Beweises in der richtigen Reihenfolge
an:

1. Nach Voraussetzung gilt ¢(v1) = wy und p(ve) = Awy + ws.

2. Daraus folgt Mat (e, By, By ) = <(1) i‘)

vman ()0 D) -CO-C D0 )
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4. Somit ist Mat(p, By, By) invertierbar.

5. Satz 7.11 impliziert nun, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Priasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2

Gegeben sind die Abbildungen

iR = Myyo(R) z (W rtos
. 2%2 ) i l"l—y Py

und

g: MQXQ(R) — MQXQ(R),A — At —A

und

2a +b

h: Mayyo(R) — R, (a b) — | b+ 5c
c d

c+d

Die Abbildung g ist nach Aufgabe 8 auf Blatt 11 linear. Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass
auch f und h linear sind. Dies diirfen Sie ohne Beweis verwenden. Sei £ die Standardbasis

von R3. Sei auerdem
g ({1 0) (0 1) (0 0y (00
T 0 0/’\0 0/’\1 0/’\0 1 '

Nach Aufgabe 5 (i) auf Blatt 11 ist B eine Basis von Mays(R).
(i) Berechnen Sie Mat(f, &, B).
(ii) Berechnen Sie Mat(g, B).
(iii) Berechnen Sie Mat(h, B, ).
(iv) Nutzen Sie (i), (ii) und (iii), um eine Matrix A € Mj3y3(R) zu bestimmen, so dass
(hogo f)(x) = Az

fiir alle z € R3.
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Lo6sung

Wir schreiben € = (ey, €9, e3) und B = (by, by, b, by).
(i) Es gilt

f(el) = <(1) (1)) = bg + bg,f(@g) = (? 8) = 2b1 + bg,f(eg) = (8 ?) = 5b2 + b4.

Daraus folgt

020
1 05
Mat(f787‘8>_ 1 10
0 01
(i) Es gilt
g(b1) = (b1)" = b1 = Optgra(m);
g(bz) = (bQ)t — by = b3 — by,
g(bs) = (bs)" — b3 = by — bs,
g(bs) = (b4)t — by = Oty a(m)
Daraus folgt
0 0 0 O
0 -1 1 0
Mat(g. B) = 1 _1 ¢
0 0 0 O

(iii) Es gilt

1 0 0
= 261, h(bg) = 1 = e1+eaq, h(b3) = 5) = 5€2+€3, h(b4) =10] = €3.
1 1

0
0 0
5 0].
11

h(b1) =

S O N

Daraus folgt

Mat(h,B,€E) =

S O N

1
1
0
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(iv) Nach Satz 7.6 gilt

Mat(h o go f,€) = Mat(h, B,E)Mat(g, B)Mat(f, &, B)

0O 0 0 0 020
B S 1 g 8 0 -1 1 o|][105
n 001 1 0 1 —-120 1 10
0 0 0 O 0 01

b1y (020

=10 4 -4 0
0 1 —-120 Lo
0 01

e}

0 1 =5
= -4 20
0 -1 5

Setze nun A := Mat(hogo f,£). Nach Satz 7.4 gilt dann, wie gewiinscht,

(hogo f)(z) = Ar
fiir alle z € R3.

Aufgabe 3

Nach Aufgabe 8 (ii) auf Blatt 11 ist
W .= {A S M2X2<R) | At = A}

ein Unterraum von Moo (R). Sei

“ x S5(—x+y—2)
. T3 - -
p:R>—= W, gé H(S(—x%—y—z) . )
Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ¢ linear ist.
1 0 0
Sei weiterhin B := 11,111,112
0 1 0

(i) Zeigen Sie, dass B eine Basis von R? ist.

(ii) Bestimmen Sie eine Basis By, von W.

)

)
(iii) Berechnen Sie Mat(p, B, By).
(iv) Folgern Sie aus (iii), dass ¢ ein Isomorphismus ist .
)

(v) Konnen Sie, anstatt (ii) zu verwenden, auch unter Verwendung von Lemma 6.23 zeigen,
dass ¢ ein Isomorphismus ist?
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Lo6sung

(i)

Seien /\1, /\2, /\3 € R mit

0 1 0 0
O == )\1 1 + )\2 1 + )\3 1
0 0 1 0
Dann gilt
0 A1
0 - /\1 + )\2 —f- )\3
0 A2

Es folgt Ay = 0 = \y. Daraus folgt weiter 0 = Ay + Ao + A3 = 04+ 0 + A3 = A3. Also
A1 = Ay = A3 = 0. Somit sind die drei Vektoren linear unabhiingig. Wegen dim(R?) = 3
folgt unter Verwendung von Korollar 3.56, dass B eine Basis von R? ist.

Setze
Wy = {(z Z) S M2><2<R> : a,b,d S R} .

Wir zeigen zunéchst, dass W = W,

a b

C: Sei A= (c d) € W. Dann gilt

(D=0 =00
A= (3 1) em

) € Wy. Dann gilt
p_ (¢ by [a bt_Bt
S \b d) \b d)
B 10 0 0 0 1
Yom\\ooo)\o 1)\ o))

Seien Ai, Ao, A3 € R mit

00\ , (10 00 0 1\ _ (M As
B o)<l o) (@) o) = (03

Also b = ¢ und somit

a b

D: Seinun B = (b d

und somit B € W.
Setze
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Dann gilt Ay = Ay = A3 = 0, womit die drei Matrizen linear unabhéngig sind.

. [(a b :
Fiir <b d> e W gilt

(0= o) o) o)

Es lasst sich also jedes Element von W als eine Linearkombination der Matrizen aus
By, schreiben. Folglich ist By, eine Basis von W.

(iii) Wir schreiben B = (by, by, b3) und By = (wy, wa, w3). Dann gilt

p(br) = w1, p(b) = wa, p(bs) = (g g) = Sws.

Folglich gilt

1 00
Mat(p, B,By)= {0 1 0
0 0 5
(iv) Es ist Mat(p, B, By) invertierbar mit
100
Mat(p, B,Bw) ' = [0 1 0
00 1

Damit ist ¢ nach Satz 7.11 ein Isomorphismus.

(v) Wie wir gesehen haben, gilt

p(br) = w1, p(ba) = wa, p(bs) = (g g) = Bws.

Wir zeigen nun, dass (wq, we, bws) eine Basis von W ist. Seien dazu Ay, Ao, A3 € R mit
OW = )\111}1 + )\QUJQ + )\3(5103) = )\1101 + )\ng + (5)\3)103 = OW

Da (wq, ws, ws) eine Basis von W ist, folgt A\; = Ay = 5A3 = 0. Mit 5A3 = 0 gilt A\3 = 0.
Also Ay = Ay = A3 = 0. Somit sind wy, ws, Hws linear unabhéngig. Nach Korollar
3.56 ist also (wq,ws, bws) eine Basis von W. Lemma 6.23 impliziert nun, dass ¢ ein
Isomorphismus ist.

Aufgabe 4

Sei K ein Korper, n € N und A € M, (K). Zeigen Sie: Ist A invertierbar, so ist A
invertierbar und das Inverse von A? ist (A~!)!. Insbesondere ist A invertierbar genau dann,
wenn A’ invertierbar ist.
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L6sung

Angenommen, A ist invertierbar. Nach Aufgabe 5 (i) auf Blatt 10 gilt
(A A = (AA™Y = (1) = 1.

Analog sieht man, dass A'(A™!)! = I,,. Damit ist A® invertierbar und das Inverse von A? ist
(A7H"

Wir begriinden nun die letzte Aussage, also dass A genau dann invertierbar ist, wenn A!
invertierbar ist.

=: Ist A invertierbar, so auch A?, wie wir oben gezeigt haben.

<: Angenommen, A’ ist invertierbar. Nach oben Gezeigtem ist dann auch (A")? invertierbar.
Es gilt aber (A")" = A, womit also A invertierbar ist.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 26.01.2022, 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Gegeben sind die Abbildungen

xr
f:R® = Mayo(R), |y H(a}—i—y 22 >

z2—x 2x—=z
z

und

1 5
g: M2><2(R) — M2><2(R),A — (0 1) A

und

a+b

h: Mays(R) — R?, (“ b>H> b+ 3c
c d

b+d

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Abbildungen f, g und h linear sind. Sei £ die
Standardbasis von R? und

7= (60 o) G 0)-6 1)

Es ist B nach Aufgabe 5 (i) auf Blatt 11 eine Basis von Mays(R).
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(i) Berechnen Sie Mat(f, &, B).
(ii

(iii

)

) Berechnen Sie Mat(g, B).

) Berechnen Sie Mat(h, B, E).

(iv) Nutzen Sie (i), (ii) und (iii), um eine Matrix A € M343(R) zu finden, so dass
(hogo f)(x) = Az

fiir alle x € R3.

(V) Zeigen Sie, dass g ein Automorphismus von Ms,2(R) ist. (Hinweis: Da Sie die Linearitit
von g ohne Beweis verwenden diirfen, miissen Sie nur zeigen, dass g bijektiv ist. Dazu
reicht es wiederum, zu zeigen, dass g eine Umkehrabbildung besitzt. Und eine solche
konnen Sie finden, wenn Sie sich die in der Definition von g auftauchende Matrix
anschauen und sich an Ihre Losung von Aufgabe 7 auf Blatt 10 erinnern.)

(vi) Nutzen Sie (v) und Satz 7.11, um zu zeigen, dass Mat(g, B) invertierbar ist und um das
Inverse zu bestimmen.

Lo6sung
Wir schreiben € = (ey, €9, e3) und B = (by, by, b, by).
(i) Es gilt

fler) = <_11 g) = b1 —b3+2by, f(e2) = <(1) 8> = b, f(e3) = ((1) _21) = 2by+b3—by.

Daraus folgt
1

Mat(f,&,B) = _01
2

O O O -
= NN O

(i) Es gilt

o= (5 =5 ) (9= (5 0 =m
0= (5 D= 0 ) =(5 ) =n
9(bs) = ((1) f) by = (é f) (? 8) - G 8) — 5by + by,
O (3 D A T R B
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Daraus folgt

Mat(g, B) =

o O O
o O = O
O = O ot
_ o Ot O

(iii) Es gilt

h(by) =

= €3.

o O =
_ o O

1 0
= €1, h(bg) = 1 =e1t+extes, h(bg) = (3 = 362, h(b4) =
Daraus folgt

(iv) Nach Satz 7.4 gilt

Mat(h o go f,€) = Mat(h, B,E)Mat(g, B)Mat(f, £, B)
1 0 5 0 1 1 0
_ é}gg 01 0 5 0 0 2
- 010 1 0010 -1 0 1
00 01 2 0 -1
1 1 5 L 10
0 0 2
=101 3 5
0106 | M0 1
2 0 -1
6 1 2
=17 0 0
12 0 —4

Setze A := Mat(hogo f,&). Nach Satz 7.6 gilt, wie gewiinscht,
(hogo f)(z) = Az
fiir alle z € R3.
(v) Sei

1 =5
g* : MQXZ(R) — M2><2(R),A —> <O 1 ) A

0 )6 1)=()

Es gilt

10
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)6 3)=(1)

und ebenso

Fiir A € Mayo(R) gilt nun

und analog
Somit gilt g o g* = idp,,,r) = g* 0 g. Nach Lemma 1.13 ist g also bijektiv und somit
ein Automorphismus von g. Es gilt ¢! = g*.

(vi) Nach (v) ist g ein Automorphismus, also ein Isomorphismus von Ma,2(R) nach May2(R).
Satz 7.11 impliziert, dass Mat(g, B) invertierbar ist. Es gilt weiterhin Mat(g, B)™! =

Mat(g~, B).
Es gilt
_ 1 -5 10 10
_ 1 -5 01 01
L (1 =5\ (0 0\ (=5 0\
(1 =5\ (0 0\ [0 -5\
Somit
1 0 =5 0
_ 01 0 -5
Mat(g~*,B) = 00 1 0
0 0 O 1

11
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Aufgabe 6 (4 Punkte)

Sei (R

+,+) ein Ring. Ein Element a € R heifit invertierbar, falls ein a* € R mit aa* = 1z =

a*a existiert. Ein solches Element a* wird dann ein Inverses von a genannt.

(i)

(i)

Zeigen Sie: Wenn a € R invertierbar ist, dann ist das Inverse von a eindeutig bestimmt.
(Bemerkung: Das eindeutig bestimmte Inverse eines invertierbaren Elements a von R
wird mit a=' bezeichnet.)

Sei k € N eine natiirliche Zahl und seien r{,...,r, € R invertierbar. Zeigen Sie mit-
tels vollstandiger Induktion, dass das Produkt riry - - - r invertierbar ist mit Inversem

Loésung

(i)

(i)

Angenommen, a ist invertierbar. Seien a* und a* Inverse von a. Es gilt also aa* = 15 =
a*a und aat =1z = a*a. Nun gilt a* = a*1g = a*(aa™) = (a*a)a™ = 1ga™ = a™.
Wir zeigen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber k.

1. Induktionsanfang: Wir zeigen die Aussage fiir £ = 1. Es ist r; invertierbar mit
Inversem 7, '. Und das bedeutet bereits, dass die Aussage fiir k = 1 wahr ist.

2. Induktionsschritt: Sei nun k eine natiirliche Zahl, so dass die Aussage fiir £ stimmt,

das heifit, wenn rq,79,...,7, € R invertierbar sind, dann ist immer auch riry-- -7y
invertierbar mit Inversem 7' ---75 "7 . Dies ist die Induktionsvoraussetzung.
Seien nun ry,...,7x11 € R invertierbar. Wir miissen zeigen dass rirg---rgiq inver-
tierbar ist mit Inversem rk_jl ceeTy 17’1_ ! Nach Induktionsvoraussetzung sind ryrg - - -1
und 7973 - -+ 7)1 invertierbar mit (ryrg o)t = ory et und (rors ) Tl =
-1 —1,.-1 :
Tipr " 'T3 7o - Nun gilt
-1 —1,.-1y _ —1 \(n—1 —1,.-1
(rirg s T ) (g g ) = (e )(Tk+17”k+1)(7’k Ty T )
—1.-1
= (ri--re)lp(ry oy ry)
_ 1,1
= (ry - )(Tk Ty Ty
= 1Ra
wobei die letzte Gleichheit wegen (riry -« 7))t =gt -1yt ! gilt.
Weiterhin gilt
Py g ) (rarg - rega) = (rfy o3 7‘2 Dt (rars - repn)
= (Tk+1 oy 'y ) 1R(rars - Trin)

(regy - 3 'y ) (rars - g

]-R7

12
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wobei die letzte Gleichheit wegen (rorg -« 7yp1) ™t = rty - ry'ry - gilt.

Dies zeigt, dass r17ry - - - 711 invertierbar ist mit Inversem r,;il o1yt t wie gewdinscht.

Aufgabe 7 (freiwillig - 2 Zusatzpunkte)

Sei V' ein 3-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper Z/2. Bestimmen Sie die Méachtigkeit
von Hom(V, V). (Das mag sich erst einmal schwierig anhoren. Aber wenn Sie herausfinden,
welches Resultat der Vorlesung Ihnen hier helfen kann, konnen Sie die Antwort ziemlich
einfach finden).

Lo6sung

Nach Satz 7.2 gibt es eine Bijektion von Hom(V, V') nach M3x3(Z/2). Somit gilt |Hom(V, V)| =
|M3y3(Z/2)]. Wir miissen also die Anzahl der 3 x 3-Matrizen mit Eintrégen aus Z/2 bestim-
men.

Jeder der 9 Eintréige einer 3 x 3-Matrix iiber Z/2 kann genau zwei Werte annehmen, nédmlich
0 und 1. Denn Z/2 hat nur die beiden Elemente 0 und 1. Die Anzahl der 3 x 3-Matrizen {iber
Z/2 ist also 2° = 512. Somit gilt [Hom(V, V)| = 512.

Zusatzaufgabe
Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgaben wird nicht

bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Threr Ubung prisentieren.

Aufgabe 8

Sei p eine Primzahl, n € N und V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber Z/p. Zeigen Sie,
dass die Anzahl der Automorphismen von V' gleich

P =1 " —p)@" —p*) (" —p"")

ist.

Losung

Wir schreiben GL(V) fiir die Menge der Automorphismen von V. Wir miissen zeigen, dass

IGL(V)| =" —-1D)@" —p)@" —p*)--- (" —p"")

13
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gilt. Sei (¢q,...,¢,) eine Basis von V.

Ist ¢ € GL(V), dann ist (¢(c1), ..., ¢(c,)) eine Basis von V' (siehe Lemma 6.23 (¢)). Sei nun
X die Menge der geordneten Basen von V. Wir betrachten die Abbildung

Die Abbildung
F:GL(V)—= X, 0= (¢(c1),...,0(cn)).

Wegen Lemma 6.22 ist F' injektiv.

Wir zeigen nun, dass F' auch surjektiv ist. Sei dazu (by,...,b,) € X. Es ist also (by,...,b,)
eine geordnete Basis von V. Nach Lemma 6.22 existiert eine lineare Abbildung ¢ : V — V
mit ¢(¢;) = b; fiir 1 <14 < n. Nach Lemma 6.23 (c) gilt ¢ € GL(V). Also F(¢) = (b1,...,by,).

Wir haben gezeigt, dass F' eine Bijektion ist. Folgloch gilt |GL(V)| = |X|. Es reicht daher
aus, zu zeigen, dass V' genau

P =1 " —p)@" —p*) (" —p" ")

georndete Basen hat.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, Elemente by, ...,b, € V zu wihlen, so dass (b1, ..., b,) eine
Basis von V ist? Nach Korollar 3.56 ist dies dquivalent zu der Frage, wie viele Moglichkeiten
es gibt, (by,...,b,) so zu wihlen, dass die Vektoren by, ..., b, linear unabhéngig sind.

Stellen wir uns vor, wir wiahlen die Elemente bq,...,b, in dieser Reihenfolge aus, also dass
wir insbesondere mit b; anfangen. Wir iiberlegen uns zunéchst, wie viele Moglichkeiten wir
haben, b; so auszuwéhlen, dass b; linear unabhéngig ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
b1 nicht der Nullvektor 0Oy ist.

Da nach Vorlesung V und (Z/p)™ isomorph sind, gilt |V| = [(Z/p)"| = p™. Wir haben daher
genau p" — 1 Moglichkeiten, b; so auszuwéhlen, dass by nicht der Nullvektor ist. Mit anderen
Worten: Wir haben genau p™ — 1 Moglichkeiten, b, so auszuwéhlen, dass b, linear unabhéngig
ist.

Sei nun angenommen, dass 1 < ¢ < n—1 und dass wir by, ..., b; so ausgewahlt haben, dass die
Vektoren by, ...,b; linear unabhéngig sind. Wir iiberlegen uns nun, wie viele Moglichkeiten
wir haben, b;,; so auszuwéhlen, dass die Vektoren by, ..., b;11 immernoch linear unabhéngig
sind.

Wir behaupten, dass die Vektoren by,...,b;y1; genau dann linear unabhéingig sind, wenn
biv1 & (b1, ..., b;) gilt.

Nehmen wir dazu an, dass sie linear unabhéngig sind. Nach Aufgabe 4 (a) auf Blatt 8 kann
dann keiner der Vektoren eine Linearkombination der anderen sein. Damit ist insbesondere
bi1+1 keine Linearkombination der Vektoren by, ..., b;, womit b1 & (by,...,b;) gilt.

Nehmen wir nun an, dass b1 & (by,...,b;) gilt. Wir miissen zeigen, dass die Vektoren
b1, ...,biy1 linear unabhéngig sind. Seien Ay,..., A\i11 € Z/p mit Oy = A\iby + -+ + Xip1biy1.
Angenommen, es gilt \;;; # 0. Dann folgt b;.; = )x;rll(—bl — o= b)) € (by,...,b;), was
ein Widerspruch zur Voraussetzung ist, dass b;y1 & (by,...,b;) gilt. Deshalb muss A1 = 0

14



Prof. Dr. Ellen Henke
Dr. Julian Kaspczyk LA/LAAG
Edoardo Salati Losungsblatt 12 15. Januar 2022

gelten. Damit gilt Oy = A\b; + - - - + \;b;. Die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren b4, ..., b;
impliziert nun A; = --- = \; = 0. Somit sind die Vektoren by, ..., ;11 linear unabhéngig.

Um die Frage zu beantworten, wie viele Moglichkeiten es gibt, b;1; so zu wéhlen, dass
by, ..., b1 linear unabhéngig sind, miissen wir uns also iiberlegen, wie viele Moglichkeiten es
gibt, b; 11 so zu wihlen, dass b;;1 nicht in (by, ..., b;) liegt. Es hat (b, ..., b;) Dimension i, also
(by,...,b;) = (Z/p)', also (b1, ...,b;)| = p'. Daher gibt es, |V| — p' = p" — p' Moglichkeiten,
b;+1 zu wahlen.

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen: Wir haben p™ —1 Moglichkeiten, by so zu wéhlen,
dass by linear unabhéngig ist. Nachdem b; gewahlt wurde, gibt es p" — p Moglichkeiten, by
zu withlen. Nach Wahl von b; und b, gibt es noch p" — p? Moglichkeiten, b3 zu wihlen. Und
so geht es weiter bis zur Wahl von b,,. Die Anzahl geordneter Basen von V' ist daher

" =D " —p)@"—p*) (" —p" ).
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