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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der dreizehnten Ubung. Der spiteste Ab-
gabetermin ist der 27.01 um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber maoglichst vor Threm
dreizehnten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fiir Ubung 13 finden.

Erste Vorbereitungsaufgabe

Hier war eine zufillig generierte invertierbare 3 x 3-Matrix iiber R gegeben und die Aufgabe
bestand darin, ihr Inverses mithilfe des Gauf3-Jacobi-Verfahrens zu bestimmen. Das Vorgehen
hierbei kénnen Sie Beispiel 7.20 aus dem Skript entnehmen (mit dem einzigen Unterschied,
dass in der Vorbereitungsaufgabe iiber R gerechnet wird).

Zweite Vorbereitungsaufgabe

Die Aufgabenstellung lautete wie folgt:

Es sei V ein drei-dimensionaler Vektorraum iiber R mit Basis By = (v1, vg, v3). Seien

wy = v — 2V9 — U3,
Wo = 2’(}1 — 5U2 — 3U3,

w3 = —V1 + V2 + U3.

Es lasst sich zeigen, dass By, := (wy, ws, ws) eine Basis von V ist. Dies diirfen Sie hier ohne
Beweis verwenden (dennoch wire es eine gute Ubung fiir Sie, sich dies klarzumachen).

Wir definieren eine lineare Abbildung ¢ : V' — V durch

o(v1) := 209 + 3us,
@(v2) == —4vy — bus,
o(v3) == —2v5.

(Nach Lemma 6.22 reicht dies aus, um ¢ zu definieren.)

1. Bestimmen Sie Mat(p, By ).

2. Bestimmen Sie die Basiswechselmatrix Mat(idy, B{,, By ).
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3. Nutzen Sie 1. und 2., um Mat(p, By,) zu bestimmen.

Losung:

1. Nach Definition von ¢ gilt

0 0 =2
Mat(p,By) =12 —4 0
3 =6 0

2. Es gilt

idv(U}l) = Wy = V1 — 2?}2 — Us,

idv(UJQ) = Wy = 2211 — 5U2 — 3113,

idv<w3) = w3 = —vV1 + V2 + V3.
Daraus folgt
1 2 -1
Mat(idv, B(/, Bv) = -2 =5 1
-1 -3 1

3. Nach Abschnitt 7.4 (insbesondere Satz 7.22) gilt

Mat (g, By,) = Mat(idy, By,, By') " '"Mat(y, By )Mat(idy, Bj,, By)
= Mat(idv, Bv, B(/)Mat(go, Bv)Mat(idv, B(/, Bv)

Wir kennen bereits die Matrizen Mat(p, By) und Mat(idy, Bi,, By). Um Mat(p, B{,) aus-
rechnen zu kénnen, brauchen wir noch die Matrix Mat(idy, By, By)~!. Diese stimmt mit
Mat(idy, By, B{,) iiberein.
Um sie auszurechnen, kénnten wir also probieren, Mat(idy, By, By,) direkt zu bestimmen,
oder wir berechnen etwa mit dem GauB-Jacobi-Verfahren das Inverse von Mat(idy, By, By).
Ersteres mag in vielen Aufgaben einfacher sein, aber in dieser Aufgabe sieht das nicht danach
aus. Deshalb berechnen wir Mat(idy, Bj,, By)™! mithilfe des GauB-Jacobi-Verfahrens und
erhalten

2 -1 3

Mat(idy, Bf,,By) ' = [ -1 0 -1
-1 -1 1
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Nun gilt

Mat(go, B(/) = Mat(idv, B(/, Bv)ilMat“O, Bv)Mat(idv, B(/, Bv)
2 -1 3 0O 0 -2 1 2 -1

=|-1 0 -1 2 -4 0 -2 =5 1
-1 -1 1 3 =6 0 -1 -3 1
39 96 =25

=|-17 —42 11
3 6 -1

Prisenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2
Gegeben ist die Matrix
21 01
3103
A= 4 1 0 4
5 0 46

mit Eintrdgen aus Z/7. Nutzen Sie das Gaufl-Jacobi-Verfahren, um zu zeigen, dass A inver-
tierbar ist und um A~! zu berechnen. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis fiir A~!.

Losung

Mit dem Gaul-Jacobi-Verfahren erhalt man

At =

SN O =
N O =~ =~
DO =N
o NN OO

Dieses Ergebnis lésst sich verifizieren, indem man A mit der oben erhaltenen Matrix sowie
die oben erhaltene Matrix mit A multipliziert und beobachtet, dass in beiden Fillen die
Einheitsmatrix herauskommt.
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Aufgabe 3

Sei V' ein 4-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper Z/7 und sei By = (vy, vg, v3,v4) eine
Basis von V. Wir definieren eine lineare Abbildung ¢ : V' — V durch

o(v1) 1= v + 203 + 6vy,

o(vg) := 4vy + 4vy + 6vz + 2uy,
o(v3) := 2vy + 4vy + 6vz + Guy,
o(vg) 1= 2v3.

Uberpriifen Sie, ob ¢ ein Automorphismus ist. Wenn ja, geben Sie ¢! an.

Lo6sung

Sei A wie in Aufgabe 2. Dann gilt
Ail = Mat(gp, Bv)

Es ist A~! invertierbar, denn A™'A = I, = A7'A. Satz 7.11 impliziert, dass ¢ ein Isomor-
phismus und damit ein Automorphismus ist.

Nach Satz 7.11 gilt weiterhin Mat(¢ ™!, By) = Mat(p, By)™' = (A7)~ = A. Damit ist ¢!
die lineare Abbildung von V nach V', die durch

o(v1) = 201 + 3vy + 4vz + Sug,
p(va) = v1 + V2 + v3,

p(v3) = 4,

o(vy) = v + vy + 4vz + 6oy

festgelegt ist.

Aufgabe 4
Sei &; die Standardbasis von R? und sei
1 0 0
By=1|[1],]1],]1
0 1 0

Nach Aufgabe 3 (i) auf Blatt 12 ist Bs eine Basis von R3.

Weiterhin sei &, die Standardbasis von R? und

s=(()6))
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Es lisst sich zeigen, dass By eine Basis von R? ist. Sie diifen dies ohne Beweis verwenden.
SchlieBlich sei

X
+y
‘R? — R? (T .
7 ’ Z (y+z

Es lasst sich leicht nachpriifen, dass ¢ linear ist.

(i) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen
Mat(lde y 63, Bg), Mat(idRii, Bg, 53), Mat(idRZ, 52, Bg) und Mat(idRz, Bg, 82)

(ii) Bestimmen Sie Mat(p, &3, &>). Nutzen Sie dies zusammen mit Thren Ergebnissen aus
(i), um auch Mat(p, &, By), Mat (¢, Bs, &) und Mat(p, Bs, Bs) zu bestimmen.

(iii) Sei

2
vi=19
3

Nutzen Sie eines Threr Ergebnisse aus (ii), um Ay, Ay € R mit

n() ()

zu finden (Hinweis: Verwenden Sie Bemerkung 7.3.).

Losung
(i) Es gilt
1 0 0
Mat(ing, 83, Bg) = 0 0 1
-1 1 -1
und
1 00
Mat(idRs, Bg, 53) = 1 11
010
und
3 1
Mat(idR2,€2,82) = ( 21 12>
T2 2
und

Mat(idR2,82,(€2) = (1 g_))) .
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(i) Es gilt

(iii)

110
Mat((p,83,52) = (0 1 1> :
Nach Abschnitt 7.4 gilt weiterhin

Mat(ip, £, By) = Mat(idg2, By, &) "Mat(yp, &, &) = (_%% é —;)
und
Mat(g, Bs, &) = Mat(p, &, &)Mat(idgs, B, &) = G ! D
und
Mat (¢, Bs, By) = Mat(idgz, By, &)~ "Mat (i, £3, E2)Mat (idgs, Bs, £3) = (_g% % tl))

Wir schreiben & = (eq, €9, e3) und By = (b1, by). Dann gilt v = 2e; + 9ey + 3e3. Wir

berechnen
2 3 1 _1 21
weeos ()= (02 ()= ().
3 -2 0 3 3

Bemerkung 7.3 sagt uns nun, dass

\V]

21 1
QO(U) = ?bl + 5()2

Dies konnen wir auch durch direktes Nachrechnen verifizieren, denn nach Definition

von ¢ gilt
11
pv) = (12> :

2, 1, 20(1) 11\ _ (1
22T ) Tals) T le)

Um die Werte 2+ und 3§ zu erhalten, kénnte man auch Mat(p, B3, B2) heranzichen. Als
Linearkombination der Vektoren aus Bs lésst sich v wie folgt darstellen:

Andererseits gilt auch

1 0 0
v=2|1]14+3|1]|+4]1
0 1 0
Wir berechnen nun
2 501\ (2 21
Mat(gp, 83762) 3 = ( 21 % > 3 = ( % ) .
4 -2 3 0/ \y 3
Wieder sagt uns Bemerkung 7.3, dass
21 1
= —b + =bs.
¢(v) 5 01t 50
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Aufgabe 5

Seien K ein Korper und n € N. Sei V' ein Vektorraum iiber K mit Basis By = (vy,...,v,).
Fiir alle 1 <14,7 < n sei ein a;; € K gegeben. Fiir 1 < 5 < n definieren wir

n

wj = E Q455

i=1
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) (wy,...,wy,) ist eine Basis von V.
(ii) Die Matrix A := (a;;) ist invertierbar.

Hinweis: Betrachten Sie die lineare Abbildung ¢ : V — V' mit o(v;) = w; fir alle 1 <i <n.
Was hat diese Abbildung mit A zu tun?

Lo6sung

Sei ¢ die in dem Hinweis gegebene Abbildung. Es gilt
A = Mat(p, By).

Nach Lemma 6.23 ist (wq,...,w,) genau dann eine Basis von V', wenn ¢ ein Isomorphismus
ist. Und nach Satz 7.11 ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn A invertierbar ist. Somit
sind (i) und (ii) dquivalent.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 03.02.2022, 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Sei V' ein dreidimensionaler Vektorraum tiber dem Korper Z/5 und sei By = (vq, v2, v3) eine
Basis von V. Wir definieren eine lineare Abbildung ¢ : V' — V durch
(vy) == vy + 3vs,
©(vy) 1= 201 + Vg + s,
o(v3) 1= 4vy + vs.
(i) Bestimmen Sie Mat(p, By).

ii) Priifen Sie, ob Mat(y, By ) invertierbar ist und geben Sie gof. Mat(w, By/) ™' an.
(i) : (¢, Bv) g gg (¢, Bv)

(iii) Ist ¢ ein Automorphismus von V? Wenn ja, geben Sie ¢! an.
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Lo6sung
(i) Es gilt
1 2 4
Mat(p,By) =10 1 1
3 10

(ii)) Unter Anwendung des GauB-Jacobi-Verfahrens ldsst sich zeigen, dass Mat(p, By) in-
vertierbar ist mit Inversem

Mat((pv BV)_l -

=
o~ w
RO O

(iii) Da Mat(p, By ) invertierbar ist, ist ¢ geméfl Satz 7.11 ein Automorphismus von V. Nach
Satz 7.11 gilt auBlerdem Mat(p~ !, By) = Mat(yp, By)~'. Damit kénnen wir die Bilder
von vy, Vg, v3 aus der in (ii) berechneten Matrix Mat (g, By,)~! ablesen. Némlich gilt

71(?]1) = 3U1 =+ (%) + 41)3,
_1(?}2) = 3vu; + V9
71(’03) = + 31)2 + 21]3.

€ € 6

Nach Lemma 6.22 ist ¢~ dadurch eindeutig festgelegt.

Aufgabe 7 (4 Punkte)

Sei &; die Standardbasis von R? und sei

N\ /1\ /1
By=|1].l0],]0
o/ \t/ \o

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass Bs eine Basis von R? ist. Sei weiterhin
g 10 0 1 0 0 0 0
A\ o)\oo)\1 0o/7\0 1
B, — 10 11 11 11
o o/)\oo/\1 o) \1 1))

Nach Aufgabe 5 (i) auf Blatt 1 ist £ eine Basis von Mayo(R). Sie diirfen ohne Beweis
verwenden, dass auch By eine Basis von Mayyo(R) ist.

und
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Schliefilich sei

T
20+ 2 Y
. 3
gDR —>M2X2(R>, :Z H(m—i—y 4y—3z)

Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ¢ linear ist.

(i) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen

Mat(idRii s 53, 83), Mat(idst, 83, 53), Mat(idM2X2(R), 54, 84) und Mat(iszXQ(R), 64, 54)

(ii) Berechnen Sie Mat(p, &, E4). Nutzen Sie dies zusammen mit Thren Ergebnissen aus (i),
um auch Mat(p, &, By), Mat(p, B3, £4) und Mat(p, B3, By) zu bestimmen.

(iii) Sei

Nutzen Sie eines Ihrer Ergebnisse aus (ii), um ¢(v) als eine Linearkombination der
Vektoren aus By zu schreiben (Hinweis: Nutzen Sie Bemerkung 7.3.)).

Lo6sung
(i) Es gilt
0O 1 0
Mat(de;g?gg, Bg) = 0 0 1 3
1 -1 -1
1 11
Mat(idgs, Bs, &) = |1 0 0,
010
1 -1 0 O
' 0 1 -1 0
Mat (idt, (%), €1, Ba) = o 0 1 -1)°
0 0 0 1
1111
‘ 01 11
Mat(ldMQXQ(R)nybg‘l): 0011
0 0 01

(ii) Schreibe & = (e1, e, e3) und & = (€11, €12, €21, €22). Es gilt

20
oler) = (1 0) = 2e11 + e91.
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Ahnlich erhilt man

@(ez) = e12 + €1 + 4z und p(e3) = e11 — 3ean.

Damit erhalten wir

2 0 1
01 0
Mat(go,€3,€4) = 1 1 0
0 4 -3

Wir benutzen nun Abschnitt 7.4, um die anderen gesuchten Matrizen zu ermitteln. Was
in Abschnitt 7.4 als V bezeichnet wird, ist im Kontext dieser Aufgabe R3. Genauso
entspricht das W aus Abschnitt 7.4 in dieser Aufgabe My o(R). Ebenso entspricht By
aus Abschnitt 7.4 der Basis &3, wéhrend By, hier Bs entspricht. Genauso entspricht By,
der Basis &4 und die Basis By, entspricht der Basis B,. Um die drei gesuchten Matrizen
zu berechnen, konnen wir damit die in Abschnitt 7.4 ermittelten Formeln heranziehen.

Es gilt
2 -1 1
- 1 0 0
Mat(p, &, B1) = Mat(idu,, @), &1, B)Mat(e, €3, 8) = | |+ 5 5 |,
0 4 -3
2 3 2
: 1 0 0
Mat(p, By, £4) = Mat(p, &3, E)Mat(idps, B, &) = [, | ||
4 -3 0
1 3 2
: -1 -1 -1
Mat(p, By, By) = Mat(p, &, B)Mat(ides, By, &) = | 5,
4 -3 0

(iii) Es ist v = 5ey + 2e5 + Oeg. Der Vektor, den wir erhalten, wenn wir die Koeffizienten
dieser Linearkombination untereinander schreiben, ist v selbst. Nach Bemerkung 7.3
erhalten wir die Koeflizienten der ¢(v) darstellenden Linearkombination der Vektoren
aus By also, indem wir Mat(p, &3, B4) mit v multiplizieren. Berechne also

2 -1 1 5 8
-1 0 0 )
Mat(g0783,84)?] = 1 -3 3 (2) = -1
0 4 -3 8

Mit By = (b11, bi2, ba1, baa) gilt also nach Bemerkung 7.3 ¢(v) = 8by1 — 5b1o — bgy + 8bos.
Das konnte man auch durch eine Probe bestétigen, indem man beide Seiten per Hand
ausrechnet.

10
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Man konnte die Aufgabe auch anders angehen. Schreiben wir By = (by, by, b3), so gilt
v = 2by + 3bs. Der Vektor, den wir erhalten, wenn wir die Koeffizienten dieser Linear-

2
kombination untereinander schreiben, ist gerade | 0 |. Nach Bemerkung 7.3 erhalten
3
wir die Koeffizienten der p(v) darstellenden Linearkombination von byq, bya, bag, baa, in-
dem wir
AN IR N W
Mat(g0,83,84) 0] = 0] =
5 -2 4 1 5 -1
4 -3 0 8

berechnen. Wieder sagt uns Bemerkung 7.3, dass ¢(v) = 8b1; — 5bia — bay + 8bg2. Und
das stimmt mit unserem Ergebnis von oben iiberein.

Aufgabe 8 (2 Punkte)

Sei V' ein zweidimensionaler Vektorraum iiber R und sei By = (v, vy) eine Basis von V. Sei
¢ : V — V linear und A := Mat(p, By ). Es gelte

17
A= (0)
(ii) Bestimmen Sie eine Basis Bj, von V, so dass

-1
y 2 0 2 0
Mat(p, By,) = <1 5) A (1 5) :

Hinweis: Wenn Sie Kapitel 7 aufmerksam gelesen haben und insbesondere die Abschnit-
ten 7.1 und 7.4 gut verstanden haben, kriegen Sie das hin!

(i) Bestimmen Sie ¢(v; + vs).

L6sung

(i) Sei w := vy 4+ vo. Wir haben w als Linearkombination von v; und vy gegeben. Schreiben
wir die Koeffizienten dieser Linearkombination untereinander, erhalten wir den Vektor

G) Nach Bemerkung 7.3 erhalten wir die Koeffizienten der ¢(v) darstellenden Li-

nearkombination von v; und vy, indem wir A = Mat(p, By) mit dem obigen Vektor
multiplizieren. Wir berechnen also

17\ (1) (8
2 3 1) \5/)°
Nach Bemerkung 7.3 gilt also ¢(v1) = 8vy + 5vs.

11
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(i) Setze wy := 2vy + v und wq := 5vy. Da die Matrix

20

15
invertierbar ist (Ihre Inverse kénnen Sie unschwer ermitteln), ist B, := (w;, wz) nach
Aufgabe 5 eine Basis von V.

Es gilt
: , 2 0
Mat(ldv,Bv,Bv) = ( ) .
15
Nach Abschnitt 7.4 (insbesondere Satz 7.22 (b)) gilt
Mat (g, By,) = Mat(idy, By, By) ' Mat (i, By )Mat(idy, By, By).

Die Basis B, = (w;, wy) hat also die gewiinschte Eigenschaft.

Zusatzaufgabe

Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgabe wird nicht be-
wertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung prisentieren.

Aufgabe 9

Zum Verschliisseln einer Nachricht kann man folgendes Verfahren verwenden. Den 26 Buch-
staben des Alphabets werden Zahlen von 0 bis 25 zugeordnet:

A|[B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
19[2[21[0[4]7]6|9]17[24][11]15] 14

N|O|P|QI|R|S|T|U|V|WI[X|Y]|Z

13[1216 18| 1 [25|20]3 [22] 5 |8[23]|10
Der Klartext (z. B. ALGEBRA) wird in Blécke zu je zwei Buchstaben unterteilt, wobei man
nach Bedarf eventuell noch einen Buchstaben (etwa X) hinzufiigt: Al GE BR AX. Jedem
Buchstabenpaar entspricht nach der obigen Tabelle ein gewisses Zahlenpaar (aj,as), dem

man mittels
bl o 4 7 aq
by \9 22 ao

ein anderes Paar (b1, by) zuordnen kann, wobei wir alle oben vorkommenden Matrixeintriage
als Elemente des Rings 7 /26 auffassen. Auf diese Weise lasst sich ALGEBRA zu SFDOLMBH

codieren.

12
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(i) Decodieren Sie SIVNXBMHNOTE.

(ii) Geben Sie eine Bedingung an die Matrix B € May2(Z/26) an, damit jede durch

by . a1
() -2 (2)
codierte Nachricht entschlisselt werden kann.

Lo6sung

(i) Uber Z/26 ist die Matrix (

4 . ) )
9 22) invertierbar mit

4 7\ (4 7

9 22 S \9 22)°
Die Decodierungsformel lautet daher

ary 4 7 bl

(45} N 9 22 b2 '
Hierbei sind alle Matrixeintrige als Elemente von Z/26 aufzufassen. Auf diese Weise
lasst sich SIVNXBMHNOTE zu KRYPTOLOGIE decodieren.

(ii) Die Matrix B muss invertierbar sein.

13



