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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient IThnen zur Vorbereitung der sechsten Ubung. Der spiteste Abga-
betermin ist der 24.11.2021 um 25.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdglichst vor
Ihrem sechsten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fir Ubung 6 finden.

Losung der ersten Vorbereitungsaufgabe

In der ersten Vorbereitungsaufgabe sollten die Additions- und die Multiplikationstafel von
Z]7 angegeben werden. Hierbei sollte jedes Element von Z/7 in der Form [k] mit k €
{0,1,2,3,4,5,6} angegeben werden. Aulerdem waren das additive und das multiplikative In-
verse von [5] in Z/7 anzugeben, und zwar ebenfalls in der Form [k] mit k& € {0,1,2,3,4,5,6}.

Additionstafel von Z/7:

_+ [l [O][[2] [[3] ] [4] [ [5 [ [6] |
0] || [o] | 1] | [2] | [3] | [4] | [5] | [6]
(1] || (1) | 2] ] [3] | [4] | [5] | [6] | [O]
(2] || [2] | 3] | [4] | [5] | [6] | [0] | [1]
31 || 31 | [4] | [5] | [6] | [0] | [1] | [2]
[4] || [4] [ [5] | [6] | [o] | (1] | [2] | [3]
[5] || [5] [ 6] | [O] | [1] | [2] | [3] | [4]
[6] || [6] | [0 | [1] | [2) | (3] | [4] | [5]

Multiplikationstafel von Z/7:

- O [T [ [[3]] 4] ][5 ]06 ]
[0] || [0] | [0] | [0] | [0] | [0] | [0] | [0]
(1] | [o] | (1] | [2] | [3] | [4] | [5] | [6]
2] || [0] | [2] | [4] | [6] | (1] | [3] | [5]
31 || [0] | [3] | [6] | [2] | [5] | [t] | [4]
[4] || [0) | [4] | [1] | [5) | [2] | [6] | [3]
[5] || [0] | [5] | [3] | [1] | [6] | [4] | [2]
(6] || [0] | 6] | [5] | [4] | 3] | [2] | [1]
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Das additive Inverse von [5] in Z/7 ist [2], denn [5] + [2] = [2] + [5] = [7] = [0].
Das multiplikative Inverse von [5] in Z/7 ist [3], denn wie wir aus der obigen Multiplikati-
onstafel ablesen, gilt [5] - [3] = [3] - [5] = [1].

Loésung der zweiten Vorbereitungsaufgabe

In der zweiten Vorbereitungsaufgabe sollte fiir zwei Restklassenringe die Anzahl ihrer inver-
tierbaren Elemente angegeben werden.

Der erste Restklassenring war einer der folgenden (welchen Sie bei der Bearbeitung der Auf-
gabe zu sehen bekamen, war vom Zufall abhéngig):

Z.)11,7,)13,2,/17,7./19, Z.)23,7./29, Z./31,7.)37, 7./39, Z./A1, Z./A7, Z./51.

Diese Restklassenringe sind alle von der Form Z/p fiir eine Primzahl p. Nach Lemma 2.34
ist jeder solche Restklassenring ein Korper. Per Definition sind in einem Korper alle vom
Nullelement verschiedenen Elemente invertierbar. Das Nullelement selbst ist niemals inver-
tierbar, denn wenn wir das Nullelement mit einem Koérperelement multiplizieren, erhalten
wir Lemma 2.19 zufolge immer das Nullelement, insbesondere also niemals das Einselement,
womit das Nullelement kein multiplikatives Inverses haben kann. Die invertierbaren Elemente
eines Korpers sind also genau die Elemente des Korpers, die vom Nullelement verschieden
sind. Der Korper Z/p hat nach Lemma 2.29 genau p Elemente. Damit hat Z/p genau p — 1
invertierbare Elemente.

Der zweite in der Aufgabe gegebene Restklassenring war einer der folgenden (welchen Sie bei
der Bearbeitung der Aufgabe zu sehen bekamen, war vom Zufall abhéngig):

7./4,7./8,7,)16,7,/32, 7./64.

Jeder dieser Restklassenringe hat die Form Z /2™ fiir eine natiirliche Zahl n > 2. Nach Lemma
2.29 hat der Ring Z/2" genau die Elemente [0], [1],[2],...,[2"—1]. Sei k € {0,1,2,...,2"—1}.
Nach Lemma 2.35 ist [k] genau dann invertierbar in Z/2", wenn ggT(2", k) = 1 gilt. Falls
k ungerade ist, ist die Bedingung ggT (2", k) = 1 erfiillt. Falls k& gerade ist, haben 2" und
k den gemeinsamen Teiler 2, womit ggT (2", k) > 2 gilt, sodass die Bedingung ggT (2", k) =
1 nicht erfiillt ist. Die Bedingung ggT(2",k) = 1 ist folglich genau dann erfiillt, wenn &
ungerade ist. Die invertierbaren Elemente von Z/2"7Z sind damit genau die Elemente [k],
wobei k € {0,1,2,...,2" — 1} ungerade ist. Da es genau % 2" = 2" ungerade Elemente in
{0,1,2,...,2" — 1} gibt, folgt, dass der Ring Z/2" genau 2" ! invertierbare Elemente hat.

Prasenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.
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Aufgabe 2

Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafel fiir Z/6 auf. Geben Sie alle invertierbaren
Elemente von Z/6 und deren Inverse an.

Losung

Additionstafel von Z/6:
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Multiplikationstafel von Z/6:
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Die invertierbaren Elemente von Z/6 sind genau die Elemente von Z/6, so dass in der zu-
gehorigen Zeile der Multiplikationstafel das Element [1] auftaucht. Die invertierbaren Ele-
mente von Z/6 sind also [1] und [5]. Dies ldsst sich auch ohne einen Blick auf die Multiplika-
tionstafel mithilfe von Lemma 2.35 begriinden.

Es gilt [1]7! = [1], denn [1] - [1] = [1]. Aulerdem gilt [5]~! = [5], denn nach der Multiplikati-
onstafel gilt [5] - [5] = [1].

Aufgabe 3

Geben Sie die folgenden Briiche in Z/5 in der Form [i] mit ¢ € {0,1,2,3,4} an:
W BBl B+
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Lo6sung

Bs gilt [1]-! = [1], (2]~ y -

[2]-3]7 = [2]-[2] = [4], & = 3]-[4] ! = [3]-[4] = [12] = [2], Bl =

2]

3], 317" = [2], [4]7* = [4]. Somit & = [1]-[2] = [1]-[3] = [3], & =

Aufgabe 4
Beweisen Sie Lemma 2.25 (b), (c), (d): Sei K ein Korper und seien a, b, ¢,d € K mit b # 0 # d.
Dann gilt:

(1) §— 5 =5 und § - § = %=

(2) 3= b

(3) Falls ¢ # Ok, dann gilt § # O und

b _ ad
< be
Loésung
Nach Lemma 2.25 (a) gilt folgendes:
(l) %+ é — adb-i—icb’
(@) §+5= 2%
Nach (ii) gilt § + 32 = a+(b_a) =2 =0-b"' = 0. Daher gilt —% = = Ebenso erhalten wir
—¢ = 3% und —§ = —£. Unter Nutzung der Definition z —y := x + (—y) fiir alle z,y € K
erhalten wir
a_c_a gy ayze_atlzg a-c
b b b vV b b b b
Die dritte Gleichheit gilt dabei nach (ii). Damit ist der zweite Teil von (1) gezeigt.
Es gilt
a ¢ a+( c)_ ¢, =¢_ ad+ (—c)b  ad+ (—cb) ad—cb
b d b d b d bd B bd  bd

wobei die dritte Gleichheit nach (i) und die vierte Gleichheit nach Lemma 2.22 gilt. Der erste

Teil von (1) ist damit auch gezeigt.

Um (2) und (3) zu beweisen, machen wir eine kleine Voriiberlegung:

1,.—1

Voriiberlegung: Fiir v,y € K \ {0k} gilt (zy)™' =yl
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Beweis: Wegen der Assoziativitdt und Kommutativitdat der Multiplikation in K gilt

(xy)(yilmil) = x(yyil)ib'il = le.l'fl =t = 1x

und
(y~'a ) (ay) = (ay)(y~'a7!) = 1k
Also (zy)™ ' =yt t. O

Um (2) zu erhalten, berechnen wir

ac

b’

wobei die zweite Gleichheit von der Assoziativitdt und Kommutativitdat der Multiplikation
in K folgt und die dritte Gleichheit aus der obigen Voriiberlegung folgt.

== (ab)(ed ™) = (ac)(d™'b7") = (ac)(bd) ™" =

Sei nun angenommen, dass ¢ # Ox. Nach Korollar 2.20 gilt d~! # 0. Nun impliziert Lemma

2.23, dass < = cd™' # 0. Insbesondere ist der Ausdruck £ definiert. Wir berechnen nun

alolele

=2 (5) " =@ e ) = @) = (ad) (b = (ad)(b) ! = G

alo|ole

wobei die dritte und die fiinfte Gleichheit nach der obigen Voriiberlegung gelten und die dritte
Gleichheit ebenfalls benutzt, dass d das Inverse von d~! ist. Fiir die vierte Gleichheit haben
wir des Weiteren die Kommutativitdt und Assoziativitdt der Multiplikation in K benutzt.
Damit ist (3) bewiesen.

Aufgabe 5

(a) Beweisen Sie das Lemma von Bézout: Seien a,b € Z. Dann existieren s,t € Z, so dass
sa +tb = ggT(a,b).

(b) Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und sei k € Z, so dass [k] invertierbar in Z/n ist.

Diskutieren Sie, wie das Lemma Bézout helfen kénnte, das multiplikative Inverse von
[k] in Z/n zu finden.

Losung

(a) Wir beweisen das Lemma von Bézout zunéchst fiir den Spezialfall, dass a,b € Ny gilt.
Um das Lemma von Bézout fiir diesen Spezialfall zu beweisen, nutzen wir das Prinzip
der vollstdndigen Induktion, genauer das Prinzip der Abschnittsinduktion, so wie es
auf S. 14 im Vorlesungsskript beschrieben ist. Fiir jedes n € Ny sei P(n) die folgende
Aussage:

Fiir jede Wahl von FElementen a,b € Ng mit a + b = n existieren s,t € Z, so dass

5
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sa +tb = ggT(a,b).

Wir zeigen, dass P(n) fiir jedes n € Ny richtig ist (damit ist das Lemma Bézout fiir den
Spezialfall a,b € Ny bewiesen, denn fiir alle a,b € Ny gibt es ein n € Ny mit a +b = n).

1. Induktionsanfang: Wir beweisen zunéchst P(0). In diesem Falle gilt a+b = 0. Wegen
a,b € Ng muss damit a = b = 0 gelten. Nun gilt ggT(a,b) = ggT(0,0) =0=0-a+0-b.
Die Aussage P(0) ist also erfiillt mit s = 0 = ¢.

2. Induktionsschritt: Sei nun eine natiirliche Zahl n € N gegeben, so dass P(n') fiir jedes
n’ € Ny mit n’ < n wahr ist (Induktionsvoraussetzung). Wir wollen folgern, dass auch
P(n) wahr ist. Seien dazu a,b € Ny mit a + b = n. Wir miissen zeigen, dass s,t € Z
existieren mit sa + tb = ggT(a,b). Dabei diirfen wir verwenden, dass P(n’) fir alle
0 < n' <n wahr ist, d. h. fiir jede Wahl von Elementen ag, by € Ng mit 0 < ag+bg <n
existieren sg,tg € Z mit ggT (ag, by) = Soao + tobo-

Wir kénnen o. B. d. A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) annehmen, dass b < a
(ist dies nicht der Fall, konnen wir einfach die Rollen von a und b vertauschen). Ist
b =0, so gilt ggT(a,b) = ggT(a,0) =a=1-a+1-0=1-a+1-0b, sodass die
gewiinschte Aussage mit s = 1 = t erfiillt ist. Nehmen wir jetzt an, dass b > 1, also
dass b € N gilt. Nach Lemma 1.29 existieren ein ¢ € Z und ein r € {0,1,...,b— 1} mit
a =qb+r. Nun gilt » < b < a und damit r 4+ b < a+ b. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren also sg,ty € Z mit ggT(r,b) = sor + tob. Es lésst sich unschwer einsehen
(und wird in Aufgabe 7 bewiesen), dass ggT(r,b) = ggT(a,b). Folglich gilt ggT(a,b) =
sor + tob = so(a — gb) + tob = spa + (tg — soq)b. Mit s := sp und t = ty — soq gilt
nun sa + tb = ggT(a,b). Damit haben wir P(n) gezeigt, womit der Induktionsbeweis
abgeschlossen ist.

Wie oben erlautert, ist das Lemma von Bézout nun fiir den Spezialfall a,b € Ny be-
wiesen. Wir werden diesen Spezialfall jetzt anwenden, um das Lemma allgemein zu
beweisen.

Seien also a,b € Z beliebig. Wir behaupten, dass ggT(a,b) = ggT(|al,|b]) gilt. Fir
a=0b=0git |a] =]0] =0 =aund || = 10] = 0 = b und damit ggT(a,b) =
ggT(|al, |b]). Sei nun angenommen, dass a oder b ungleich 0 ist. Eine natiirliche Zahl {
teilt @ genau dann, wenn sie |a| teilt (iiberlegen Sie sich, warum das so ist). Analog teilt
eine natiirliche Zahl b genau dann, wenn sie |b| teilt. Folglich ist eine natiirliche Zahl
[ genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn sie ein gemeinsamer Teiler
von |a| und |b| ist. Damit muss der grofite gemeinsame Teiler von a und b mit dem
grofiten gemeinsamen Teiler von |a| und |b| tibereinstimmen. Es gilt also ggT(a,b) =
ggT(|al,|b]), wie behauptet.

Da |a|,|b] € Ny gilt, zeigt der oben bewiesene Spezialfall des Lemmas von Bézout,
dass ganze Zahlen s und ¢ existieren mit s|a| + t|b| = ggT(|a|, |b]) = ggT(a,b). Falls
a>0,b> 0 gilt, so gilt a = |a| und b = |b|, so dass sa+tb = ggT(a,b) folgt. Falls a < 0
und b < 0 gilt, so gilt |a| = —a und |b| = —b, sodass ggT(a,b) = s|a| + t|b] = s(—a) +
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t(—=b) = (—s)a + (—t)b folgt. Falls a < 0 und b > 0 gilt, so gilt |a| = —a und [b| = b,
sodass ggT(a, b) = s|a|+t|b] = s(—a)+tb = (—s)a+1tb folgt. Falls a > 0 und b < 0 gilt,
so gilt |a| = a und |b] = —b, sodass ggT(a,b) = s|a| + t|b| = sa + t(—b) = sa + (—t)b
folgt. Das Lemma von Bézout ist also fiir alle méglichen Wahlen von a,b € Z erfiillt.
Der Beweis ist also abgeschlossen.

Hinweis: Dieser Beweis war die schwierigste Aufgabe auf dem Ubungsblatt. Wenn Sie
den Beweis nicht komplett verstehen, machen Sie sich nichts draus.

Sei n > 2 eine natiirliche Zahl und sei k € Z, so dass [k] invertierbar in Z/n ist. Nach
Lemma 2.35 gilt ggT(k,n) = 1. Nach dem Lemma von Bézout existieren s,t € Z mit
1 =ggT(k,n) = sk + tn. Nun gilt

[1] = [sk+tn] = [sk] + [tn] = [s] - [K] + [t] - [n] = [s] - [K] + [t] - [0] = [s] - [K] + [0] = [s] - [K].

Damit gilt [k]~! = [s].

Aufgabe 6

Sei K ein Korper und sei n eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, dass K™ zusammen mit der
in Beispiel 3.2 angegebenen Addition und Skalarmultiplikation ein Vektorraum ist.

Loésung

Wir zeigen, dass K" zusammen mit der in Beispiel 3.2 definierten Addition und Skalarmulti-
plikation die Eigenschaften (i)-(iv) aus Definition 3.1 erfiillt. Im Folgenden seien x1, 23, . . . , 2,

Y1,Y2, .- .

UYns 215 225« - - 2n € K. Aulerdem seien A\, u € K.

(i) Wir zeigen, dass K" zusammen mit der in Beispiel 3.2 definierten Addition eine abelsche

Gruppe ist.
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Assoziativitat der Addition: Es gilt

T Y1 Z1 r1+ z1
T Yo ) To + Y2 )
+ + = R

(1 +11) + 21
(2 + 1y2) + 22

1+ (y1 + 21)
o + (yg + 22)

Ty A (Yn + 2n)

1 Y1+ 21
T Yo + 2o
— + )
T1 Y1 21
U] Y2 22
= : + : +
Tp Yn Zn

Die erste, vierte und fiinfte Gleichheit gelten dabei nach der Definition der Addition in
K™. Die zweite und dritte Gleichheit gelten wegen der Assoziativitidt der Addition in
K (was wiederum nach Definition eines Korpers gilt).

Existenz eines neutralen Elements: Es gilt

T O T, + O Ty Og + 1 O T
X Ok T2 + Og T Or + 22 Ok T
+ pu— . pu— pu— . pu— —|—
Tn O T, + 0 T O + 2, O Ty
Somit ist

Ok

Ok

Ok
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neutral beziiglich der Addition.

Existenz von Inversen: Es gilt

T —X1 r| + (—Il) OK (-ZEl) + 2 —I1 T1
T —T2 To + (—x2) Ok (—x2) + @9 —T2 T
: + . — . g : _— : _— —I—
T —T, Ty + (=) Ok (—xn) + —T, T
—I T
o —r2 | T2
Somit ist . mvers zu
—Iy Ty,

Bisher haben wir gezeigt, dass K™ mit der in Beispiel 3.2 definierten Addition eine
Gruppe bildet. Wir zeigen nun, dass es sich um eine abelsche Gruppe handelt. Das
sehen wir wie folgt:

1 Y1 1+ Y1+ a1 U1 1
T2 Y2 To + Yo Yo + X2 Y2 To
+ = ) = . = |+
Tn Yn Ty + Un Un + Tp, Yn Tn

Hierbei haben wir die Kommutativitit der Addition in K verwendet, um die zweite
Gleichheit zu erhalten.

Wir zeigen, dass die in Beispiel 3.2 definierte Skalarmultiplikation assoziativ ist. Es gilt

T (Ap)wy AMpzy) py T

L2 (Ap) A(prp) K2 T2
(\n) e R S e — | u

Ln (/\:u)xn A(an) M Tn

Hierbei gelten die erste, dritte und vierte Gleichheit nach der Definition der Skalarmul-
tiplikation in K™. Die zweite Gleichheit gilt aufgrund der Assoziativitat der Multipli-
kation in K.
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(iii) Wir zeigen nun, dass das Distributivgesetz fiir Vektoren und Skalare gilt. Erstens gilt

x1

xr
A .2+

Tn

1+ %
To + Y2

Tn + Yn

Ax1 + 1)
Az + y2)

MZn + Yn)

ATy + Ayp
Axs + Ay

ATy + AYn

ATy A1

ATy AY2
. + )

ALy, AYn
1 Y1

X Y
i Y

Tn Yn

Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition der Addition in K", die zweite Gleichheit
nach Definition der Skalarmultiplikation in K™, die dritte nach den Distributivgesetzen
in K, die vierte nach Definition der Addition in K™ und die fiinfte nach Definition der

Skalarmultiplikation in K™.

10
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Zweitens gilt

T (A4 p)xy
To (A + p)xs
Tn (A + p)zn
ATy + pry
B ATo + (X
ATy, + pxy,
AT 1T
ATy pxo
= : +
ALy, Tk
T X1
) T2
=\ | tH
‘/‘En xn

Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition der Skalarmultiplikation in K™, die zweite
nach den Distributivgesetzen in K, die dritte nach Definition der Addition in K™ und
die vierte nach Definition der Skalarmultiplikation in K™.

(iv) Es gilt

X1 1 -1 X1

X2 1k - 29 X2
1k | = . =

T 1K *Tp Ty

Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition der Skalarmultiplikation in K™ und die
zweite, weil 1x neutral beziiglich der Multiplikation in K ist.

Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 1.12.2021, 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

11
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Aufgabe 7 (6 Punkte)

(a)

(b)

()

Seien m und n natiirliche Zahlen mit m > n. Seien aulerdem k und r natiirliche Zahlen
mit m = kn+rund r € {0,1,...,n — 1}. Zeigen Sie, dass ggT(m,n) = ggT(n,r).

Nutzen Sie (a), um ggT(1055,1026) zu berechnen. Finden Sie auflerdem s,¢ € Z mit
geT(1055,1026) = s - 1055 + ¢ - 1026.

Hinweis: Wenn Sie nicht wissen, in welcher Weise Sie (a) verwenden sollen und wie
Sie die Darstellung ggT(1055,1026) = s - 1055 + t - 1026 finden sollen, so machen Sie
sich mit dem erweiterten FEuklidischen Algorithmus vertraut.

Folgern Sie aus (b), dass [1026] in Z/1055 invertierbar ist und bestimmen Sie das
multiplikative Inverse von [1026] in Z/1055.

Losung

(a)

Sei [ € N. Wir behaupten:
[ teilt sowohl n als auch r < [ teilt sowohl n als auch m. (1)

Dies beweisen wir wie folgt:

=: Angenommen, [ teilt sowohl n als auch r. Dann existieren ganze Zahlen a und b mit
n = la und r = [b. Nun gilt m = kn+r = k(la) + b = l(ka) + Ib = [(ka+b). Damit ist
[ ein Teiler von m. Nach Annahme teilt [ auch n. Somit teilt [ sowohl n als auch m.
<: Angenommen, [ teilt sowohl n als auch m. Dann existieren ganze Zahlen ¢ und d
mit n = lc und m = ld. Es gilt r = m —kn = ld — k(lc) = ld — (kc) = l(d — kc). Damit

ist  ein Teiler von 7. Nach Annahme teilt [ auch n. Somit teilt | sowohl n als auch 7.
Damit haben wir (1) bewiesen.

Nach (1) stimmen die gemeinsamen Teiler von m und n mit den gemeinsamen Teilern
von 7 und n iberein. Damit muss auch der grofite gemeinsame Teiler von m und
n mit dem groBten gemeinsamen Teiler von r und n iibereinstimmen. Folglich gilt

ggT(m,n) = ggT(n,r).

Es gilt
1055 =1 -1026 + 29.

Mit m := 1055, n := 1026, k := 1 und r := 29 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt.
Nach (a) gilt also ggT(1055,1026) = ggT(m,n) = ggT(n,r) = ggT (1026, 29).

Es gilt
1026 = 35-29 + 11.
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Mit m := 1026, n := 29, k := 35 und r := 11 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt.
Nach (a) gilt also ggT(1026,29) = ggT(m,n) = ggT(n,r) = ggT(29,11).
Es gilt
20=2-11+T7.

Mit m := 29, n := 11, k := 2 und r := 7 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt. Nach
(a) gilt also ggT(29,11) = ggT(m,n) = ggT(n,r) = ggT(11,7).
Es gilt

11=1-7+4.
Mit m := 11, n:=7, k:= 1 und r := 4 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt. Nach
(a) gilt also ggT(11,7) = ggT(m, n) = ggT(n,r) = ggT(7,4).
Es gilt

7T=1-4+3.
Mit m := 7, n:=4, k:= 1 und r := 3 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt. Nach
(a) gilt also ggT(7,4) = ggT(m, n) = ggT(n,r) = ggT(4,3).
Es gilt

4=1-3+1.
Mit m :=4, n:= 3, k:= 1 und r := 1 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt. Nach
(a) gilt also ggT(4,3) = ggT(m, n) = ggT(n,r) = ggT(3,1).
Es gilt

3=3-1+4+0.
Mit m := 3, n:= 1, k := 3 und r := 0 sind die Voraussetzungen aus (a) erfiillt. Nach
(a) gilt also ggT(3,1) = ggT(m,n) = ggT(n,r) = ggT(1,0) = 1.

Insgesamt erhalten wir

ggT(1055,1026) = ggT(1026,29) = ggT(29,11) = ggT(11,7) = ggT(7,4) = ggT(4, 3)
=ggT(3,1) = ggT(1,0) = 1.
Berechnet man den ggT zweier natiirlicher Zahlen auf diese Weise, so ldsst man die

Erlauterungen zwischen den Schritten normalerweise weg. Kiirzer konnte man die obi-
gen Schritte also einfach wie folgt aufschreiben:

1055 = 1-1026 + 29
1026 = 35 - 29 + 11
20=2-11+7
11=1-7+4
7=1-4+3
4=1-3+1
3=3.1+0.
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Dieses Berechnungsverfahren des grofiten gemeinsamen Teilers ist als Fuklidischer Al-
gorithmus bekannt. Der letzte Rest ungleich Null ist der grofite gemeinsame Teiler, hier
also die 1.

Um s,t € Z mit 1 = ggT(1055,1026) = s-1055+1¢- 1026 zu finden, rechnen wir von der
vorletzten Zeile (Zeile 6) in unserer kurzen ggT-Berechnung ausgehend "riickwérts”:

1=4-3 nach Zeile 6
=4—(7—-4) nach Zeile 5
=2-4-7
=2-(11-7)—7 nach Zeile 4
=2-11-3-7
=2-11-3-(29-2-11) nach Zeile 3
=8-11-3-29
=8-(1026 —35-29) —3-29 nach Zeile 2
= 8-1026 — 283 - 29
= 8-1026 — 283 - (1055 — 1026) nach Zeile 1

=291 - 1026 — 283 - 1055.

(c) Nach (b) gilt ggT(1055,1026) = 1. Nach Lemma 2.35 ist also [1026] invertierbar in
7,/1055. Um das multiplikative Inverse zu bestimmen, gehen wir so vor, wie in Aufgabe
5 (b) besprochen. Nach (b) gilt 1 =291 - 1026 — 283 - 1055. Also

[1] = [291 - 1026 — 283 - 1055] = [201 - 1026 + (—283 - 1055)]
= [291 - 1026] + [—283 - 1055] = [291] - [1026] -+ [—283] - [1055]
— [291] - [1026] + [—283] - [0] = [291] - [1026].

Somit gilt [1026]~! = [291].

Aufgabe 8 (4 Punkte)
Sei (R, +, ) ein Ring.
(i) Beweisen Sie Lemma 2.36 (a): Fiir jedes z € Z und jedes a € R gilt za = (z1g)a.

(ii) Beweisen Sie Lemma 2.40: Wenn R endlich ist, so ist char(R) # 0. Insbesondere ist die
Charaktersitik eines endlichen Korpers immer eine Primzahl.
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Lo6sung

(i) Wir geben zwei Beweise an, wobei der erste ein bisschen strenger als der zweite ist
(trotzdem wiirden die meisten Mathematikerinnen und Mathematiker den zweiten Be-
weis als Beweis akzeptieren).

1. Beweis

Wir beweisen das Lemma zunéchst fiir den Fall z > 0, und zwar per vollstdndiger
Induktion. Fiir jedes z € Ny sei P(z) die Aussage

Fiir jedes a € R gilt za = (z1g)a.

1. Induktionsanfang: Wir zeigen, dass P(0) wahr ist. Sei @ € R. Gemé&f Notation 2.11

gilt dann 0 - 15 = O und somit (0 - 1g)a = Ok - @ "™ *' 0x. Gemii Notation 2.11

gilt aber auch 0-a = Og. Somit gilt 0-a = 0g = (0 - 1g)a. Dies zeigt, dass P(0) wahr
ist.

2. Induktionsschritt: Sei ein z € Ny gegeben, so dass P(z) wahr ist. Wir wollen folgern,
dass auch P(z + 1) wahr ist. Sei dazu a € R. Um P(z 4+ 1) zu zeigen, haben wir
nachzuweisen, dass
(z+1)a = ((z+ Dlg)a
gilt. Nach Notation 2.11 gilt (24+1)1g = 2-1g+1g. Also ((z+1)1g)a = (2-1g+1g)a =
(z:1r)a+1g-a = (z-1g)a+a, wobei die vorletzte Gleichheit nach den Distributivgesetzen
in R gilt. Nach Induktionsvoraussetzung, d. h. da P(z) wahr ist, gilt (z-1g)a = za. Es
folgt
(z+Dlgr)a=(z-1gr)a+a = za+a.

GemaB Notation 2.11 gilt aber za + a = (2 + 1)a. Damit folgt (2 + 1)a = ((2 + 1)1g)a,
womit P(z + 1) bewiesen ist.

Nachdem wir den Fall z > 0 behandelt haben, gehen wir jetzt zum Fall z < 0 {iber. Sei
also angenommen, dass z < 0 und sei n := |z|. Dann gilt z = —n. Wir erhalten

za = (—n)a

=n(—a) geméf Notation 2.11
= (nlg)(—a) da Lemma schon bewiesen fiir z > 0
= (—(nlg))a nach Lemma 2.22 (a)
= ((—n)1g)a nach Lemma 2.12 (a)
= (z1g)a.

Damit haben wir das Lemma nun auch fir den Fall z < 0 bewiesen.

2. Beweis
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Sei a € R. Fiir z > 0 gilt

za=a+---+a=1pa+- - +1ga= (g +---+1g)a = (21g)a.

\ S

vV V
z—mal z—mal z—mal

Die vorletzte Gleichheit gilt dabei wegen der Distributivgesetze in R.

Sei jetzt z = 0 angenommen. Dann gilt 21z = 0 - 1 = Og (siehe Notation 2.11 im
Vorlesungsskript), und Lemma 2.19 impliziert (z1g)a = Oga = Og. Es gilt weiterhin
za = 0a = Op (ebenfalls gem&f Notation 2.11), sodass za = Or = (z1g)a folgt.

Fiir z < 0 koénnen wir die Aussage za = (z1g)a nun so beweisen wie am Ende des oben
vorgestellten Beweises.

Sei R endlich. Wir miissen zeigen, dass char(R) # 0 gilt. Dazu fithren wir einen Wider-
spruchsbeweis.

Annahme: char(R) = 0.

Wir werden aus dieser Annahme einen Widerspruch ableiten. Sei
M:Z{HEN : an:OR}.

GeméiB Definition 2.37 ist char(R) das kleinste Element von M, wenn M # ) gilt, und
gleich 0, wenn M = () gilt. Da nach unserer Annahme char(R) = 0 gilt, folgern wir,

dass

M =0 (1)
gilt.
Sei

¢:N— R,n+—nlg.

Wiire ¢ injektiv, so wére |N| < |R|. Dies ist nicht moglich, weil R endlich ist. Folglich
ist ¢ nicht injektiv. Es gibt also n,m € N, so dass nlg = ¢(n) = ¢(m) = mlg und
n # m. Wir kénnen 0.B.d.A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) annehmen, dass
n < m gilt. Es gilt nun

OR = TLlR - an

=mlp —nlg danlg =mlpg
=mlgr+ (—nlg)

=mlg+ (—n)lg nach Lemma 2.12 (a)
= (m+ (—n))lg nach Lemma 2.12 (b)
= (m —n)lg.

Nach Definition von M gilt damit m—n € M. Dies ist ein Widerspruch zu (1). Aufgrund
dieses Widerspruchs muss unsere Annahme, dass char(R) = 0 gilt, falsch sein. Somit
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ist char(R) # 0.

Wir folgern nun, dass die Charaktersitik eines endlichen Korpers eine Primzahl ist. Sei
also R ein endlicher Korper. Dann ist R auch ein endlicher Ring. Somit gilt char(R) # 0.
Lemma 2.39 (a) impliziert nun, dass char(R) eine Primzahl ist.

Zusatzaufgabe

Die folgende Aufgabe stellt eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgabe wird nicht be-
wertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Lésung zu haben, sind Sie eingeladen, diese in
Ihrer Ubung zu prdsentieren.

Aufgabe 9

Gibt es einen Korper mit genau sechs Elementen?

Losung

Wir geben hier (etwas ausfiihrlicher) die Losung wieder, die auf S. 343 des (empfehlenswerten
und sehr gut lesbaren) Buchs ”Lineare Algebra” von Albrecht Beutelspacher zu finden ist.

Angenommen, K ist ein Kérper mit genau 6 Elementen. Nach Aufgabe 7 ist p := char(K)
eine Primzahl. Sei F':={0-1x,1-1g,....,(p—1) - 1xg} = {0k, 1,...,(p—1) - 1x}.

e Esgilt p < 5: Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, sodass p > 5. Da p eine Primzahl ist,
gilt damit p > 7. Da K genau 6 Elemente hat, konnen die Elemente 0-1x,1-1g, ..., (p—
1) - 1k nicht paarweise verschieden sein. Es gibt also 4,j € Ng mit 0 < ¢,5 < p—1
und ¢ # 7, so dass i - 1x = j - 1. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass i < j gilt.
Wire i = 0, so wére O =i - 1x = j - 1x, was ein Widerspruch zu j < p = char(K)
ist. Somit gilt 1 <i<j<p—1NungiltOx =j-1xg—j-lxg=j-1g —i-1g =
Jlg+(—i-1g) =7 -1+ ((—i) - 1g) = (j+ (—9)) - 1x = (j — i) - 1, wobei die vierte
und fiinfte Gleichheit von Lemma 2.12 (a), (b) folgen. Wegen 1 < i < j < p —1 gilt
j—1i<p. Mit (j —i) - 1x = O haben wir also einen Widerspruch, denn p ist wegen
p = char(K) die kleinste natiirliche Zahl mit p - 1 = Og.

e Es gilt p # 5: Sonst gébe es genau ein a € K, das nicht in F' liegt. Es gilt a # a + 1k,
denn mit @ = a + 1x wire 1 = Ox. Somit liegt a + 15 in F' (denn a ist ja das einzige
Element von K, das nicht in F' liegt). Es gibt alsoein 0 <i <p—1mita+1x =i-1g.
Ist i =0, so folgt a +1x =0 1x = O und somit a = —1x = (p—1) - 1x € F (es
gilt (p—1) -1 = =1k, weil 1x + (p — 1)1 = plg = Ok), ein Widerspruch. Ist i > 1,
so folgt a + 1x = i1 und damit a = ¢ - 1x — 1g = (i — 1) - 1x € F, wieder ein
Widerspruch.
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e Es gilt p # 3: Sonst wire F' = {0k, 1,2k}, wobei 2 := 1x + 1g. Sei a ein Element
von K, welches nicht in F liegt. Es gilt 2k - a # O wegen Lemma 2.23, 2 - a # 1k
wegen a # 2x = (2x) ', und 2x - a # 2f, denn sonst wire a = (2x) "' 2x = 1. Somit
gilt 2 - a € F. AuBerdem gilt 2xa # a, denn sonst wire 2 = aa™! = 1x und damit
lg+1g = 1k, was 1x = Og implizieren wiirde. Da nun a und 2 verschiedene Elemente
von K \ F' sind und K \ F' genau drei Elemente hat, existiert ein Element b von K \ F,
welches sowohl ungleich a als auch ungleich 2 - a ist. Analog zur obigen Begriindung
von 2k - a & F lésst sich zeigen, dass 2xb &€ F gilt. Es muss also 2x0b gleich b, a oder
2ra sein. Mit 2xb = b hitten wir 2 = 1x + 1x = 1x und damit den Widerspruch
lx = 0. Mit 2xb = a hétten wir b = 1xb = (2k - 2x)b = 2k - (25 - b) = 2k - a, ein
Widerspruch. Mit 2xb = 2xa hétten wir b = a, wieder ein Widerspruch.

e Es gilt p # 2: Sonst wiire F = {0g, 1x}. Sei a € K\ F. Ahnlich wie in der Begriindung
von p # 3 sieht man, dass a # a + 1 und dass a + 1x &€ F. Sei nun b ein Element
von K, das verschieden von O, 1, @ und a + 1 ist. Ahnlich wie in der Begriindung
von p # 3 sieht man, dass b + 1x verschieden von Ok, 1x,a,a + 1x und b ist (z. B.
gilt b+ 1 # a, denn mit b+ 1 =awireb=b+0x = b+ 1g + 1x = a+ 1g, was
ein Widerspruch zur Wahl von b ist). Es gilt also K = {0k, 1k, a,b,a + 15,0+ 1x}.
Mit @hnlichen Uberlegungen wie oben macht man sich klar, dass sowohl a + b wie auch
a+b+ 1 weder gleich a, noch gleich b, noch gleich a+ 1, noch gleich b+ 1 ist. Es gilt

auBerdem a+b+1x # Og, denn andernfalls wire b+ 1x = —a, wohingegen andererseits
a+a=(1x + 1g)a = 0ga = Ok, also a = —a gilt. Es ist also a + b+ 1 = 1x und
damit a + b = Og. Letzteres impliziert aber b = —a = a, ein Widerspruch.

Egal um welche Primzahl es sich bei p handelt: Wir gelangen immer zu einem Widerspruch.
Deshalb kann es keinen Korper mit genau sechs Elementen geben.

18



