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Hausaufgaben zur Vorbereitung

Die folgende Aufgabe dient Ihnen zur Vorbereitung der neunten Prdsenziibung. Der spdteste
Abgabetermin ist der 15.12. um 23.59 Uhr. Bearbeiten Sie die Aufgabe aber mdaglichst vor
Ihrem neunten Ubungstermin!

Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bearbeiten Sie die Aufgaben, die Sie auf der Opal-Kursseite im Ordner Hausaufgaben unter
der Uberschrift Vorbereitungsaufgaben fir Ubung 9 finden.

Erste Vorbereitungsaufgabe

In der ersten Vorbereitungsaufgabe war ein Liickentext gegeben. Die Liicken waren mit den
Relationszeichen <, <, =, > und > auszufiillen. Wir geben hier den kompletten Text mit
richtig ausgefiillten Liicken (diese tauchen hier abgesetzt vom Text auf) wieder. Auch geben
wir fiir jede Liicke in Klammern eine Begriindung an.

Bemerkung vorab: Wir hétten in dem Liickentext eigentlich voraussetzen sollen, dass die dort
vorkommenden Vektorrdume endlich-dimensional sind. Denn in dem Text taucht der Begriff
der Dimension auf, der in der Vorlesung nur fir endlich-dimensionale Vektorriume defi-
niert wurde. Wir hoffen, dass aus dem Kontext klar war, dass die betrachteten Vektorrdume
endlich-dimensional sein sollen. Es wird wegen dieser Aufgabe niemand an der Klausurzu-
lassung scheitern!

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K (wie gesagt, hdtten wir voraussetzen sollen, dass
V' endlich-dimensional ist) und seien U und W Unterrdume von V. Dann gilt

dimp (U) < dimg(V)
(nach Korollar 3.58) und
(nach Korollar 3.58). Auflerdem gilt
(nach Lemma 3.60). Wenn
gilt, dann gilt
(nach Lemma 3.60). Wenn (U U W) =V gilt, dann gilt

(Begriindung: Nach Lemma 3.25 gilt (UUW) = U + W. Wenn nun (U U W) =V gilt, dann
folgt also V' = U + W. Und damit gilt natiirlich dimg (U + W) = dimg(V)).
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Zweite Vorbereitungsaufgabe

Sei V' ein Vektorraum {iber einem Koérper K. In der zweiten Vorbereitungsaufgabe waren die
richtigen der folgenden Aussagen auszuwéhlen.

(1) Wenn drei Vektoren vy, vy, v3 € V' linear abhéngig sind, dann existieren 4,7 € {1,2,3}
mit 7 # j, so dass v; ein skalares Vielfaches von v; ist, d.h. es gilt v; = Av; fiir ein
A€ K.

(2) Wenn drei Vektoren vy, v, v3 € V linear unabhéingig sind, dann existieren 7, j € {1,2,3}
mit ¢ # j, so dass v; ein skalares Vielfaches von v; ist, d.h. es gilt v; = Av; fiirein A € K.

(3) Wenn eine neue Gleichung zu einem linearen Gleichungssystem hinzugefiigt wird, kann
die Losungsmenge grofier werden.

(4) Wenn eine neue Gleichung zu einem linearen Gleichungssystem hinzugefiigt wird, kann
die Losungsmenge kleiner werden.

(5) Sei n € N. Seien x,y € K™ Losungen eines homogenen linearen Gleichungssystems.
Dann ist auch x + y eine Losung des linearen Gleichungssystems.

Die Aussage (1) ist falsch. Z. B. sind die drei Vektoren

(0.0 0)-=
e () ()-0

linear abhéngig, aber keiner der drei ist ein skalares Vielfaches von einem der anderen.

wegen

(Nebenbei bemerkt: Wir haben hier mit einem Gegenbeispiel gezeigt, dass die Aussage (1)
falsch ist. Immer wenn Sie eine Aussage widerlegen wollen, reicht es, wenn Sie ein Gegenbei-
spiel angeben. Denn selbst wenn es nur ein Gegenbeispiel gibt, ist die Aussage bereits falsch!)

Die Aussage (2) ist ebenfalls falsch. Wir kénnten auch hier wieder irgendein konkretes Gegen-
beispiel angeben. Stattdessen wollen wir uns iiberlegen, dass die Aussage (2) immer falsch ist,
also dass alle Tripel (v, v9,v3) linear unabhéngiger Vektoren Gegenbeispiele zu der Aussage
sind. Seien also vy, vg,v3 € V' linear unabhéngig. Wir behaupten, dass es keine i, j € {1,2,3}
mit ¢ # j gibt, so dass v; ein skalares Vielfaches von v, ist.

Angenommen, dies sei doch der Fall, also dass 7,7 € {1,2,3} mit ¢ # j existieren, so dass
v; = Av; fiir ein A € K. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass i = 1 und j = 2. Dann gilt (—1)v; +
Mg 4+ 0vg = (—=1)vg + Advg = —v; + Avg = —(Avg) + Avg = Oy. Damit sind vy, v, v3 linear
abhéangig. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass vy, v9, v3 linear unabhéingig sind.
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Somit existieren, wie behauptet, keine i,7 € {1,2,3} mit ¢ # j, so dass v; ein skalares
Vielfaches von v; ist.

Die Aussage in (3) ist falsch. Nehmen wir dazu an, dass wir ein aus n Gleichungen bestehen-
des lineares Gleichungssystem haben. Nehmen wir nun an, dass wir eine Gleichung ergénzen,
so dass wir ein lineares Gleichungssystem mit n + 1 Gleichungen bekommen. Jede Losung
des neuen Gleichungssystems erfiillt alle n + 1 Gleichungen, also auch die ersten n. Damit ist
jede Losung des neuen linearen Gleichungssystems auch eine Losung des alten linearen Glei-
chungssystems. Somit ist es nicht moglich, dass durch das Hinzufiigen der neuen Gleichung
Losungen hinzukommen. Die Losungsmenge kann also nicht gréfler werden.

Die Aussage in (4) ist richtig. Betrachten wir z. B. das aus nur einer Gleichung bestehende
Gleichungssystem
r+y=0.

iiber R. Dieses Gleichungssystem hat die Losungsmenge

((2) 15}

Wir ergéinzen nun die Gleichung x = 1 und erhalten das folgende lineare Gleichungssystem:
r+y=0
x=1.

Dieses Gleichungssystem hat die Losungsmenge

)y

Die Losungsmenge ist durch das Hinzufiigen einer neuen Gleichung also kleiner geworden.
Die Aussage in (5) ist richtig. Sei A die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems.
Dann gilt Ax = Ogn und Ay = Ogn. Lemma 5.5 impliziert A(z+vy) = Ax+ Ay = Ogn+0xn =
Ogn. Damit ist auch z + y eine Losung.

Prisenzaufgaben

Die folgenden Aufgaben werden in den Ubungen gemeinsam besprochen. Um Ihren Lernerfolg
zu steigern, sollten Sie sich aber bereits im Vorfeld der Ubungen mit den Aufgaben ausein-
andergesetzt haben.

Aufgabe 2
Seien
x
W= y| eR|2+y—52=0
z
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1 0
U := (e, e9) mite; = [0| undes, = |1
0 0

(a) Finden Sie Vektoren wy, ws € R? mit W = (w1, w»). Folgern Sie, dass W ein Unterraum
von R? ist. Bestimmen Sie eine Basis von W und geben Sie dimg (W) an.

(b) Geben Sie dimg(U) an.

(c) Beschreiben Sie WNU. Bestimmen Sie eine Basis von WNU und geben Sie dimg(WNU)
an.

(d) Beweisen Sie mithilfe der Dimensionformel (Lemma 3.60), dass W + U = R? gilt.

Losung
(a) Es gilt
x
W = y| eR*|z+y—52=0

z
x

= y| eR®|z=52—y
z
52 —y

= y |ly,zeR
z
5) -1

=z|0|+y|l 1 ]]y,z€eR
1 0
) —1

:< NE >
1 0

) -1
Mit wy := | 0] und wy := [ 1 | gilt also W = (w;,ws). Nach Lemma 3.24 ist
1 0

W = (wy, wy) ein Unterraum von R3.
Wir beweisen, dass wq, wsy linear unabhéngig sind. Seien h, k € R, so dass hw; + kwy =
Ors gilt. Dann

0 5h —k dh —k
Ol =10+ %, | = k
0 h 0 h
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Die zweite und dritte Zeile implizieren nun A~ = 0 = k. Damit sind w; und ws linear
unabhéngig. Wegen W = (w, ws) folgt, dass {wy,ws} eine Basis von W ist. Damit gilt
dimg(W) = 2.

Es sind e;, e; Vektoren der Standardbasis von R3. Die Standardbasis von R? ist, da
sie eine Basis ist, linear unabhingig. Folglich ist {ej,es} eine Teilmenge einer linear
unabhiingigen Teilmenge von R3. Teilmengen linear unabhingiger Mengen sind gemi8
Vorlesung selbst linear unabhéngig. Somit sind e; und e; linear unabhéngig. Natiirlich
hatten wir dies auch direkt, etwa so wie in (a), nachpriifen kénnen. Wegen U = (eq, e5)
folgt, dass {eq, e2} eine Basis von U ist. Damit gilt dimg(U) = 2.

Wir behaupten, dass

h
Unw = —h | |heR = U,.
0
h
C:Seiu e UNW. Wegen u € U existieren h, k € R mit u = he; + kes = | k |. Wegen
0
h
ueWgilth+k=h+k—5-0=0, also k = —h. Daraus folgt u= [ —h | € U,.
0
h
D:Seiv = | —h | € Uy. Dann gilt v = he; —hes € (eq,e3) = U. Wegen h+(—h)—5-0 =
0

0 gilt auchv e W. Alsov e UNW.
Die obige Beschreibung von U N W impliziert

1 1
UnW=_rh|-1]||heRr :< —1>.

0 0

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ein einzelner Vektor genau dann linear unabhéngig
1

ist, wenn er nicht der Nullvektor ist. Somit ist | —1 | linear unabhéngig. Da dieser
0

Vektor auBlerdem U N'W erzeugt, bildet er alleine eine Basis von U N W. Damit gilt

Nach Lemma 3.60 gilt dimg(U+W) = dimg(U)+dimg (W) —dimg(UNW) = 2+2—1 =
3 = dimg(R?). Korollar 3.59 impliziert U + W = R3.
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Aufgabe 3

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K und sei n := dimg (V).

(a) Beweisen Sie, dass fiir jedes k € N mit k£ < n ein Unterraum Uy von V mit dimg (Uy) = k
existiert.

(b) Geben Sie alle Unterriume von (Fy)?3, wobei Fy = Z /2 sei, nach der Dimension geordnet
an.

L6sung

(a) Im Falle n = 0 ist nichts zu zeigen, da es dann keine natiirlichen Zahlen k£ mit k& < n gibt
(denn nach der in dieser Vorlesung benutzten Definition gehen die natiirlichen Zahlen
bei 1 los). Nehmen wir also n > 1 an.

Sei (vq,vs,...,v,) eine Basis von V. Fiir jede natiirliche Zahl k£ mit k& < n definieren
wir Uy, := (v, v, ..., vg). Nach Lemma 3.24 ist Uy, fiir jede solche natiirliche Zahl k ein
Unterraum von V.

Da (vy,...,v,) eine Basis von V ist, sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéngig. Weil
{v1,..., v} eine Teilmenge der Menge {vy,...,v,} ist und weil Teilmengen linear un-
abhéngiger Mengen geméfl Vorlesung ebenfalls linear unabhéingig sind, sind die Vektoren
vy, ..., U linear unabhéngig. Da U, von den Vektoren vy, ..., v, erzeugt wird, folgt, dass
(v1,...,v;) eine Basis von Uy, ist. Es ist also Uy, ein k-dimensionaler Unterraum von V. |

(b) Weil dim(F3) = 3 ist, gilt dim(U) € {0, 1,2, 3} fiir alle Unterrdume U von F3. Wir listen
zuerst alle Elemente von 3 auf:

e Es gibt einen eindeutigen nulldimensionalen Unterraum, ndmlich 0

0

e Die Unterrdume mit Dimension 1 sind genau die Unterrdume, die von einem vom
Nullvektor verschiedenen Vektor erzeugt werden, also

(ol ) LD CE -6 G- €6
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e Wir listen nun die zweidimensionalen Unterrdume auf. Zunéchst machen wir uns
klar, dass die zweidimensionalen Unterrdume von (Fy)? genau die Unterrdume von
(F2)? sind, die von zwei verschiedenen Vektoren aus (F2)* \ {Or,)s} erzeugt werden.

Wir zeigen zuniichst, dass jeder zweidimensionale Unterraum von (F3)? das Erzeug-
nis zweier verschiedener Vektoren aus (F2)? \ {Ogr,)2} ist. Sei dazu U ein zweidi-
mensionaler Unterraum von (F3)3. Dann hat U eine zweielementige Basis, sagen wir
B = (b1, b2). Da B als Basis von U auch ein Erzeugendensystem von U ist, gilt
U = (b1, by). Weiterhin gilt by, by € (Fo)3 \ {0(m,)2 } und by # ba, weil by und b, linear
unabhéngig sind (vgl. Bemerkung 3.30 und 3.32 (b)). Somit ist U das Erzeugnis
zweier verschiedener Vektoren aus (F3)? \ {O(r,)s }-

Wir zeigen nun, dass jeder von zwei verschiedenen Vektoren aus (Fs)* \ {O(r,)s}
erzeugte Unterraum von (IF,)? zweidimensional ist. Seien also vy, vy € (F2)?\{0(r,)3}
mit v; # vy und sei U := (vy,v9). Dann gilt v; ¢ {O]Fg,vg} = (v9) und analog
ve & (v1), sodass v; und vy geméafl Aufgabe 4 (a) von Blatt 8 linear unabhéingig sein
miissen. Folglich ist (v, v2) eine Basis von U, womit U zweidimensional ist.

Mit den obigen Uberlegungen sehen wir, dass es sich bei den zweidimensionalen
Unterrdumen von (Fy)? genau um die folgenden Unterriume handelt:

\/
Il

I I

——— T/
I
I

I
P R i U N

O OO DO DO OO OO OO0 oo o o oo
O RFRE HFOO OO OO OO0+, OO RFrk OOk
— o= O, F FOFE FHFOO PO PrHFOO OO
— = O = e = O e = O O
O RFRE HFOO OO OO OO0+, OO RFrk OOk
— = O = =R = RO 2O R O
—_ O = OFF HPF O P OO O OO OO
e e e e e e e i = e e G = N R =

O M= HF OO OO OO OO+, OOk, OO
ROk, O, F POk, FPFOO mFHFHrO rFOoOoOoO OO

—_—
I
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e Es gibt nur einen dreidimensionalen Unterraum von (F3)?, nimlich (F5)? selbst.

Aufgabe 4

Seien V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K und seien v; , i € I, Elemente aus V' (fiir eine

Indexmenge I). Sei
¢:PL)—PV),J—(v;|je ).

(a) Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Vektoren v; fiir i € I sind linear unabhéngig.
(ii) ¢ ist injektiv.

(b) Seien U(V') := {U C V| U ist ein Unterraum von V} und ¢ : P(I) — U(V), ¥(J) :=
¢(J). Beschreiben Sie die Beziehung zwischen ¢ und . Wenn ¢ oder v injektiv (bzw.
surjektiv) ist, was konnen wir iiber die jeweils andere Abbildung hinsichtlich Injektivitét
(bzw. Surjektivitét) sagen?

(c) Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann schreiben wir dimg (V') = co. Sei
[ P(I) — NU{0, 00}, f(J) = dimg (¢(J)).

Zeigen Sie: Wenn f surjektiv ist, dann ist V' unendlich-dimensional. Zeigen Sie, dass die
Umkehrung im Allgemeinen falsch ist. Wenn V' unendlich-dimensional ist, kénnen Sie
eine Bedingung an die Vektoren v;, ¢ € I, stellen, unter der die Abbildung f surjektiv
ist?

L6sung

Hinweis: Diese Aufgabe hat ein leicht gehobenes Niveau. Wenn Sie Schwierigkeiten dabei
haben, ist das kein Grund zur Sorge. Wenn Sie aber Zeit haben und die Losung langsam und
in Ruhe durchgehen und versuchen, sie genau zu verstehen, wird das sicherlich einen guten
Lerneffekt haben. In der Klausur sind Aufgaben wie diese aber eher nicht zu erwarten.

(a) Wir zeigen (i) = (ii) und (ii) = (i).

(i) = (ii): Wir zeigen die Kontraposition, also —(ii) — —(i). Nehmen wir also an, dass
(ii) nicht gilt, also dass ¢ nicht injektiv ist. Dann existieren zwei voneinander verschiedene
Teilmengen J, L C I mit ¢(J) = ¢(L). Das bedeutet (v; | j € J) = (v | | € L). Weil
J # L gilt, existiert ein j € J\ L oder ein [ € L\ J. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass
ein j € J\ L existiert. Wegen v; € ¢(J) = ¢(L) lésst sich v; als Linearkombination der
Vektoren aus {v, | ¢ € L} schreiben. Wegen j ¢ L impliziert Lemma 3.35, dass die
Vektoren v;, i € I, nicht linear unabhéngig sind. Es gilt also, wie gewiinscht, = (i).
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(i) = (i): Wir beweisen wieder die Kontraposition, also = (i) = = (ii). Wir nehmen
also an, dass die Vektoren v;, ¢ € I, nicht linear unabhéngig sind, und folgern daraus,
dass ¢ nicht injektiv ist. Sei also angenommen, dass die Vektoren v;, ¢ € I, nicht linear
unabhéngig sind, d.h. sie sind linear abhéngig. Es existiert also eine Linearkombination

> Aivi = 0Oy,
il

so dass mindestens ein j € I mit \; # Ok existiert. Setze [* := I\ {j}. Dann gilt

und damit

Beachten Sie: Wenn || = 1 und damit I* = () gilt, dann ist die Summe auf der rechten
Seite leer, also gemafl S. 35 im Skript gleich Oy .

Es gilt nun v; € (v; | i € I*).

Beachten Sie: Geméafl der Konventionen nach Bemerkung 3.21 ist das Erzeugnis auf der
rechten Seite gleich {0y}, wenn |I| = 1 und damit I* = ) gilt.

Eine Anwendung von Lemma 3.26 (c) liefert nun
S(I") = (v | i€ I*) = (v; | i € I) = ().
Wegen [ # I* folgt hieraus, dass ¢ nicht injektiv ist, also — (ii).
Sei
L UV) = PV), W= W.

Es ist also ¢ die Abbildung von U(V') nach P(V), die jeden Unterraum von V auf sich
selbst abbildet. Es handelt sich also sozusagen fast um die Identitét auf U(V'). Der einzige
Unterschied zur Identitdtsabbildung ist, dass der Zielbereich von ¢ nicht U(V'), sondern
P(V) ist. Klarerweise ist ¢ injektiv.

Nach Definition von ¢ und ¢ gilt ¢ o ¢ = ¢. Dies stellen wir durch folgendes Diagramm
dar:

P(I) —L UV) — P(V)
\_/

¢

Es ist ¢ injektiv genau dann, wenn ¢ injektiv ist. Denn wenn 1) injektiv ist, dann ist ¢
als Komposition injektiver Abbildungen ebenfalls injektiv. Und wenn ¢ injektiv ist, dann
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ist ¢ nach Aufgabe 8 (a) auf Blatt 3 injektiv. Die Injektivitét von ¢ und ¢ ist nach (a)
dquivalent zur linearen Unabhéngigkeit der Vektoren v;,i € I.

Wenn V' # {0y} ist, dann ist jede Teilmenge von V', die den Nullvektor nicht enthilt,
kein Unterraum von V. Insbesondere sind sowohl ¢ wie auch ¢ im Falle V' # {0y } nicht
surjektiv

Wenn also ¢ surjektiv ist, dann ist V' = {0y }, womit U (V') = P(V), sodass 1) = ¢, womit
auch 1 surjektiv ist.

Ist v surjektiv, so kénnen wir hingegen nicht folgern, dass auch ¢ surjektiv ist. Z. B. ist
¥ surjektiv, wenn {v; | ¢ € I} = V gilt. Wenn aber V' # {0y} gilt, ist ¢ hingegen nicht
surjektiv (wie oben beobachtet).

(¢) Angenommen, f ist surjektiv. Dann existiert ein J C [ mit f(J) = oo. Es hat also
V' einen unendlich-dimensionalen Unterraum. Nach Vorlesung sind Unterrdume endlich-
dimensionaler Vektorrdume wieder endlich-dimensional. Folglich muss V' unendlich-dimen-
sional sein.

Wir zeigen nun, dass die Umkehrung im Allgemeinen falsch ist, also dass V' unendlich-
dimensional und f gleichzeitig nicht surjektiv sein kann. Und das ist ganz einfach zu
sehen: Wenn némlich V' ein unendlich-dimensionaler Vektorraum ist, aber I endlich ist,
dann ist ¢(J) fiir jedes J C I ein endlich erzeugter Vektorraum und damit laut Vorlesung
endlich-dimensional. Folglich hat oo kein Urbild unter f, womit f nicht surjektiv ist.

Wenn V' unendlich-dimensional ist, konnen wir eine Bedingung an die v;, ¢ € I, stellen,
damit f surjektiv ist? Ja, das ist der Fall, wenn die Vektoren v;, i € I, eine Basis von
V' bilden. Dann gilt ndmlich f(/) = oco. Und wenn wir fiir ein k& > 0 genau k paarweise

verschiedene Vektoren aus den v;,7 € I, auswahlen, sagen wir v;q, . . ., v, dann erzeugen
diese einen k-dimensionalen Unterraum, und damit gilt f({i1,...,i}) = k.
Aufgabe 5

Losen Sie das lineare Gleichungssystem iiber dem Korper K, indem Sie die folgenden Schritte
ausfiihren:

e Bilden Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems und bringen Sie
diese durch elementare Zeilenumformungen in reduzierte Stufenform.

e Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems.

(a) K =Q.

T —3SL’Q+5$3:O
2&71 —4ZE2—|—2£E3 =0
51’1 — 111‘2 +9l’3 =0

10
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(b) K =R.
(c) K =7/11.
L6sung

271—2.1'2—\/55133:0
3z, — (V2 +6)a3 =0
—$1+$2+3$3:—1

L1+ 3T+ Txg — x5 =0
521 4+ 629 + 23 =0
91 + x5 + 223 + 224 = —1
8Ty + 24 + 35 = 2

Wir schreiben z; fiir i-te Zeile eines Gleichungssystems. Die Schreibweise z; — az; + bz;
bedeutet, dass die Zeile z; durch az; + bz; ersetzt wird; z; <+ z; bedeutet, dass die Zeilen z;
und z; vertauscht werden.

1. Die erweiterte Koeflizientenmatrix ist

OO = OO

-3 5
—4
—11
1 -3
2 —4
0 2
-3 5

NN Ot O N

2 2
-3 5

0 0
10 —7
01 —4
00 0

SOOI OO OO0 OO o ooo

1
2
)

-3 5
—4 2
-11 9

23 —> D2y — 223

2o —> 29 — 221

Z3 T Z2 T 23 X2 T A2

21— 21+ 32

0

11
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Dann gilt

$1—7I3:0

- 4.T3 =0
0=
Tt
Deswegen ist die Losungsmenge L = 4| [te@Q
t
2. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist
1 -2 =2 0
3 0 —vV2+46 0
-1 1 3 -1
1 -2 =2 0
3 0 —V2+6 0 23 —> 29+ 323
-1 1 3 -1
1 -2 -2 0
3 0 —V2+6 0 29 — 29 — 321
0 3 —vV2+15 | -3
1 -2 -2 0
0 6 2v2+6 0 23 — 29 — 223
0 3 —V2+15 | =3
1 -2 /2 0
1 1
0 6 2V/2+6 0 2 503 2 5%
0 0 4/2-24 | —6
1 -2 /2 0
2+3
0 3 V243 0 z2—>zg—<§—+>zg
0 0 2v2-12 | -3 2v2—12
1 -2 =2 0
0 3 0 Sty 21— 321 + 22
0 0 2\/5 —12 -3
3(v2+3)
\/576 3 2
3(v2+3) 21— 21+ L23
2(v/2—6) 22 — 12
00 2\/5 —12 -3
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; 3(v2+3) 3v2  _ 6V2+18-9v2 _ —3(vV2-6) _ 3
Wir rechnen zuerst o +(_3)2\/E2)—12 = A = vis — 2
OB = 1 1 1
0 3 0 ;Egig; z1 — 521; 29 — 522; Z3 —> mZg
00 2v2-12 -3
1 00 —=
V243
010 2(\/556)
001 ST AT
Es gilt
1
I = —5
V2 +3
9= ——=
2(v2 - 6)
. 3
3= ——"F—F——=
2(V2 - 6)
_1
\/523
und die Losungsmenge ist L = 3 \/;_6)
3
2(v/2-6)
3. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist
1 307 -1 0
56 1 0 0 0
91 2 2 0 -1
08 02 3 2
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In Z/11 gelten —1 =10, —2=9, -3 =8, —4=7, -5=6 ...

1 30 7 —1 0
56 1 0 0 0
9129 0 1 23 — 23+ 221
08 02 3
13 0 7 —1 0
56 1 0 0 0
0726 —2| -1 % — 82
08 0 2 3 2
1 30 7 -1 0
56 1 0 0 0
015 4 6 3 Zy — 24+ 323
08 02 3 2
130 7 -1 0
56 1 0 0 0
015 4 6 3 29 —> 29 + 627
00 4 3 —1 0
130 7 -1 0
021 -2 5 0
015 4 6 3 23 —> 29 — 223, 24 — 324
004 3 -1 0
130 7 -1 0
021 -2 5 0
002 1 4 |5 =2
001 -2 =3 0
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130 7 -1 0
021 -2 5 0
00 2 1 4 5 2o — B29; 23 —> 623; 24 —> —224
0 0O -1 5
130 7 -1 0
016 -1 -3 0
001 6 9 3 21— 21+ 4z4; 29 —> 2o+ 245 23 —> 23+ D2y
000 1 2 1
1300 7 4
016 0 —1 1
0010 1 |2 2 oz
0001 2 1
1300 7] 4
01 0041, 0
00101 9 21— 21+ 82
00012 1
1 00 06 | 4
01 0O041|0
00101 2
00012 1

Damit haben wir

r1+ 6xs =4
Ty +4xs =0
T3+ 5 =2
T4+ 225 =1

Sei t € Z/11 ein Parameter und x5 = t. Dann

r1=4—-6t=4+51
Ty = —4t =Tt

T3 =2—1
zy=1—2t

$5:t

4 — 6t
—4t
und die Losungsmenge ist L = 2—-t | |teZ/11
1-2t
t
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Hausaufgaben zur Nachbereitung

Die folgenden Aufgaben sind abzugeben. Bitte laden Sie Ihre Abgabe bis zum 22.12., 12:00
Uhr, in den dafiir vorgesehenen Opal-Ordner hoch.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Lésen Sie das lineare Gleichungssystem indem Sie die folgenden Schritte ausfiihren:

e Bilden Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems und bringen Sie
diese durch elementare Zeilenumformungen in reduzierte Stufenform.

e Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems.

Seien Lg die Losungsmenge iiber Q und Ly die Losungsmenge iiber R. Was ist die Beziehung
zwischen Lg und Lr? Geben Sie auch Ly, also die Losungsmenge iiber Z/19, an.

r1 — 2x9 +4x3 + 51, =0
1 +4x9+ 224 =0

T+ 5T+ Txs+ x4 =1
r1+ 6x9 + 3r3 + 1324 =4

L6sung

Wir schreiben z; fiir i-te Zeile eines Gleichungssystem. Die Schreibweise z; — az; + bz;
bedeutet, dass die Zeile z; durch az; + bz; ersetzt wird; z; <+ z; bedeutet, dass die Zeilen z;
und z; vertauscht werden. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

—2

— = =
S O
W O =~
[

o Dt
=~ = O O
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Wir 16sen das System fiir R und Q gleichzeitig.

1 24 5 |0
b2 0 z—)l(z—z)'z —— 23— 21, 24 —> 2 — 2
1 5 7 1 1 2 6 2 1), <3 3 1, #~4 4 1
1 6 3 13 | 4
1 -2 4 5 0
8 i _?3/3 __14/12 ? 21— 21+ 2295 23 —> 23 — T2o; 24 —> 24 — 829
0 8 -1 8 4
10 8/3 4 0
01 —-2/3 —1/2 | 0 s _)32
00 23/3 —1/2 | 1 87 3™
00 13/3 12 | 4
10 83 4 0
01 —2/3 —1/2 0 82,13
00 1 —3/46 | 3/23 T AT R s T A g R AT AT g
00 13/3 12 4
100 96/23 | —8/23
01 0 —25/46 | 2/23 Lo, 46
00 1 —3/46 | 3/23 7 5657
0 0 0 565/46 | 79/23
100 96/23 —8/23
0 1 0 —25/46 | 2/23 L VRS SRR I
00 1 —3/46 3/23 ! Pt 2™ 7 T
000 1 158/565
100 0| —856/565
0100 27/113
00 10| 84/565
000 1| 158/565

Damit haben wir

x1 = —856/565
zy = 27/113
x3 = 84/565

x4 = 158/565
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—856/565
N 27/113 B
und es gilt Ly = 84/565 = Lg.
158/565

Weil wir nie durch Vielfache von 19 geteilt haben, erhalten wir die Losung des LGS iiber Z/19,
indem wir den Losungsvektor des LGS iiber R hernehmen und seine Eintrége als Elemente
von 7Z/19 interpretieren. Es ist

565 =19-30 — 5
113=19-6—1
—856 =19 - (—45) — 1
27=19-1+8
84=19-4+8
15819 - 8 + 6
20 =19 + 1.

In Z/19 gilt also

565 = -5 =14
113=-1=18
—856 = —1 =18
27 =38
84 =8
158 =6
20 =1.

In Z/19 gilt weiterhin 147! = 15, denn 14 - 15 = 210 = 1 in Z/19. Ebenso gilt 187! = 18 in
Z/19. Nun gilt in Z/19

r; = (—856)-565"' =18-147' =18-15=270=4
T, =27-11371=8.181=8.18 =11

23 =84-565"1=8-14"1=8.15=120=6

x4 =158-565"1=6-14"' =6-15=90 = 14.

4
11
6
14

Alternativ kénnte man das LGS iiber Z/19 noch einmal von vorne losen, ohne auf die
Losungsmenge iiber R zuriickzugreifen. Dann wiirde man selbstverstandlich dieselbe Losung
erhalten.

Die Losung iiber Z/19 lautet also
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Warnung: Hat man ein LGS tiber R gelost und mdochte dann die Lisung tber Z/p fir eine
Primzahl p wissen, dann kann man diese nur dann aus der Lisung iber R ableiten (etwa so
wie wir es gerade gemacht haben), wenn man beim Losen des LGS tiber R nirgends durch p
geteilt hat.

Aufgabe 7 (4 Punkte)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K.

(a) Seien U und W Unterraume von V mit U NW = {0y }. Zeigen Sie: Wenn By eine Basis
von U und By eine Basis von W ist, dann ist By U By eine Basis von U + W.

Sei von nun an angenommen, dass V' endlich-dimensional ist. Fin Unterraum H von V' heif3t
Hyperebene von V| falls dimy (H) = dimg (V') — 1 ist. Man zeige:

(b) Sind H eine Hyperebene von V' und U ein Unterraum von V mit U & H, so ist
dimg(UN H) = dimg(U) — 1.

(c) Fir alle n € N und alle Hyperebenen Hy, ..., H, von V gilt:

dimg (ﬁ Hi) > dimg (V) — n.

i=1

L6sung

(a) Nach Lemma 3.27 gilt
U+ W = (By) + (Bw) = (Bu U Bw),

sodass By U By ein Erzeugendensystem von U + W ist. Wir miissen daher nur zeigen,
dass By U By linear unabhéngig ist.
Dazu betrachten wir eine Linearkombination

Z ZL’bb—i— Z yb/b/ = Ov.

beBy b eBw

Dann gilt

Zl‘bb:— Z yb/b’EUﬂW:{OV}.

beBy b’€Bw

Weil By bzw. By Basen von U bzw. W sind, folgt x, = 0 fiir alle b € By und y = 0
fiir alle & € By,. Damit ist By U By linear unabhéngig.
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(b) Weil U € H gilt, existiert ein Vektor u € U \ H. Nach der Definition von U + H sind H
und U Unterrdume von U + H. Der (oben erwihnte) Vektor u ist also ein Element von
U + H, welches nicht in H liegt. Damit ist H ein echter Unterraum von U + H, d.h. es
gilt H # U + H. Nach Korollar 3.59 gilt damit dimg(H) # dim(U + H). Korollar 3.58
impliziert nun dimg (H) < dimg (U + H).

Da H eine Hyperebene ist, gilt dimg(H) = dimg(V) — 1. Es folgt dimg (V) — 1 <
dimg (U + H), also dimg (U + H) > dimg (V). Gemés Korollar 3.58 folgt daraus schon

Unter Verwendung von Lemma 3.60 folgt

sodass
(c) Wir benutzen Induktion iiber n € N. Sei A(n) die Aussage
dimg (N, H;) > dimg (V) —n gilt fir alle Hyperebenen Hy, ..., H, von V.

Induktionsanfang n = 1: Wenn n = 1 ist, dann dimg(H;) = dimg (V) — 1, sodass A(1)
gilt.

Induktionsschritt: Sei ein n € N gegeben, so dass A(n) richtig ist (Induktionsvorausset-
zung). Wir wollen zeigen, dass auch A(n + 1) richtig ist. Wir wollen also zeigen, dass fiir
alle Hyperebenen Hy, ..., H,,; von V die Ungleichung

dimg (Tﬁ HZ) > dimg (V) — (n+1)

i=1
erfiillt ist.

Setze U := (_, H;. Wenn U C H, 4 gilt, dann gilt U N H,4; = U und wir erhalten
unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung

n+1
dimg <ﬂ Hi> =dimg (U N H,11) = dimg(U) > dimg (V) —n > dimg (V) — (n + 1).

=1

Wenn U € H,; gilt, dann erhalten wir unter der Verwendung von (b) und unter Ver-
wendung der Induktionsvoraussetzung

n+1 TA

=1
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Zusatzaufgabe

Die folgenden Aufgaben stellen eine besondere Herausforderung dar. Die Aufgaben werden
nicht bewertet. Wenn Sie meinen, eine vollstindige Losung zu haben, sind Sie eingeladen,
diese in Threr Ubung zu prdsentieren.

Aufgabe 8

Wir betrachten den Vektorraum aus Aufgabe 8 von Ubungsblatt 8 und verwenden die in
dieser Aufgabe eingefiihrte Notation.

(a) Zeigen Sie, dass W eine Hyperebene von V ist.

(b) Nutzen Sie (a), um einen neuen Beweis der Aussage aus Aufgabe 7 von Ubungsblatt 4
anzugeben.

L6sung

(a) Nach Aufgabe 8(b) des Ubungsblatts 8 ist 1 ein Unterraum von V.
SeiY C X, Y ¢ W (d.h., dass |Y] ungerade ist). Wir zeigen, dass (W U{Y}) =V gilt.
Wir kénnen Y so withlen, dass Y = {y}. Sei Z € V' \ W, d.h. |Z| ist ungerade.

(i) Wenn y € Z gilt, dann gilt Z+Y = (YU Z)\(YNZ)=2Z\Y.

(i) Wenn y ¢ Z gilt, dann gilt Z+Y = (YUZ)\(YNZ)=YU2)\0=YUZ.
Weil beide |Z\ Y| = |Z]| — 1 im Fall (i) und |Y U Z| = |Z| + 1 im Fall (ii) gerade sind,
sind sie in W enthalten. Dann haben wir

1) (Z4+Y)+Y =((Z\Y)UY)\(Z\Y)NY)=Z\D=Z e (WU{Y});

i) (Z4+Y)+Y=(ZUuY)U\(ZUY)NY)=(ZUY)\Y =Z e (WU{Y}).
Daraus folgt, dass (W U {Y'}) alle Elemente von V enthélt, d.h (WU {Y}) =V gilt.

Weil W N ({Y}) = {0y}, gilt dim(V) = dim((W U {Y})) = dim(W) + dim((Y")) —
dim(W N ({Y})) = dim(W) + 1, sodass W eine Hyperebene ist.

(b) Sei dim(V') = n, sodass dim(W) =n — 1. Weil |Z/2| = 2 ist, gelten |V| = 2" und danach
|W|=2""1 = |V]|/2. Sei U C V die Teilmenge aller Elemente X € V mit |X| ungerade.
Weil UNW = @ und X ¢ W genau dann, wenn |X| ungerade ist (mit X € V), gilt
U=V\Wund |U| = |V|—|W|=2"—-2""1 =271 = |W|.
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Aufgabe 9

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit Basis {v1,vs,...,v,}.

Sei e := " v; und u; = e —v; fir j € {1,...,n}. Man zeige: {u; | j € {1,...,n}} ist
genau dann Basis von V', wenn n — 1 nicht von char(K) geteilt wird.

L6sung
7 zeigen
{u; | j € {1,...,n}} ist eine Basis von V <= char(K) f(n —1)

o (=) Sei A:={u;|je{l,...,n}} eine Basis und B := {v; | i € {1,...,n}}.

Nehmen Sie
n
w = E Uj.
j=1

Dann
w:;(e—vj)zzl(;vi—vj) lelvl Zvj lelvl Zv]_
—221}1 Zv]—n<2m>—z_;vj:(n—l);vj

Weil B eine Basis ist, gilt w # 0y genau dann, wenn char(K) f(n — 1) gilt. Weil A
auch eine Basis ist, gilt w # 0y und d.h., dass char(K) f(n — 1) auch gilt.

(<= ) Angenommen char(K) f(n—1). Weil dimg (V) = n ist, miissen wir nur zeigen, dass A

L.u. ist. Sei .
Z k‘j’u]' = OV
j=1

mit k; € K. Dann

OV:ij(e—vj) :ij (Zw—w) :ij (Zvl> —Zk‘jvj =

n n n

DI WETES 9 ICIED TS
7j=1 =1 =1 j=1

n
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Weil B eine Basis ist, fiir alle i € {1,...,n} gilt (Z /@») — k; = 0. Das heifit, dass
j=1

> ki=k (%)

gilt, sodass sie alle gleich sind. Sei k = k; (fiir alle ¢ € {1,...,n}), dann impliziert (%)

k—ik—nk.
j=1

Daraus folgt, dass (n — 1)k = 0 in K gilt; weil char(K) f(n — 1), muss k& = 0 sein.
Dann gilt k; = k =0 fir alle ¢ € {1,...,n} und danach ist A eine Basis.
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