Kapitel 11

Eichtheorien

Dieses Kapitel fiihrt in die ,Fichtheorien® ein, von denen man heute glaubt,
daf sie allen Wechselwirkungen von Elementartetlchen zugrundeliegen. Ich be-
ginne mit der Lagrangeschen Formulierung der klassischen Mechanik und gehe
anschliefend weiter zu der Lagrangeschen Feldtheorie, dem Prinzip der loka-
len Eichinvarianz, der Vorstellung der spontanen Symmetriebrechung und dem
Higgs-Mechanismus (der die Masse der W’s und des Z erkldrt). Dieses Material
ist ziemlich abstrakt (im Gegensatz zu friiheren Kapiteln); es betrifft die funda-
mentalen Quantenfeldtheorien, aus denen die Feynman-Regeln hergeleitet sind.
Es wird Ihnen nicht helfen, irgendwelche Wirkungsquerschnitte oder Lebensdau-
ern zu berechnen. Auf der anderen Seite bilden die hier diskutierten Vorstellun-
gen das Fundament, auf dem praktisch alle modernen Theorien griinden. Um
dieses Kapitel zu verstehen, wird es fiir Sie hilfreich sein, die Lagrangesche Me-
chanik zu kennen, aber wesentlich wichtiger sind die relativistische Schreibweise
in Kapitel 3, die Kostprobe an Gruppentheorie in Kapitel 4, der Feynman-Kalkil
aus Kapitel 6 und die Dirac-Gleichung aus Kapitel 7.

11.1 Die Lagrangesche Formulierung der klassi-
schen Teilchenmechanik

Geméfl dem zweiten Bewegungsgesetz Newtons erfahrt ein Teilchen der Masse m, auf
das eine Kraft F' wirkt, eine Beschleunigung a, die durch

F =ma (11.1)

gegeben ist. Wenn die Kraft konservativ ist, so kann sie als der Gradient einer skalaren
potentiellen Energiefunktion U ausgedriickt werden:

F=-VU (11.2)
und das Newtonsche Gesetz lautet dann
dv

—_— = 11.3

m— vU (11.3)
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worin v die Geschwindigkeit ist.!
Eine alternative Formulierung der klassischen Mechanik beginnt mit der , Lagrange-
Funktion“

L=T-U (11.4)

worin 7" die kinetische Energie des Teilchens ist:

1
T= §mv2

(11.5)
Die Lagrange-Funktion ist eine Funktion der Koordinaten ¢; (etwa ¢; = z,¢q2 =
y,¢3 = z) und ihrer zeitlichen Ableitungen ¢; (1 = vs,42 = vy,43 = v,). In
der Lagrangeschen Formulierung ist die Euler-Lagrange-Gleichung das fundamentale
Bewegungsgesetz:?

d (0L oL .
In kartesischen Koordinaten haben wir somit
oL oT
a—q.l = 8’01‘ = Mg (117)
oL oU

und die Euler-Lagrange-Gleichung liefert (fiir ¢ = 1) die z-Komponente des Newton-
schen Gesetzes in der Form von Gleichung (11.3). Die Lagrangesche Formulierung ist
folglich der Newtonschen dquivalent (zumindest fiir konservative Systeme), aber sie
hat gewisse theoretische Vorteile, wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden.
(Vgl. auch Aufgabe 11.1.)

11.2 Lagrange-Funktionen in der relativistischen
Feldtheorie

Ein Teilchen ist seiner Natur nach ein lokalisiertes Wesen; in der klassischen Mecha-
nik sind wir typischerweise daran interessiert, seinen Ort als eine Funktion der Zeit
zu berechnen: z(t), y(¢), z(¢). Ein Feld nimmt auf der anderen Seite eine Region des
Raumes ein; in der Feldtheorie beschéaftigen wir uns mit der Berechnung einer oder
mehrerer Funtionen von Ort und Zeit: ¢;(x,y, z,1). Die Feldvariable ¢; kann zum Bei-
spiel die Temperatur an jedem Punkt in einem Raum oder das elektrische Potential V'
oder die dreit Komponenten des magnetischen Feldes B sein. In der Teilchenmechanik
haben wir eine Lagrange-Funktion L eingefiihrt, die eine Funktion der Koordinaten
¢; und ihrer zeitlichen Ableitungen ¢; ist; in der Feldtheorie beginnen wir mit einer
Lagrange-Funktion (eigentlich einer Lagrangedichie) L, die eine Funktion der Felder
¢; und threr z-, y-, z- und ¢t-Ableitungen ist:

_ 0¢;
Oudi = Ozt

(11.9)
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Im ersten Fall umfaf3t die linke Seite der Euler-Lagrange-Gleichung (11.6) nur zedt-
liche Ableitungen; eine relativistische Theorie mufl Raum- und Zeitkoordinaten auf
gleicher Basis behandeln, und die Euler-Lagrange-Gleichungen verallgemeinern, wie
man erwarten konnte:

oL ) oL
Ol z3——= 1 =5 1=1,2,3,... 11.10
Beispiel 11.1 Die Klein-Gordon-Lagrange-Funktion fiir ein skalares Feld
(Spin 0)

Nehmen wir an, wir haben gine einzige, skalare Feldvariable ¢, und die Lagrange-
Funktion ist

1 1 2
L= 50)0"9)~ 5 (%) ¢ (11.11)
Fir diesen IFall ist o
_ Au
50,9) =0*¢ (11.12)

(Wenn Sie das irritiert, schreiben Sie die Lagrange-Funktion in , Langschrift*:

1 1 2
£ = 5[00006 — 018019 — 029026 — adds] — 5 () ¢
In dieser Form ist klar, daf8

_0
0(609)

und so weiter sind.) Weiter gilt

= 0o = 0%, % =616 =0

oL me 2

5= (%)

und somit verlangt die Euler-Lagrange-Formel, daf3
me

0,09 + ( > )2¢:0 (11.13)

ist, was mit der Klein-Gordon-Gleichung [Gl. (7.9)] libereinstimmt, die (in der
Quantenfeldtheorie) ein Teilchen mit Spin 0 und Masse m beschreibt.

Beispiel 11.2 Die Dirac-Lagrange-Funktion fiir ein Spinorfeld (Spin 1)
Betrachten wir nun ein Spinorfeld ¢ und die Lagrange-Funktion

L = i(he)py*d,tp — (mc?) (11.14)

Wir behandeln ¢ und den adjungierten Spinor % als unabhingige
Feldvariablen.” Anwenden der Euler-Lagrange-Gleichung auf ¢ ergibt

oL oL
— =0 ZZ = thevH 8,1 — me?
8(0u1/)) , 59 they! 8,9 — me*y

*Da % ein komplexer Spinor ist, gibt es hier sogar acht unabhingige Felder (i 1auft von 1 bis 8):
die reellen und imaginiren Anteile jeder der vier Komponenten von . Aber beim Verwenden der
Euler-Lagrange-Gleichungen eignet sich jede lineare Kombination dieser acht ebenso gut, und wir
wihlen fiir unseren Gebrauch die vier Komponenten von 4 und die vier Komponenten von ).
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so daf3
me

ih Ot — (—h—) =0 (11.15)

gilt. Dies ist die Dirac-Gleichung [Gl. (7.20)], die (in der Quantenfeldtheorie)
ein Teilchen mit Spin % und Masse m beschreibt. Wenn wir weiter die Euler-
Lagrange-Gleichung auf ¢ anwenden, so erhalten wir
oc - ac -
— = = jheypyH — = —mec?
6(6,_;’(,&) ? Cll)'Y s aw mc d)

und folglich ist
oy - mey -
Dby + () ¥ =0
was die Adjungierte der Dirac-Gleichung ist (vgl. Aufgabe 7.13).

Beispiel 11.3 Die Proca-Lagrange-Funktion fiir ein Vektorfeld (Spin 1)

Nehmen wir schlieBlich ein Vektorfeld A# mit der Lagrange-Funktion

-1 1 /mey?
—_ H 14 —_ v H — _ - v
L= T (0" A =0 A (0uA -0 M) + 5= (55) A"A, (1116
an. Hier ist or .
_ = ZT(BHAY _ Y A 111
3o ) 47r(6 AY — 9 A¥) (11.17)
(vgl. Aufgabe 11.2), und
oL 1 smeN2
= i (%) 4 (11.18)
so daf§ die Euler-Lagrange-Gleichung
2
B, (0" AY — 8" AM) + (Thf) A =0 (11.19)

liefert. Dies wird die Proca-Gleichung genannt; sie beschreibt ein Teilchen mit
Spin 1 und Masse m. Ubrigens, da die Kombination (0# A” — §* A*) wiederholt
in dieser Theorie auftaucht, ist es niitzlich, die Abkiirzung

F#v =9t AY — 57 A* (11.20)
einzufiihren. Dann lautet die Lagrange-Funktion
1 1 /mey2?
—_ f214 . _ 14
L= F¥ Foy + o= (%) 4%, (11.21)
und die Feldgleichung wird.zu
we g (MOV? 4v
BuF + (55) 4v =0 (11.22)

Wenn die Schreibweise anfiangt, Sie an die Elektrodynamik zu erinnern, so ist
das nicht zufallig, denn das elektromagnetische Feld ist genau so ein masseloses
Vektorfeld; wenn man in Gleichung (11.22) rn = 0 setzt, erhilt man die Maxwell-
Gleichungen fiir das Vakuum.



11.2. Lagrange-Funktionen in der relativistischen Feldtheorie 383

Die Lagrange-Funktionen in diesen Beispielen kamen aus dem Nichts (oder vielmehr,
sie wurden so ausgeheckt, dafl sie die gewiinschten Feldgleichungen ergaben). In der
klassischen Teilchenmechanik wird L hergeleitet (L = T — U), aber in der relativisti-
schen Feldtheorie wird £ fiir gewohnlich als Aziom eingefiihrt — wir miissen schliefSlich
irgendwo anfangen. Die Lagrange-Funktion fiir ein bestimmtes System ist keinesfalls
einzigartig; man kann £ immer mit einer Konstante multiplizieren oder eine Diver-
genz addieren (9, M*#, worin M" eine Funktion von ¢; und d,¢; ist) — solche Terme
kiirzen sich heraus, wenn man die Euler-Lagrange-Gleichungen anwendet, so daf sie
sich nicht auf die Feldgleichungen auswirken. In diesem Sinn sind Faktoren wie die
% in der Klein-Gordon-Lagrange-Funktion reine Konvention.* Abgesehen davon, ha-
ben wir hier jedoch die Lagrange-Funktionen fiir Spin 0, Spin % und Spin 1. Bisher
sprechen wir allerdings nur von freien Feldern ohne Quellen oder Wechselwirkungen.

Beispiel 11.4 Die Maxwell-Lagrange-Funktion fiir ein masseloses Vek-
torfeld mit der Quelle J#
Nehmen wir an, es ist
c=Lpmp, -~ Ly (11.23)
T 167 Boe # '
worin F'#¥ (erneut) fiir 6# A¥ — 3" A¥ steht und J* eine bestimmte Funktion ist.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen liefern

o, = AT g (11.24)
C

was (wie wir in Kapitel 7, Abschnitt 7.4, herausgefunden haben) die Tensorform
der Maxwell-Gleichungen ist, die die elektromagnetischen Felder beschreibt, wel-
che durch einen Strom J# erzeugt werden. Ubrigens folgt aus Gleichung (11.24),
daB3

8,J" =0 (11.25)

ist. Das bedeutet, dafl die interne Struktur der Maxwell-Lagrange-Funktion
(11.23) dazu fiihrt, daB8 der Strom die Kontinuitatsgleichung (7.74) erfiillt; wel-
che alte Funktion Sie auch fiir J# einsetzen — sie mufl der Ladungserhaltung
gehorchen.

*Die Lagrange-Funktion (L) hat die Einheit einer Energie [Gl. (11.4)], und die Lagrangedichte
(£) hat die Einheit von Energie pro Einheitsvolumen. Die Felder haben folgende Dimensionen:

¢ (skalares Feld): VMLIT
¥ (Spinorfeld): L—3/2
A# (Vektorfeld): vML/T

Sie sind so gew&hlt, dafl ¢ (im nicht-relativistischen Fall) in die Schrédinger-Wellenfunktion und
A* (im nicht-quantenmechanischen Fall) in das Maxwellsche Vektorpotential iibergehen. Ubrigens:
In Heaviside-Lorentz-Einheiten wiirde man die Proca- und Maxwell-Lagrange-Funktionen mit 47
multiplizieren.
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11.3 Lokale Eichinvarianz

Beachten Sie, dafl die Dirac-Lagrange-Funktion
L = ihepy 0, — mc?dyp (11.14)
invariant unter der Transformation
P — ey (globale Eichtransformation) (11.26)

ist (worin @ irgendeine reelle Zahl ist), denn dann geht ¢ — e~ und in der Kombi-
nation 11 kiirzen sich die exponentiellen Faktoren heraus. Aus historischen Griinden
nennen wir (11.26) eine (globale) Eichtransformation (,Phasentransformation” wire
ein passenderer Ausdruck). Aber was ist, wenn der Phasenfaktor an verschiedenen
Raumzeitpunkten unterschiedlich ist; das heifit, was ist, wenn 8 eine Funktion von
zH st

% — €@y (lokale Eichtransformation) (11.27)

Ist die Lagrange-Funktion unter einer solchen , lokalen Eichtransformation invariant?
Die Antwort lautet Nein, denn jetzt bekommen wir einen zusatzlichen Term aus der
Ableitung von @ hinzu:

0,(e?) = i(8,0)e v + 0,9 (11.28)

so daf3
L—L— hc(@uﬁ)i/;'y"w (11.29)

geht. Fir das, was folgt, ist es niitzlich, einen Faktor —(¢/Ac) aus § herauszuziehen,
was zu

Az) = —%ﬁ(z) (11.30)

fithrt, worin ¢ die Ladung des beteiligten Teilchens ist. In Abhéngigkeit von A gilt
dann

L — L+ (qy* )0, (11.31)
unter der lokalen Eichtransformation
P — e HM@) hey, (11.32)

Bisher ist in all dem nichts besonders Neues oder Tiefsinniges. Der entscheidende
Punkt tritt auf, wenn wir verlangen, daf die gesamte Lagrange-Funktion invariant
unter lokalen Eichtransformationen sei.* Da die freie Dirac-Lagrange-Funktion (11.14)

*Ich weifl von keinem zwingenden Argument, warum eine globale Invarianz notwendigerweise lokal
gelten sollte. Wenn Sie glauben, dafl Eichtransformationen in einem gewissen Sinn ,fundamental®
sind, dann, so nehme ich an, sollte es mdglich sein, sie an raumartig getrennten Punkten (die schlief}-
lich nicht miteinander in Verbindung stehen) unabhingig voneinander auszufiihren. Aber ich denke,
das geht an der eigentlichen Frage vorbei. Deshalb ist es zumindest fiir den Augenblick besser, die
Forderung nach lokaler Eichinvarianz als ein neues, eigenstindiges Prinzip der Physik anzusehen.
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lokal nicht eichinvariant ist, sind wir gezwungen, etwas zu addieren, um den zusitz-
lichen Term in Gleichung (11.31) zu kompensieren. Nehmen wir an,

£ = [ihepy" 8, — me? ] — (¢97* ¥) A, (11.33)

worin A, ein neues Feld (,,Eichfeld“ genannt) ist, das sich unter lokalen Eichtrans-

formationen gem&fl der Regel
Ay — A+ 0,7 (11.34)

transformiert. Diese ,neue, verbesserte“ Lagrange-Funktion st nun invariant un-
ter lokalen Eichtransformationen; den Preis, den wir dafiir zahlen muften, war die
Einfithrung eines neuen Vektorfeldes, das durch den letzten Term in Gleichung (11.33)
an 1 koppelt (sieche Aufgabe 11.6). Aber Gleichung (11.33) ist nicht die ganze Wahr-
heit; die volle Lagrange-Funktion muf} einen ,freien“ Term fiir das Eichfeld enthalten.
Da es ein Vektorfeld ist, schauen wir auf die Proca-Lagrange-Funktion
-1 1 myc
— L~ pwv — i
L= g5 P+ g (5

Aber hier ergibt sich ein Problem, denn wihrend F#* = §* AY — §* A¥ invariant unter
(11.34) ist, wie Sie selbst nachpriifen sollten, gilt das fiir A 4, nicht. Offensichtlich
muf das Eichfeld masselos sein (m4 = 0), da sonst die lokale Eichinvarianz verloren
geht.
Die Schlufifolgerung: Wenn wir mit der Dirac-Lagrange-Funktion beginnen und eine
lokale Eichinvarianz fordern, dann sind wir gezwungen, ein masseloses Vektorfeld (A#)
einzufiithren, und die gesamte Lagrange-Funktion wird zu

2
) Ava, P (11.21)

-1

£ = [ihedy o —metio) + [ -

F’“’F,“,] — [(qr* ) Ayl (11.35)
Wie Sie richtig vermutet haben werden, ist A# gerade das elektromagnetische Poten-
tial; die Eichtransformationsregel fiir A# hatten wir schon in Kapitel 7 [Gl. (7.81)] ge-
funden, und die letzten zwei Terme in Gleichung (11.35) geben die Maxwell-Lagrange-
Funktion (11.23) mit der Stromdichte

JH = cq(pr" ) (11.36)

wieder. Somit erzeugt die Forderung nach lokaler Eichinvarianz, angewandt auf
eine freie Dirac-Lagrange-Funktion, die gesamte Elektrodynamik und spezifiziert den
Strom, den die Dirac-Teilchen hervorrufen.

Fiir den Fall, da3 Thnen die Prozedur der lokalen Eichinvarianz mysterios erscheint,
gehen wir sie noch einmal durch und sehen uns an, was sie eigentlich enthélt. Der
Unterschied zwischen globalen und lokalen Eichtransformationen tritt auf, wenn wir
die Ablestungen der Felder berechnen [GI. (11.28)]:

Outp — e~iaMne g i%(@u)\) " (11.37)

Anstelle eines einfachen Phasenfaktors erhalten wir einen zusatzlichen Term mit 8, A.
Wenn wir in der urspringlichen (freien) Lagrange- Funktion jede Ableitung (8, ) durch
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die sogenannte ,kovariante Ableitung

— . q
D,‘:(?u—i—zh—c/lu (1138)
ersetzen, so wird die Transformation von A4, [Gl. (11.34)] den stérenden Term in
Gleichung (11.37) aufheben:

Dy — e~ Mhep qp (11.39)

und die Invarianz von £ ist wiederhergestellt. Die Ersetzung von 8, durch D, ist also
ein einfaches Miftel, um eine global invariante Lagrange-Funktion in eine lokal invari-
ante umzuwandeln; wir nennen das die ,minimale Kopplungsregel“ [tatsdchlich habe
ich genau diese benutzt, um den zusétzlichen Term in Gl. (11.33) zu erzeugen].* Aber
die kovariante Ableitung fiihrt ein neues Vektorfeld (A,) ein, welches seine eigene
freie Lagrange-Funktion bendtigt; wenn letztere die lokale Eichinvarianz nicht ver-
derben soll, miissen wir Eichfelder als masselos annehmen. Dies fiihrt auf den letzten
Ausdruck (11.35), den Fachleute sofort als die Lagrange-Funktion fiir die Quante-
nelektrodynamik erkennen wiirden — Dirac-Felder (Elektronen und Positronen), die
mit Maxwell-Feldern (Photonen) wechselwirken.

Die Idee der lokalen Eichinvarianz geht zuriick auf die Arbeit von Hermann Weyl
aus dem Jahr 1919.3 Thre Stirke und Allgemeingiiltigkeit wurde jedoch bis in die
frithen siebziger Jahre nicht vollstindig erkannt. Unser Ausgangspunkt — die globale
Phasentransformation (11.26) — kann man sich als Multiplikation von 1 mit einer
unitdren 1 x 1-Matrix vorstellen:

¥ — Uth, worin UTU = 1 (11.40)

(hier ist U = e'?). Die Gruppe aller solcher Matrizen ist U(1) (vgl. Tabelle 4.2), und
folglich wird die betroffene Symmetrie ,U(1)-Eichinvarianz“ genannt. Diese Termi-
nologie ist extravagant, was den vorliegenden Fall angeht (eine 1 x 1-Matrix ist eine
Zahl, also warum lassen wir es nicht dabei?), aber im Jahre 1954 wandten Yang und
Mills? dieselbe Strategie (darauf bestehend, daB eine globale Invarianz lokal gelte) auf
die Gruppe SU(2) an, und spéter wurde die Idee auf die Farb-SU(3) ausgedehnt, was
zur Chromodynamik fiihrte. Im Standardmodell werden alle fundamentalen Wechsel-
wirkungen auf diese Weise hervorgerufen.

11.4 Yang-Mills-Theorie

Nehmen wir nun an, daf§ wir zwes Spin-%—Felder, 11 und 19, haben. Die Lagrange-
Funktion in Abwesenheit jeglicher Wechselwirkung lautet

L = [thep1y* 0,1 — mic2Pr9h1] + [shehay? Outha — macPihaths] (11.41)

*Die minimale Kopplungsregel ist viel dlter als das Prinzip der lokalen Eichinvarianz. Fiir den
Impuls [p, + thdy, vgl. Gl (7.5)] lautet sie py, — pu — i(g/c)A, und ist ein bekannter Trick in
der klassischen Elektrodynamik, um die Bewegungsgleichungen fiir ein geladenes Teilchen in Anwe-
senheit eines elektrodynamischen Feldes zu erhalten. Siehe J.D. Jackson, Classical Electrodynamics,
2. Aufl. (New York: Wiley, 1975), Gl. (12.29). In diesem Sinn lauft es auf eine elegante Formulie-
rung des Lorentz-Kraftgesetzes hinaus. In der modernen Teilchentheorie ziehen wir es vor, die lokale
Eichinvarianz als grundlegend anzusehen, und die minimale Kopplung ist ein Mittel, das zu erreichen.




