Kapitel 3

Relativistische Kinematik

I{apitel4 und § ist er jedoch nicht notig, und wenn Sie wollen, kénnen Sie diese
zuerst lesen). Obwohl die Behandlung ziemlich umfassend 15t gehe ich davon

aus, daff Sie mit der spezz'ellenRelatz'vz’td‘tstheorz'e bereits in Beriihrung gekom-

System, das sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, genau so wie in einem Be-
zugssystem, das 'ruht, Eine peinliche Folge davon ist, daB es keine Mé&glichkeit gibt,
festzustellen, welches System (wenn tiberhaupt) ruht, und somit gibt es auch keine
Méglichkeit, zu wissen, wie groB |, die® Geschwindigkeit irgendeines anderen Systems
sein konnte. Ich sollte wohl besser noch einmal von vorn beginnen. Ahem.

*Wenn Sie sich fragen sollten, ob ein in einem homo
inertial® ist, wissen Sie mehr als gut fiir Sje ist. Wir s
” ’ gu
herauslassen. .
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z Z’Abildung 3.1: Die Inertialsysteme S und S’

Nehmen wir also an, daf wir zwei Inertialsysteme S und S’ haben und S’ sich mit
gleichfSrmiger Geschwindigkeit v (Betrag v) relativ zu S bewegt (S bewegt sich folg-
lich mit der Geschwindigkeit —v relativ zu S'). Wir kénnen dann unsere Koordinaten-
achsen'so wihlen, dafl die Bewegung entlang der iiblichen z/z'-Achse verlduft (Abb.
3.1), und stellen unsere Uhren im Ursprung eines jeden Systems derart, daf sie beide
Null anzeigen, wenn sie zusammenfallen (das heifit, ¢t = ¢ = 0 wenn z = 2’ = 0).
Nehmen wir nun weiter an, daf8 irgendein Ereignis am Ort (z,y,2) zur Zeit ¢ in S
stattfindet. Frage: Wie lauten die Raumzeitkoordinaten (z',y/, 2’') und ¢’ desselben
Ereignisses in S’? Die Anwort wird von den Lorentztransformationen geliefert:

i. ! 27(:.13——vt)v |

ii. V y/ — y ) ' v
11i. z/ — z : ’ » ' (3.1)
iv. »t':'y(t——c%x)_
worin ' '1
| 7= - (3.2)

ist. Die inversen Transformationen, die uns von S’ _zﬁrﬁck zu S 'fiihren, erhilt man
einfach durch Anderung des Vorzeichens von v (siche Aufgabe 3.1):

L =g+t

i, y=y
iii’. z="7 (3.3)

. t=v (t’ + -%a:')
c




3.1. Lorentsz transformationen

Die Lorentztransforma,tionen haben unmittelbay eine Reihe von Konsequenzen, von
denen ich kurz nur dje wichtigsten nenne: - '

statt. Genauer gesagt: Wenn ¢4 = ¢ ist, dann ist
v .
th=th + L (ep - ay) | (3.4)

(s. Aufgabe 3.2). Ereignisse, die in einem Inertialsystem gleichzeitig sind, sind
also in anderen nicht gleichzeitig. :

2. Lingenkontraktion: Nehmen wir an, ein Stock liegt, in S ruhend, auf der z’-
Achse. Das eine Ende sei jm Ursprung (¢ = 0) und-das andere bej I/ (seine
Léngein S ist also L'). Welche Lénge liefert die Messung in 7 Da sich der Stock

gilt; senkrechte Abstinde sind nicht betroffen.

3. Zeitdilatation: Nehmen wir an, die Uhr im Ursprung von S’ lauft fiir eine Zejt
T'; um der Einfachheit willen sei es von ¢/ = () bis ¢ = T". Welches Zeitintervall
ergibt die ‘Messung in §? Nun, es beginnt bei ¢ = 0 yund endet, wenn ¢/ = T hej
&’ = 0, und somit [nach Gl (iv')] ist ¢ = T Offensichtlich durchliuft dic Uhr
in S ein um denselben Faktor v lingeres Intervall, T =~T"; oder andersherum
ausgedriickt: bewegte Ukren gehen langsamer, Anders als die Langenkontrak-

der Tat langsamer, Weim sich das Teilchen bewegt. Das bedeutet, daf ein sich
bewegendes Teilchen lénger lebt (um den Faktor ), als wenn es ruhen wiirde.*
(Die tabellierten Lebensdauern gelten natiirlich fiir ruhende Teilchen.) Die Myo-

wirden es ohne die Zeitdilatation sogar nie bis zur Erdoberfliche schaffen (s.
Aufgabe 3.4).

. Addition von Geschwindigkeiten: Nehmen wir an, ein Teilchen bewege sich mit
der Geschwindigkeit‘ u’ relativ zu ' in z-Richtung. Welche Geschwindigkeit hat
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es relativ zu S? Nun, es legt eine Strecke Az = y(Az' 4+ vAt') in der Zeit
At = y[A¥ + (v/c?)Az'] zuriick, so daf : ‘ .

Az Az +oAY (A /AY)
At A+ (v/2)Az' T 1+ (v/c?)(Az! /At)

ist. Aber Az/At = u und Az'/At' = v/, so daB

A

YT T (/) (3:5)
ist. Der Zahler entspricht der klassischen Antwort auf dieselbe Frage: u = u’ +v;
der Nenner fiihrt eine relativistische Korrektur ein, die klein ist, solange u’ und
v nicht nahe ¢ sind. Beachten Sie, daf, falls 4’ = ¢ gilt, dann ist auch u = ¢: die

Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich.

‘3.2 Vierervektoren

Es bietet sich an dieser Stelle an, eine vereinfachende Schreibweise einzufiihren. Wir
definieren den Orts-Zeit- Vierervektor z*, p=0,1,2, 3, wie folgt:

2 =ct, =gz, =y, =z (3.6)

Die Lorentztransformationen, ausgedriickt mit Hilfe von z*, nehmen eine symmetri-

. schere Form an:

2% = 9(z° - pa?)
A = (et - ) o (37)
2 = g2 : '
Y = 28
worin o
= _ 3.8
| A= (3.8)
ist. Noch kompakter ist
=Y M (§=0,1,23) (3.9)
v=0 : o '
Die Koeffizienten A#, kénnen als Elemente einer Matrix A angesehen werden:
Y =18 0 0
_ |- v 00 -
A= 0 0 1 0 (3.10)
0 0 0 1
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3.2. Vierervektoren

(dh, A% = Aty = 4; A2, = A% = —y8; A2, = A%3 = 1; und alle anderen sind Null).
Um das Schreiben vieler 3’5 zu vermeiden, werden wir der Einsteinschen »oummen-
konvention“ folgen, die besagt, daf iiber wiederholte griechische Indizes (einer tief-,

schliellich*
' o = AF ¥ (3.11)

Ein besonderer Vorteil dieser eleganten Schreibweise ist, daf8 dieselbe Formel Lor-
entztransformationen beschreibt, die nicht entlang der z-Richtung sind; die $- und
S’-Achsen brauchen also nicht einmal parallel zu sein; die A-Matrix ist dann selbst-
verstandlich komplizierter, aber Gleichung (3.11) gilt weiterhin. [Auf der anderen Seite
bedeutet die Verwendung des Ausdrucks (3.10) keinen wirklichen Verlust an Allge-
meinheit, da wir immer frej sind, parallele Achsen zu wiklen und dje z-Achse auf die
Richtung von » auszurichten.]

Obwohl die individuellen Koordinaten eines Ereignisses sich gemiB Gleichung (3.11)
dndern, wenn wir von S zu S’ iibergehen, gibt es doch eine bestimmte Kombination

von ihnen, die gleich bleibt (Aufgabe 3.7):
I= (390)2 . (xl)z _ ($2)2 —~ (:133)2 = (xo/)z _ (m1/)2 _ (:82,)2 _ '(173/)»2 (3.12)

Solch eine GréBe, die in Jedem Inertialsystem denselben Wert annimmt, wird eine
Invariante genannt. (Im selben Sinne ist die Grofe r? = 22 + v? + 22 invariant
unter Rotationen.) Ich wiirde diese Invariante nun gerne als eine Summe schreiben:
> o @ Tk aber unerfreulicherweise gibt es da diese irritierenden Minuszeichen. Um
sie im Auge zu behalten, fithren wir die Metrik g,, ein, deren Komponenten als eine
Matrix g dargestellt werden kénnen: ’ |

i
i

(3.13)

Q
Il
OO D

0 0 o
=1 00
0 -1 0
0 0 -1

~ (d.h., goo =1; gi1 = 922 = g33 = 1, alle anderen sind Null).t Mit Hilfe von 9uv kann

*In einem Ausdruck wie diesem ist der benutzte griechische Summationsindex v natiirlich v6]jig
willkiirlich. Dasselbe gilt fiir den Index H, obwohl er auf beiden Seiten der Gleichung passen musf, Da-
her kénnte Gleichung (3.1 1) genausogut als z*/ = A¥\z* geschrieben werden. Jeder dieser Ausdriicke

steht fiir den Satz von vier Gleichungen:

20 = Aooxo +A°1x1 +A02x2, +A°3$3
2V = Al,oxo + A‘11:c1 + A12$2 + A13x3
22! = A2yz0 + A2, 5 + A%, 22 + AZ,5°
2 = A301:0+A31x1 +A32:c2+A33w3

tIch sollte Sie davor warnen, daf manche Physiker die Metrik mit den entgegensetzten Vorzeichen
(=1,1, 1, 1) definieren. Das ist nicht weiter schlimm ~ wenn I invariant ist, so auch —J. Es bedeutet
jedoch, dafl Sie auf ungewohnte Vorzeichen achten miissen. Zum Gliick bedienen sich die meisten
Teilchenphysiker heutzutage der Konventjon in Gleichung (3.13).
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die Invariante I als Doppelsumme geschrieben werden:

3 3

=33 guats’ = guute’ - (3.14)

p=0v=0

Indem wir die Sache etwas weitertreiben, definieren wir den kovarianten Vierervektor
z, (Index unien) wie folgt:

(dh:, 2g = 2° 2, = —2!, 29 = —2?, 23 = —23). Um den Unterschied zu betonen,
nennen wir den ,urspriinglichen® Vierervektor ## (Index oben) einen kontravarianten
Vierervektor. In ihrer saubersten Form kann die Invariante I dann geschrieben werden

als: , .
I=z,z* (3. 16)

All dies wird zweifellos wie eine monstrose Ubertreibung der Schreibweise erscheinen,

nur um drei Minuszeichen zu beriicksichtigen, aber es ist in Wirklichkeit sehr emfach, -

wenn Sie sich erst einmal daran gewdhnt haben. (Dariiber hinaus ist es eine Verallge-
meinerung, die sich netterweise auch auf nicht-kartesische Koordinatensysteme und
auf die gekriimmten Raume erstreckt, wie man sie in der Allgemeinen Relativitits-
theorie antrifft, obwohl nichts davon fiir uns an dieser Stelle relevant ist.) '

Der Orts-Zeit-Vierervektor z* ist der Urtyp aller Vierervektoren. Wir definieren einen
Vierervektor a* als ein v1erkomponent1ges Objekt, das sich in derselben Weise wie z#
transformieren 148t, wenn wir von einem Inertialsystem in ein anderes iibergehen,

‘ namhch

mit denselben Koeffizienten A%. Zu einem jeden solchen (kontravariantén) Vierervek-
tor assoziieren' wir einen kovarianten Vierervektor a,,, den wir durch einfaches Andern
der Vorzeichen der rdumlichen Komponenten erhalten oder formaler:

— v
ay = guyQ

Natiirlich kénnen wir durch erneutes Andern der Vorzeichen wieder von kovarlant
zuriick zu kontravariant wechseln:

a* = g"q, : | (3.19)

worin die gt¥ genaugehommen die Elemente‘der Matrix g~! sind (da unsere Metrik

jedoch ihr eigenes Inverses darstellt, ist g#” dasselbe wie g,,). Bei beheblgen zZwel -

Vierervektoren a* und b# ist die Groﬁe
atb, = ayb* = a8’ — a'bl — a?p? — 3p® (3.20)
invariant (dieselbe Zahl in jedem Inertialsystem). Wir werden sie als das Skalarpro-

dukt von a und b bezeichnen; es ist das vierdimensionale Analogon zum Skalarpro-
dukt zweier Dreiervektoren (es gibt kein Vierervektor-Analogon zum Kreuzprodukt).*

*Am nichsten kommt dem noch (a#b” — a¥bH), aber das ist ein Tensor zweiter Stufe und kein

Vierervektor (siehe unten).

= AP (31

(3.18)\
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3.2. Vierervektoren

Wenn Sie es miide werden, Indizes zu schreiben, benutzen Sie ruhig die Skalarpro-
duktschreibweise: : .

a-b=a"%"—qg.p (3.22)

Wir benutzen ebenfalls die Schreibweise @2 fir das Skalarprodukt von g* mit sich
selbst: : _
a’=a-q= (a%)? — g2 (3.23)
Beachten Sie Jedoch, daB a2 nicht positiv sein muB. Tatsichlich kénnen wir alle Vie-
rervektoren nach dem Vorzeichen von a? klassifizieren:

Wenfi a?,> 0, wird a# zettartig genannt }
. Wenn a? < 0, - wird a* raumartig genannt (3.29)
‘ Wenn‘az =0, - ‘wird a’“‘ lichtartig gene‘mnt' ’

Von Vektoren ist es ein kurzer Schritt hin zu Tensoren: ein Tensor zweiter Stufe,
s*, trigt zwei Indizes, hat 42 = 16 Komponenten und transformiert sich mit zwe;

A-Faktoren:

S”VI;A#KA”;;SKU R o (3.25)

ein Tensor dritter Stufe, t**A hat drei Indizes, 4° = 64 Komponenten und transfor-
miert sich mit dre; A-Faktoren: .

AN = NB AV AX groT | (3.26)

und so weiter. In dieser Hierarchie iSt; ein Vektor ein Tensor der Stufe 1 und ein Skalar

(invariant) ein Tensor der Stufe Null. Wir konstruieren kovariante und ,,gemischte®
Tensoren, indem wir Indiges senken (auf Kosten eines Minuszeichens fiir Jjeden rium-

lichen Index), zum Beispiel
sk, ::‘g,,,\s")‘; Suy = g”,;g,,,\s"“)‘ (3.27)

und so weiter. Beachten Sie, da8 das Produkt zweier Tensoren selbst ein Tensor 1st
[(a*b”) ist ein Tensor zweiter Stufe; (a#t"2) ist ein Tensor vierter Stufe; und so wei-
ter]. SchlieBlich kénnen wir von jedem Tensor n + 2-ter Stufe eine »verjiingte“ Version
- n-ter Stufe erhalten, indem wir iiber gleiche obere und untere Indizes summieren.
Demnach ist S/L ein Skalar; t#¥, ist ein Vektor; a,th A ist ein Tensor zweiter Stufe.
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3.3  Enmergie und Impuls

Nehmen Sie an, Sie fahren auf der Autobahn, und stellen Sie sich — der Argumenta-
tion zuliebe - vor, Sie bewegten sich mit nahezu Lichtgeschwindigkeit. Sie kénnten
ein Interesse daran haben, zwei verschiedene »Zeiten“ zu iiberwachen: wenn Sje sich

wire es sinnvoller, auf Ihre Armbanduhr zu achten. Denn nach der Relativititstheo-
rie lduft die bewegte Uhr (in diesem Fall Ihre Armbanduhr) langsamer (relativ zu
den feststehenden Uhren am Boden), und dasselbe gilt fiir Thren Herzschlag, Thren
Stoffwechsel, Thre Sprache und Ihr Denken, alles. Insbesondere gilt: wihrend die ,, Bo-
denzeit“ um einen unendlich kleinen Zeitraum d¢ fortschreitet, 13uft Thre eigene Zeit

um den kleineren Zeitraum dt weiter:

dt |
dr = — (3.28)

Bei normalen Fahrgeschwindigkeiten ist 7 natiirlich so nahe an 1, daB8 dt und dr im
wesentlichen identisch sind, aber in der Elementarteilchenphysik ist der Unterschied
zwischen Laborzeit (von der Uhr an der Wand abgelesen) und der Teilchenzeit (wie sie
auf der Armbanduhr des Teilchens erscheinen wiirde) von entscheidender Bedeutung.

Obwohl wir unter Verwendung von Gleichung (3.28) immer von einer zur anderen

weil 7 invariant ist. Alle Beobachter kdnnen die Armbanduhr des Teilchens ablesen,
und zu jedem Zeitpunkt miissen sie alle darin libereinstimmen, was sie anzeigt, selbst,
wenn ihre eigenen Uhren davon und voneinander abweichen.

Wenn wir von der »Geschwindigkeit“ eines Teilchens sprechen (in bezug auf das La-
bor), meinen wir natiirlich die Distanz, die es zuriicklegt (gemessen im Laborsystem),
geteilt durch die benétigte Zeit (gemessen mit der Laboruhr): -

de
Aber angesichts dessen, was gerade festgestellt wurde, ist es ebenfalls niitzlich, die Ei-
gengeschwindigkeit n einzufithren, die sich aus der zuriickgelegten Entfernung (wieder
gemessen im Laborsystem) geteilt durch die Eigenzeit ergibt:*

n= 2 | | (3.30)

T dr

*Die Eigengeschwindjgkeit ist insofern eine zwitterhafte Gréfle, als die Entfernung im Laborsy-
stem gemessen wird, wihrend die Zeit im Teilchensystem bestimmt wird. Einige Leute erheben in
diesem Zusammenhang Einwinde gegen das Adjektiv neigen* und argumentieren, dafl dieser Aus-
druck fiir Gréfien reserviert bleiben sollte, die ausschliefllich im Teilchensystem gemessen werden.
Selbstverstindlich bewegt sich das Teilchen in setnem System tiberhaupt nie — seine Geschwindig-
keit ist Null. Wenn meine Terminologie Sie stort, nennen Sie 7 die ,,Vierergeschwindigkeit“. Ich sollte
, daB8, obwohl die Eigengeschwindigkeit die zweckmifBigere Rech engréfle ist, die gewdhnli-
obachters, der das Teilchen vorbeifliegen sieht, weiterhin
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Entsprechend Gleichung (3.28) sind die beiden Geschwindigkeiten durch den F aktor
7 miteinander verkniipft: . : :
=7 | (3.31)

Es ist jedoch sehr viel einfacher, mit 7 zu arbeiten, denn wenn wir vom Laborsystem
S zu einem bewegten System S’ iibergehen wollen, missen sowohl der Zihler als auch
der Nenner in (3.29) transformiert werden [was zu der unhandlichen Additionsregel
fiir Geschwindigkeiten (3.5) fiihrt], wohingegen sich in Gleichung (3.30) nur der Zihler
transformiert; wie wir gesehen haben, ist dr invariant. Die Eigengeschwindigkeit ist
sogar Teil eines Vierervektors: '

dzH :
B
dessen nullte Komponente lautet:
h d 0 d(ct
0o 22 __d(ct) | (3.33)

TE s (1/y)dt =

Somit ist : . , |
7 = (e, vz, vy, v,) L (3.39)

f)’brigens sollte 7, np* iﬁvariant sein — und ist es auch:
M = 72 — o2 —0? — o?) = 71— v?/e?) = ¢? (3.35)

Invarianter geht’s nicht mehr! ,

Klassisch gesehen ist der Impuls Masse_malGeschwihdigkeit. Wir wiirden das gern in
die Relativitst hiniibertragen, aber die Frage erhebt sich: Welche Geschwindigkeit sol-
len wir verwenden — die gewéhnliche Geschwindigkeit oder die. Eigengeschwindigkeit?
Klassische ﬁberlegungen liefern keinerlei Hinweis, denn im nichtrelativistischen Be-
reich sind die beiden identisch. In gewisser Weise ist es lediglich eine Frage der De-

auszudehnen, dann sollten wir den Impuls besser nicht als mw definieren, wohingegen

mmn véllig akzeptabel ist. »
Das ist ein kniffliges Argument, und wenn Sie es nicht nachvollzogen haben, versuchen

Sie, den letzten Absatz noch einmal zu lesen. Dag Ergebnis ist, daB8 der Impuls in der
Relativititstheorie als Masse mal FEigengeschwindigkeit definiert ist:

P =mn o (3:36)
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Da die Eigengeschwindigkeit Teil eines Vierervektors ist, gilt dasselbe fiir den Impuls:

P = mp# | (3.37)

Die rdumlichen Komponenten von p* bilden den (relativistischen) Impuls-

Dreiervektor: o
. = vymuy = 3.38
=7 V1-v2/c? (3.38)

Derweil ist die »Zeitkomponente®

P’ = yme (3.39)

Aus Griinden, die in Kiirze deutlich werden, definieren wir die , relativistische Energie“

E als 5 .
= (3.40)

E = yme? =
Y w7 =

Die nullte Komponente von p* ist somit E/e. Folglich bilden Energie und Impuls
zusammen einen Vierervektor — den Energie-Impuls- Vierervektor:

p” = (?1pz;py;pz) ’ : (341)

Aus den Gleichungen (3.35) und (3.37) erhalten wir damit iibrigens

#___Ei— 2_; 2.2 . 3
Pupt = = —p* =m’c S (342

was offensichtlich wieder invariant ist. ) - :
Der relativistische Impuls (3.38) geht im nicht-relativistischen Bereich (v < ¢) in

den klassischen Ausdruck ﬁber; dasselbe kann fiir die relativistische Energie (3.40)
allerdings nicht gesagt werden. Um zu sehen, wie es dazu kommt, daf diese GroBe
genannt wird, entwickeln wir die Waurzel in eine Taylorreihe:

»lnergie
L L 1 ’02 3 ~,.U4 - 1 . 3 '04 )
- 2 e e — 3 —_ 2 — 2 — L - )
E_mc <1+202+8_c4 +) me +2mv {8—c2+ (3.43)

Beachten Sie, daB der zweite Term hier der klassischen kinetischen Energie entspricht,
wahrend der fithrende Term (mc?) eine Konstante ist. Nun mogen Sie sich erinnern,
daf in der klassischen Mechanik nur A nderungen der Energie physikalische Bedeutung
haben - Sie kénnen ungestraft eine Konstante addieren. In diesem Sinne st die Formel
im Bereich von v < ¢ in ﬁ'bereinstimmung mit der klassischen, falls die Terme héherer -
Ordnung in der Entwicklung vernachlissighar sind. Der konstante Term, der. sogar
weiterbesteht, wenn v = 0, wird Ruheenergie genannt

R=mc? - L (3.44)

und das Restglied, dessen Energie der Bewegung des Teilchen zuzurechnen ist, ist die

relativistische kinetische Energie:
4

. 1
T_=_m02(7—1):—2—m02+§m—c7+...

(3.45)



st eine iberfliissige Grofle, die keinerlei nitzliche Funktion besitzt. Falls Sie
arauf. stoflen sollten ihre Definition st my..; = Ym; sie ist ausgestorben, wei] gje
sich lediglich durch den Faktor ¢2 von [ unterscheidet. Wag auch immer iiber My o;

r E gesagt werden: zum Beispiel ist dje
_ eres als die Energz'eer‘haltung, geteilt
durch einen Faktor 2 ) : '

gibt es so etwas wie
(mv) wire Null, seine kinetische E

wirkung erfahren, da F = myq gilt — es wiire ein dynamisches Nichts. Auf den ersten

- Blick kénnte man annehmen, daff dasselbe fiir die Relativititstheorie gelte, aber eine
sorgfiltige Betrachtung der Formeln

ein masseloses Teilchen nicht; sein
nergie wire Null, es kénnte keine Kraft-

@Bt ein Schlupfloch erkennen: Wenn m — 0 ist,
zusétzlich v = ¢ gilt, verschwinden dje Nenner ebe
-unbestimmt (0/ 0). Daher ist eg durchaus moglich,

sind die Zihler Null, aber wenn
nfalls, und djese Gleichungen sind
dafl wir m = @ erlauben kénnten,
hwindigkeit. In diesem
lenen; nichtsdestotroty
se Teilchen ’

-40) nicht der Definition von F und p d
fiir masselo

FE=hy

Es ist die Frequenz deg Photons, die seine Ener '

gle und seinen Impuls bestimmt, Das
2 eV-Photon ist rot und das 3 eV-Photon ist violett! '
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A \ ' b
| ° O\ _ . '
: v Abbildung 3.2: Ein Sto$, in dem 4 + B —
Vorher Nachher C + D iibergeht.

Stellen Sie sich zunichst einen klassischen StoB vor, in dem Objekt 4 auf Objekt B
trifft (beispielsweise zwei Wagen auf einer Luftkissenbahn) und die Objekte C' und
D erzeugt werden. (S. Abb. 3.2.) Natiirlich kénnen C und D identisch mit A und B
sein; aber wir kénnen genausogut zulassen, daf§ B etwas Farbe (oder sonst etwas) von
A abkratzt, so daf8 die Endmassen nicht mit den Ausgangsmassen iibereinstimmen.
(Wir nehmen allerdings an, da8 A, B, C' und D die einzigen Akteure in dem Drama
sind; wenn ein Bruchstiick W auf der Szene zuriickbliebe, dann wiirden wir von einem
komplizierteren ProzeB sprechen: A+ B — ¢ +D+W.) Typischerweise liuft ein Stof
so schnell ab, daB keine ezterne Kraft wie Gravitation oder Reibungswiderstand eln; ™
nennenswerten Einflufl hat. Klassisch sind Masse und Impuls in einem solchen Prozess
immer erhalten; die kinetische Energie kann erhalten sein oder auch nicht.

Klassische St&fle

1. Die Masse bleibt erhalten: my4 +mp = me +mp.
2. Der Impuls bleibt erhalten: p, + P =Ppc+pp.
3. Die kinetische Energie bleibt erhalten oder nicht.

Tatsdchlich kénnen wir drei Arten von Stofen unterscheiden: »klebrige“, bei denen
die kinetische Energie abnimmt (typischerweise wird die Differenz in Wirme umge-
wandelt); ,,explosive“, bei denen die kinetische Energie zunimmt (zum Beispiel kénnte
man annehmen, daf8 A eine gespannte Feder auf seiner vorderen StoBstange hat, die
sich wihrend des Aufpralls 16st, so daB die Federspannung in kinetische Energie um-
gewandelt wird); und elastische, in denen die kinetische Energie erhalten bleibt.

StoBarten (klassisch) . S .

(a) Klebrig: Die kinetische Energie nimmt ab: Ty +Tp > Tg + Tp.

(b) Ezplosiv: Die kinetische Energie nimmt zu: Ta+T <Toc+Tp.

(¢) Elastisch: Die kinetische Energie bleibt erhalten: Ty + T = Ty + Tp.

Im Extremfall von Typ (a) kleben die beiden Teilchen zusammen, und es gibt in
Wirklichkeit nur ein Objekt im Endzustand: A + B — C. Im Extremfall von Typ (b)
zerbricht ein einzelnes Objekt in zwei: 4 — ¢ + D (in der Sprache der Teilchenphysik
heifit das: A zerfillt in C + D). ' : _ ’
Bei einem relativistischen Stof bleiben Energie und Impuls immer erhalten. Mit an-
deren Worten: Keine der vier Komponenten des Energie-Impuls-Vierervektors ndert
sich. Wie im klassischen Fall bleibt die kinetische Energie erhalten oder nicht.

Relativistische Sté8e : ‘ _
1. Die Energie bleibt erhalten: Fy + Ep = Ec + Ep. “ b "

2. Der Impuls bleibt erhalten: Pst+pPp=pc+pp. = Pat+Pp=rc +ApD
3. Die kinetische Energie bleibt erhalten oder nicht.
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Wir kénnen die St68e wieder in klebrig, explosiv oder elastisch einteilen, je nachdem,
ob die kinetische Energie abnimmt, zunimmt oder gleichbleibt. Da die Gesamtenergie
(Ruhe- plus kinetischer Energie) immer erhalten bleibt, folgt daraus, daf die Ruhe-
energie (und somit die Masse) bei einem klebrigen Stof zunimmt, bei einem explosiven
Stof abnimmt und bei einem elastischen Stof unverindert bleibt. '

Stoflarten (relativistisch)
(a) Klebrig:  Die kinetische Energie nimmt ab, Ruheenergie und Masse nehmen

‘ zu. '
(b) Ezplosiv: Die kinetische Energie nimmt zu, Ruheenergie und Masse nehmen

ab.
- (¢) Elastisch: Kinetische Energie, Ruheenergie und Masse bleiben erhalten.

Notabene: Aufler in elastischen Stiflen ist Masse keine Erhaltungsgrﬁﬂe,'* umgekehrt:
wenn die (Gesamt-)Masse erhalten bleibt, ist der Stof elastisch. Bej einem explosiven

(oder, in der absurden Sprache der populédrwissenschaftlichen Presse, die jeden in Rage
bringt, der den leisesten Respekt fiir dimensionale Stimmigkeit hat: »Masse wird n

Energie umgewandelt“). A
Trotz einer gewissen strukturellen Parallele zwischen der klassischen und der relati-

scher StéBe. Im klassischen Fall sagen wir, dafl die kinetische Energie in eine , innere“

Form von Energie (Wirme, Federspannung etc.) umgewandelt wird oder umgekehrt.
In der relativistischen Analyse sagen wir, daB kinetische Energie zu Ruheenergie wird
oder umgekehrt. Wie kann das iberhaupt Zusammenpassen? Immerhin soll doch die
relativistische Mechanik fiir v < cin die klassische Mechanik iibergehen. Die Antwort
ist, daB alle ,,inneren“ Formen von Energie sich in der Ruheenergie eines Ob jektes wi-
derspiegeln. Eine heifé Kartoffel wiegt mehr als eine kalte Kartoffel; eine gespannte

klein sind. Nur in der Kern- und Teilchenphfsik'sind typische innere Energien mit
den typischen Ruheenergien vergleichbar. Nichtsdestoweniger, wann immer man ein
Objekt wiegt, mift man im Prinzip nicht nur die Massen der Teile, aus denen es
besteht, sondern auch alle seine Wechselvvirkungsenergien. ‘

taglichen Leben véllig vernachléssigbar und selbst bej atomaren Abmessungen sehr

3.5 Beispiele und Anwendungen

Ob eine bestimmte Aufgabe zwei Zeilen oder sieben Seiten beansprucht, héngt ein
gutes Stiick davon ab, wie geschickt und erfahren man darin ist, die Werkzeuge und

*In der alten Terminologie wiirden wir sagen,
die Ruhemasse.

daB die relativistische Masse erhalten ist, aber nicht
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O ~—0 oo
” , ” M Abbildung 3.3: Ein klebriger StoB zweier glei-
Vorher - Nachher cher Massen (Beispiel 3.1).

~ Tricks des Gewerbes zu handhaben. Ich schlage vor, nun ein paar Beispiele durchzu-
arbeiten, wobei ich nebenher auf einige arbeitssparende Mittel hinweisen werde, die

Thnen zugénglich sind.?

Beispiel 3.1

 Zwei Lehmklumpen, jeder mit Masse m und Geschwindigkeit —gc, stoflen frontal
aufeinander (Abb. 3.3). Sie bleiben zusammen kleben. Frage: Welche Masse M
hat der zusammengesetzte Klumpen im Endzustand? ‘
Lésung. Die Energieerhaltung besagt, daB Ey + E, = Eyr ist. Die Impulser-
haltung besagt, daB p, + p, = py, gilt. In diesem Fall ist die Impulserhaltmig
trivial: p;, = —p,, so dafl der Klumpen des Endzustands ruht (was von vorn-
herein offensichtlich war). Die Anfangsenergien sind gleich, und somit liefert die

Energieerhaltung

: 2
M =2E, = —2m¢ __ _ §(2mc2)

V1-(3/5)2 4%

.Folgerung: M = —g-m. Beachten Sie, daff dies grifer als die Summe der beiden
Ausgangsmassen ist; in klebrigen Sté8en wird kinetische Energie in Ruheenergie
umgewandelt, so daf die Masse zunimmt.

Beispiel 3.2 o . _
Ein Teilchen mit Masse M, das anfangs ruht, zerfallt in zwei Teile von je-

weils der Masse m (Abb. 3.4). Frage: Welche Geschwindigkeit hat jedes der
wegfliegenden Teile? ' , ' v : L
Lésung. Dies ist natiirlich das Gegenstiick zu dem Proze8 aus Beispiel 3.1. Die
Impulserhaltung ergibt lediglich, daB die zwei Klumpen mit gleicher Geschwin-
digkeit in entgegengesetzte Richtungen davonfliegen. Die Energieerhaltung er-
fordert, daf3 ' ' ‘ ’

M= __am und somit v = ¢\/1 — (2m/M)?

V1=v2/c%’

sein muf}. Diese Antwort ergibt physikalisch nur einen Sinn, wenn M grofler als
2m 1st; es muf zumindest geniigend Ruheenergie zur Verfiigung stehen, um die-

v ' v
O ~—0 O—
' ” ” Abbildung 3.4: Ein Teilchen zerfillt in zwei -

M
gleiche Teile (Beispiel 3.2).

Vorher Nachher
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, o

T “ .
5 :
Vorher Nachher ~  Abbildung 3.5: Zerfall eines geladenen Pions (Beispiel 3.3).

Schwelle fiir den ProzeB M — 2m ist. Das Deuteron liegt beispielsweise unter-
halb der Schwelle fiir den Zerfall in ein Proton und ein Neutron (M; = 1875, 6
MeV/c?; my +m, = 1877,9 MeV/c?) und ist somit stabil. Ein Deuteron kann
gespalten werden, aber nur, indem geniigend Energie in das System gepumpt
wird, um fiir die Differeng aufzukommen. (Sie mogen iiberrascht sein, daB ein

Beispiel 3.3 ' L ' _
' Ein ruhendes Pion zerfillt in ein Myon und ein Neutrino (A_bb. 3.5). Frage:

Welche Geschwindigkeit hat das Myon? | | |
Lésung. Die Energieerhaltung verlangt B = E, + E,. Die Impulserhaltung
ergibt p,_ = P, +p,; aber p. = 0, so-daf P, = —p, ist. Somit fliegen Myon
und Neutrino mit gleichen Impulsen, aber in entgegengesetzte Richtungen. »
Um weiterzukonimen, benStigen wir eine Formel, die die Beziehung der Ener-
gie eines Teilchens zu seinem Inpuls herstellt; Gleichung (3.42) ist dafiir gerade
richtig. [Sie kénnten versucht gewesen sein, Gleichung (3.38) fiir die Geschwin.

beit in der Relativititstheorie eine ungeeignete GréBe. Es ist besser, Gleichung
(3.42) zu benutzen, die einen direki zwischen E' und p hin- und herbringt.]

Vbrschlay 1. Um die Enefgie eines Teilchens zu érhalten, deSsen
Impuls Sie kennen, benutzen Sie die Invariante
E? —p?c® = m2et (3.49)

Fir den vorliegenden Fall heifit das:

E, = m,c?

E, = ¢q/mZc? +p

E’/ = ’pu’c: lp,u,c
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Setzen wir dies in die Gleiéhung fiir die Energieerhaltung ein, erhalten wir
mec® = ey /fnzc2'+pz -+ [p”]c

(mrc = Ip,l)* = m}c® + p}

oder

Nach |p,,| aufgélést, erhalten wir

2 2

my —m,

[p,| = I —

Wihrenddessen ist die Energie des Myons [gemaB Gleichung (3.49)]

E/J — m"% + mf‘ 62 . {A.,\> |

2mg L

Kennen wir erst einmal die Energie und den Impuls eines Teilchens, ist es ein-

fach, seine Geschwindigkeit zu finden. Wenn £ = yme? und p = ymwv sind,
ergibt die Division
p/E=v/c

Vofschlag'?. Wenn Sie die Energie und den Impuls eines Teilchens kennen -
und Sie seine Geschwindigkeit bestimmen wollen, benutzen Sie

A v=pc?/E ‘ (3.50)
Die 'Antwort zu unserer Aufgabe ist demnach , | ‘
m2 —m?
'l)ﬂ:—————-—-—-m2+m20 o - S
Heq “p L i)

Die richtigen Massen eingesetzt, erhalten wir v, = 0,271c.
Diese Rechnung ist durchaus richtig; sie nutzte zielgerichtet und systematisch
die Erhaltungssétze. Aber ich mdchte Thnen jetzt einen schnelleren Weg zeigen,
die Energie und den Impuls des Myons zu finden: unter Verwendung von Vie-.
rervektoren. [Ich sollte einen Exponenten u an alle Vierervektoren schreiben,
aber ich m&chte nicht, daf8 Sie den Raumzeitindex p mit dem Teilchenkiirzel p

- verwechseln, so daB ich hier, wie zukiinftig noch oft, die Raumzeitindizes un-
terdriicken und einen Punkt benutzen werde, um das Skalarprodukt anzuzeigen.]
Die Energie- und die Impulserhaltung bedingen : ‘

Pr = pup +py, oderp, =Pr —DPu
Nimmt man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit sich selbst, erhalt man

P2 =D: +p2 —20r - P,
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Aber:

w2 . .2 2.9 B E,
pu“"O) pw"mvrc) c T:me,u

pi = mﬁc2; und py - p, =
Daher gilt

2
' O:mwcz+mic2~2meu

woraus man £, direkt erhalt. Derselbe Ansatz ergibt

Pu=Dpr —p,
Quadrieren liefert |

Aber £, = [p,,lcbz [P,le, so daB

2malp,| = (m2 — m2)c

ist, woraus wir ]p”[ erhalten. In diesem Fall war dj

dafl die Einsparungen durch die Vierervektorschre
komplizierteren Pr

e Aufgabe einfach genug, so

ibweise mager sind, aber in
oblemstellungen kénnen die Vorteile betrichtlich sein.

Vorschlag 3. Bénutzen Sie die Vierervektorschreibweise und nutzen Sie
die Invarianz des Skalarproduktes aus. R

den Teilchen) ein Proton-Antiproton-Paar. Frage: Wie groB ist die Schwellen-
energie fiir die Reaktion (d.h., die minimal notwendige Energie des einlaufenden
Protons)?

Lésung. Im Labor sieht der Proze8 w
system sieht er wie in Abbildung 3.6

*Hiufig findet sich auch »CM-System® fiir englisch Center-of-Momentum Sysiem. (Der
Ubersetzer) '

ie in Abbildung 3.6a aus; im Schwerpunkt-
b aus. Wie lautet nun die Bedingung fiir die
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Vorher Nachher

Abbﬂdung 36:p+p—p+p+p+p (a) Im Laborsystem; (b) im Schwerpunktsystem

Schwellenenergie? Antwort: Sie muf gerade so grof sein, um die zwel zusitzli- . .
chen Teilchen zu erzeugen. Im Laborsystem ist schwer erkennbar wie wir diese.

Bedmgung formulieren wiirden, aber im Schwerpunktsystem ist es einfach: Alle
vier Teilchen im Endzustand missen ruhen, ohne daB Energie in Form von
kinetischer Energie ,verschwendet® wird. (Im Laborsystem ist das natiirlich
unmdéglich, da d1e Impulserhaltung verlangt, dafl es einen Rest an Bewegung
gibt.)

Sei pi., der gesamte Energle—Impuls—Vlerervektor im La,borsystem da er erhal-
ten bleibt, macht es keinen Unterschied, ob wir ihn vor oder nach der Kolhsmn
bestlmmen Wn' Wollen es vorher tun:

pé‘ot = (———T": Ipl: OJ O)

worin E und P Energ1e und Impuls des einlaufenden Protons sind; m ist dle Pro-
tonmasse. Sei pit, der gesamte Energle—Impuls—Vlerervektor im Schwerpunktsy—
stem. Wieder kénnen wir ihn vor und nach der Kolhslon bestlmmen dieses Mal

machen wir es nachher:
' ptot - (4mc O 0 0)

da (an der Schwelle) alle vier Teilchen ruhen. Nun ist ganz offensichtlich p, #
ply;, aber d1e invarianten Produkte ppsoepl und putotptot sind gleich:

5 |
(—f— + mc) —-p? = (4mc)2

Indem wir dle Standardbezichung (3. 49) benutzen, um p? zu ersetzen und nach

E auflbsen, erhalten wir
E = 7mc

Offensichtlich muB das einlaufende Proton eine kinetische Energie haben, die
mindestens sechs Mal seiner Ruheenergie entspricht, damit dieser Proze8 statt-

finden kann. (Und tatsichlich wurden die ersten Antlprotonen entdeckt, als die
Maschme etwa 6000 MeV erreichte.)

i
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Dies ist vielleicht ein gute Gelegenheit, den Unterschied zwischen einer Erhaltungs-
und einer invarianten GréBe zu betonen. Energie ist erhalien — derselbe Wert nach,
der Kollision wie vorher ~, aber sie ist nicht invariant. Masse ist invariant — dieselbe
in allen Inertialsystemen —, aber sie ist nicht erhalten. Einige Gréfen sind sowohl
‘Invariant als auch erhalten; viele sind weder noch. Wie Beispiel 3.4 andeutet, kann die
geschickte Ausnutzung von Erhaltungs- und invarianten GréBen eine Menge unschéner
Algebra ersparen. Es beweist ebenso, daf einige Probleme im Schwerpunktsystem
leichter zu 15sen sind, wohingegen andere im Laborsystem leichter zu handhaben sein

mogen.

Vorschlag 4. Wenn sich ein Problem im Laborsysteni als unhandlich
erweist, versuchen Sie, es im Schwerpunktsystem zu 1Gsen.

Selbst wenn man es mit etwas Komplizierterem als einer Kollision zweier identischer
Teilchen zu tun hat, ist das Schwerpunktsystem (in dem p,,, = 0) immer noch ein
niitzliches Bezugssystem, denn in diesem System ist die Impulserhaltung trivial: N ull
vorher, Null nachher. Aber Sie kénnten sich fragen, ob es auch immer ein Schwer-
punktsystem gibt. Oder in anderen Worten: Angenommen, wir hitten eine Teilchen-
schar mit Massen my, ma, mg, ... und Geschwindigkeiten V1,V2,3,..., gibt es dann

—

| Etot = Z%-Vmicz;‘ Prot = Z')’imz‘"’i ' (3.51)

Da pl.; ein Vierervektor ist, kénnen wir die Lorentztransformationen benutzen, um
den Impuls im System .5’ zu finden, das sich mit der Geschwindigkeit v in die Richtung

von p,,, bewegt: - , o
,_P:‘ot, =7 (Iptot, - :6 ) 20t>

Dieser Impuls wird ihébesondere zu Null, wenn v wie folgt gewihlt wird

— lptbtlc — ,Z'ﬁmzvz,
Biot - Y yymyc

v o 2 yimi(vi/c)
cT X vmy 7 v v
<c 1st, kénnen wir sicher sein, daf8 v < ¢ gilt.* Somit existiert das Schwer-

und da v;
mmer, und seine Geschwindigkeit bezogen auf das Laborsystem ist ge-

punktsystem i

*Ich setze stillschweigend voraﬁs, daf We,njgstens eines der Teilchen massiv ist. Wenn alle von

.-ihnen masselos sind, kénnen wir v = ¢ erhalten, und in diesem Fall gibt es kein Schwerpunktsystem.
Zum Beispiel gibt es kein Schwerpunktsystem fiir ein einzelnes Photon. ~
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AO— =08 AO——— 05
(a) ' - )
Abbildung 3.7:

Zwei experimentelle Anordnungen: (a) kollidierende Strahlen; (b) ruhendes Target.

geben durch
DyoiC :

Voum Ewt (352)
Wenn wir auf die Antwort zu Beispiel 3.4 guriickblicken, erscheint es sonderbar, dafl es
einer kinetischen Einschuflenergie von sechs mal der Ruheenergie des Protons bedarf,
um ein p-p-Paar zu erzeugen. Schlieflich erschaffen wir nur 2me? an neuer Ruhe-
energie. Dieses Beispiel illustriert die Ineffizienz der Streuung an ruhenden Targets;
die Impulserhaltung zwingt uns, eine Menge Energie fiir kinetische Energie im End-
zustand zu verschwenden. Hitten wir die zwei Protonen frontal aufeinander schie—~
Ben kénnen, wire das Laborsystem selbst das Schwerpunktsystem gewesen und es—’
hétte geniigt, jedem Proton eine kinetische Energie von lediglich me? mitzugeben, ein
Sechstel dessen, was ein Festtarget-Experiment erfordert. Diese Erkenntnis fiihrte in
den’ frithen 70ern zu der Entwicklung sogenannter Speicherringe mit gegeneinander
umlaufenden Strahlen (s. Abb. 3.7). Heute ist praktisch jede neue Maschine in der

Hochenergiephysik ein solcher Speicherring.

Beispiel 3.5 , ‘ |
Nehmen wir an, zwei gleiche Teilchen, jedes mit Masse r und kinetischer Ener-

gie T', kollidieren frontal. Frage: Wie groB ist ihre relative kinetische Energie 7"

(d.h., die kinetische Energie des einen im Ruhesystem: des anderen)?

Losung: Es gibt viele verschiedene Méglichkéitén, diese Aufgabe zu bearbeiten. B
Eine schnelle Methode ist, den Gesamt- Viererimpuls im Schwerpunkt- und im
Laborsystem hinzuschreiben ' '

28 [ E'+me? g
pézot = ("E"?O) ; pé‘o,t = (“‘"C-""":pl , o
(Ptot)? = (plyy)? 2zu setzen:

2E\? _ (E'+me\?
<) T\ ¢ )P

Gleichung (3.49) zu benutzen, um p’ zu ersetzen

2E* = mc*(E' + mc?)

und die Antwort gemi T' = E — mc? und 7" = E' — me? auszudriicken

”T’__—.4T(1+ T) | (353)

2mc?

Die klassische Antwort wire 7" = 4T gewesen, was-sich aus dem Ausdruck fiir
T < mc? ergibt. (Im Ruhesystem von B hat A klassisch gesehen die doppelte
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2. Wenn Sie tiefer in die Materie eindringen wollen, schlage ich R. Hagedorn, Re-.
lativistic Kinematics (New York: Benjamin, 1964) vor. '



