
Aufgabe 1
Seien f : R2 ! R und F : R2 ! R2 zweimal bzw. einmal stetig di↵erenzierbar.
Wir erklären den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator durch

rf :=


@1 f
@2 f

�
, divF := @1 F1 + @2 F2, �f := divrf := (@2

1 + @2
2)f.

Ferner definieren wir Polarkoordinaten x = �(r,') im R2 durch

� : (0,1)⇥ (0, 2⇡) �! R2

(r,') 7�! r


cos'
sin'

�
.

(i) Bestimmen Sie J� und J�1
� .

(ii) Normieren Sie @r � und @' � zu Einheitsvektoren er und e'.

(iii) Bestimmen Sie rf , divF und �f in Polarkoordinaten, d.h., zeigen Sie

(rf) � � = @r(f � �)er + 1

r
@'(f � �)e',

(divF ) � � = h@r(F � �), eri+ 1

r
h@'(F � �), e'i,

(�f) � � = (@2
r +

1

r
@r +

1

r2
@2
')(f � �).

(iv) Bestimmen Sie r(f � �) in kartesischen Koordinaten.

Aufgabe 2
Wie Aufgabe 1 nur im R3, dh., mit Kugelkoordinaten

� : (0,1)⇥ (0, 2⇡)⇥ (�⇡/2, ⇡/2) �! R3

(r,', ✓) 7�! r

2

4
cos' cos ✓
sin' cos ✓

sin ✓

3

5 .

Aufgabe 3
Bestimmen Sie alle Lösungen von

�u = 0

für zweimal stetig di↵erenzierbare u : R3 ! R der Gestalt u � �(r,', ✓) = U(r).



Aufgabe 4
Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten

Z

⌦

f(x) dx

für

⌦ := {x 2 R2 : 1 < |x|2 < 2, x1 > 0} und f(x) :=
1p

1 + |x|2
,

⌦ := {x 2 R2 : 0 < x2
1 + x2

2 < R2, x2 > 0} und f(x) :=
x2p

x2
1 + x2

2

,

⌦ := {x 2 R2 : 1 < (x1 � ⇠1)
2 + (x2 � ⇠2)

2 < |⇠|2} und f(x) := |x|2

mit R > 0 und ⇠ 2 R2.

Aufgabe 5
Berechnen Sie das Integral

Z

⌦

7x1x
2
2 dx,

wobei ⌦ ⇢ R2 im ersten Quadranten zwi-
schen x1 + x2 = 1 und

p
x1 +

p
x2 = 1

liegt.

Aufgabe 6
Bestimmen Sie das Volumen des Durch-
schnitts der beiden Zylinder Z2 und Z3,
wobei für n 2 {1, 2, 3}

Zn := {x 2 R3 : |x|2 � x2
n < 1}.

Aufgabe 7
Bestimmen Sie den Schwerpunkt s des Einheitstetraeders

T := {x 2 R3
+ : x1 + x2 + x3 < 1},

d.h., mit |T | :=
Z

T

1 dx den Vektor

s :=
1

|T |

Z

T

x dx =
1

|T |

2

64

R
T x1 dx
R
T x2 dx
R
T x3 dx

3

75 .



Aufgabe 8
Berechnen Sie das Volumen des Bereichs
zwischen dem parabolischen Zylinder Z
und dem elliptischen Paraboloid P mit

Z := {x 2 R3 : x3 = 4� x2
2},

P := {x 2 R3 : x3 = 2x2
1 + x2

2}.

Aufgabe 9
Aus einer Kugel mit Radius R > 0
wird ein zylindrisches Loch mit Radius
R/2 so ausgebohrt, daß der Kugelmit-
telpunkt auf dem Rand des Bohrlochs
liegt. Welches Volumen bleibt übrig?

Aufgabe 10
Aus einer Kugel mit Radius R > 0 wird ein
zylindrisches Loch mit Radius r < R so aus-
gebohrt, daß die Bohrachse durch den Ku-
gelmittelpunkt verläuft. Welches Restvolu-
men bleibt übrig? Welches Trägheitsmoment
T hat der Bohrkern B bei Drehung um die
Bohrachse, d.h., z.B.

T :=

Z

B

(x2
1 + x2

2) dx =?



Aufgabe 11
Berechnen Sie die Trägheitsmomente Tn von

⌦ := {x 2 R3 : x4
1 + 2x2

1x
2
2 + x4

2 < x3 < x2
1 + x2

2}

bei Drehung um die Koordinatenachsen, d.h., für
n = 1, 2, 3

Tn :=

Z

⌦

(|x|2 � x2
n) dx.

Aufgabe 12
Eine Pyramide P soll die Höhe h > 0 und als
Grundfläche ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlänge ` > 0 haben. Skizze! Geben Sie eine
(möglichst einfache) Beschreibung von P als
Punktmenge des R3 an. Berechnen Sie sodann das
Volumen und den Schwerpunkt der Pyramide P .

• Vortrag 1: Aufgabe 1, Aufgabe 2, Aufgabe 3
(Tim Vogel)

• Vortrag 2: Aufgabe 4, Aufgabe 5

• Vortrag 3: Aufgabe 6, Aufgabe 7
(Linell Dehne)

• Vortrag 4: Aufgabe 8
(Jonathan Linz)

• Vortrag 5: Aufgabe 9, Aufgabe 10
(Anna Pauline Konrad)

• Vortrag 6: Aufgabe 11
(Gwenda Roselene Rode)

• Vortrag 7: Aufgabe 12
(Lisa-Marie Meixner)
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Campus Essen
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Mathematik für Chemiker II
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Lösungen der Hausaufgaben bis

Dienstag, 22. Juni,
in den Kasten vor dem Dekanat der Mathematik einwerfen!

Aufgabe G1

Bestimmen Sie die maximalen Definitionsbereiche, und berechnen Sie alle parti-

ellen Ableitungen bis zur Ordnung zwei von:

(i) e(x, y) := 13x� 5y

(ii) f(u, v) := u2 � 4uv + 4v2
+ 33u� v

(iii) g(↵, �) := sin(3↵� 4�3
+ 1)

(iv) h(r, s) := r2s exp(sin(s2
)) ln(r/s)

Aufgabe G2

Kann eine zweimal stetig di↵erenzierbare Funktion f die partiellen Ableitungen

@s f(s, t) = 10st� t2, @t f(s, t) = sin(st)� 2st

besitzen?

Aufgabe G3

Seien x, y : R ! R und f : R2 ! R di↵erenzierbar und f(x(t), y(t)) = c konstant.

Zeigen Sie

rf(x(t), y(t))?

x0

(t)
y0(t)

�
.



Aufgabe G4

Seien f : R2 ! R und F : R2 ! R2
zweimal bzw. einmal stetig di↵erenzierbar.

Wir erklären den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator durch

rf :=


@1 f
@2 f

�
, div F := @1 F1 + @2 F2, �f := divrf := (@2

1 + @2
2)f.

Ferner definieren wir Polarkoordinaten x = �(r,') im R2
durch

� : (0,1)⇥ (0, 2⇡) �! R2

(r,') 7�! r


cos '
sin '

�
.

(i) Bestimmen Sie J� und J�1
� .

(ii) Normieren Sie @r � und @' � zu Einheitsvektoren er
und e'

.

(iii) Bestimmen Sie rf , div F und �f in Polarkoordinaten, d.h., zeigen Sie

(rf) � � = @r(f � �)er
+

1

r
@'(f � �)e',

(div F ) � � = h@r(F � �), eri+
1

r
h@'(F � �), e'i,

(�f) � � = (@2
r +

1

r
@r +

1

r2
@2

')(f � �).

(iv) Bestimmen Sie r(f � �) in kartesischen Koordinaten.



Aufgabe H1 (10 Punkte)
Es seien u, v : R2 ! R durch

u(x, y) := � exp(�x) cos(y) + 2y, v(x, y) := exp(�x) sin(y)� 2x

gegeben. Gelten @x u = @y v und @x v = � @y u? Berechnen Sie �u und �v.

Aufgabe H2 (10 Punkte)
Lösen Sie die van der Waalsche Gleichung RT = (p + a/V 2

)(V � b) nach den

Variablen T = T (p, V ) und p = p(T, V ) auf, und bestimmen Sie @p T , @V T sowie

@T p, @V p.

Aufgabe H3 (10 Punkte)
Wie Aufgabe G4 nur im R3

, dh., mit Kugelkoordinaten

� : (0,1)⇥ (0, 2⇡)⇥ (�⇡/2, ⇡/2) �! R3

(r,', ✓) 7�! r

2

4
cos ' cos ✓
sin ' cos ✓

sin ✓

3

5 .

Aufgabe H4 (10 Punkte)
Bestimmen Sie alle Lösungen von

�u = 0

für zweimal stetig di↵erenzierbare u : R3 ! R der Gestalt u � �(r,', ✓) = U(r).

Aufgabe H5 (10 Punkte)
Seien x1, x2, x3 : R ! R di↵erenzierbar und |x(t)|2 = r2

konstant. Zeigen Sie

x(t)?x0
(t).
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Lösungen der Hausaufgaben bis

Dienstag, 20. Juli,
in den Kasten vor dem Dekanat der Mathematik einwerfen!

Aufgabe G1

Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten

Z

⌦

f(x) dx

für

⌦ := {x 2 R2 : 1 < |x|2 < 2, x1 > 0} und f(x) :=
1p

1 + |x|2
,

⌦ := {x 2 R2 : 0 < x2
1 + x2

2 < R2, x2 > 0} und f(x) :=
x2p

x2
1 + x2

2

,

⌦ := {x 2 R2 : 1 < (x1 � ⇠1)
2
+ (x2 � ⇠2)

2 < |⇠|2} und f(x) := |x|2

mit R > 0 und ⇠ 2 R2
.

Aufgabe G2

Berechnen Sie das Integral

Z

⌦

7x1x
2
2 dx,

wobei ⌦ ⇢ R2
im ersten Quadranten zwi-

schen x1 + x2 = 1 und
p

x1 +
p

x2 = 1

liegt.

Aufgabe G3

Bestimmen Sie das Volumen des Durch-

schnitts der beiden Zylinder Z2 und Z3,

wobei für n 2 {1, 2, 3}

Zn := {x 2 R3 : |x|2 � x2
n < 1}.



Aufgabe H1 (10 Punkte)
Bestimmen Sie den Schwerpunkt s des Einheitstetraeders

T := {x 2 R3
+ : x1 + x2 + x3 < 1},

d.h., mit |T | :=

Z

T

1 dx den Vektor

s :=
1

|T |

Z

T

x dx =
1

|T |

2

64

R
T x1 dx

R
T x2 dx

R
T x3 dx

3

75 .

Aufgabe H2 (10 Punkte)
Berechnen Sie das Volumen des Bereichs

zwischen dem parabolischen Zylinder Z
und dem elliptischen Paraboloid P mit

Z := {x 2 R3 : x3 = 4� x2
2},

P := {x 2 R3 : x3 = 2x2
1 + x2

2}.

Aufgabe H3 (10 Punkte)
Aus einer Kugel mit Radius R > 0

wird ein zylindrisches Loch mit Radius

R/2 so ausgebohrt, daß der Kugelmit-

telpunkt auf dem Rand des Bohrlochs

liegt. Welches Volumen bleibt übrig?

Aufgabe H4 (10 Punkte)
Berechnen Sie die Trägheitsmomente Tn von

⌦ := {x 2 R3 : x4
1 + 2x2

1x
2
2 + x4

2 < x3 < x2
1 + x2

2}

bei Drehung um die Koordinatenachsen, d.h., für

n = 1, 2, 3

Tn :=

Z

⌦

(|x|2 � x2
n) dx.



Aufgabe F1 (20 Punkte)
Aus einer Kugel mit Radius R > 0 wird ein zylin-

drisches Loch mit Radius r < R so ausgebohrt,

daß die Bohrachse durch den Kugelmittelpunkt

verläuft. Welches Restvolumen bleibt übrig? Wel-

ches Trägheitsmoment T hat der Bohrkern B bei

Drehung um die Bohrachse, d.h., z.B.

T :=

Z

B

(x2
1 + x2

2) dx =?

Aufgabe F2 (20 Punkte)
Eine Pyramide P soll die Höhe h > 0 und als

Grundfläche ein gleichseitiges Dreieck mit der

Seitenlänge ` > 0 haben. Skizze! Geben Sie eine

(möglichst einfache) Beschreibung von P als

Punktmenge des R3
an. Berechnen Sie sodann das

Volumen und den Schwerpunkt der Pyramide P .
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Lösungsvorschlag

Aufgabe H1

Der Tetraeder T stellt einen Normalbereich dar, denn z.B. ist

T = {x 2 R3 : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1� x1, 0 < x3 < 1� x1 � x2}.
Dann gelten

|T | =

Z

T

1 dx =

Z 1

x1=0

Z 1�x1

x2=0

Z 1�x1�x2

x3=0

1 dx3 dx2 dx1

=

Z 1

x1=0

Z 1�x1

x2=0

(1� x1 � x2) dx2 dx1

=
1

2

Z 1

x1=0

(1� x1)
2 dx1 =

1

3!
=

1

6
,

Z

T

x1 dx =

Z 1

x1=0

Z 1�x1

x2=0

Z 1�x1�x2

x3=0

x1 dx3 dx2 dx1

=
1

2

Z 1

x1=0

x1|{z}
#

(1� x1)
2

| {z }
"

dx1 =
1

3!

Z 1

x1=0

(1� x1)
3 dx1 =

1

4!
=

1

24

und daher s =
1

4

2

4
1

1

1

3

5, da T in x1, x2, x3 symmetrisch ist.

Aufgabe H2

Der Raumbereich ⌦ zwischen dem parabolischen Zylinder Z und dem elliptischen

Paraboloiden P wird gegeben durch

⌦ = {x 2 R3 : 2x2
1 + x2

2 < x3 < 4� x2
2}

= {x 2 R3 : |x0| <
p

2, 2x2
1 + x2

2 < x3 < 4� x2
2}, x0 :=


x1

x2

�
,

denn ⌦ 6= ; genau dann, wenn 2x2
1 + x2

2 < 4 � x2
2, d.h., 2x2

1 + 2x2
2 < 4, also

|x0|2 < 2. Wir integrieren direkt und benutzen am Ende noch Polarkoordinaten

im R2

|⌦| =

Z

⌦

1 dx =

Z

|x0|<
p

2

Z 4�x2
2

x3=2x2
1+x2

2

1 dx3 dx0 = 2

Z

|x0|<
p

2

(2� |x0|2) dx0

= 4⇡2� 2

Z p
2

r=0

Z 2⇡

'=0

r2r d' dr = 8⇡ � 4⇡4/4 = 4⇡.

1



Aufgabe H3

Wählen wir die Kugel

K := U(0, R) := {x 2 R3 : |x| < R}

und den unendlichen Zylinder (ohne Rand) Z mit

Radius ⇢ := R/2, der die Gerade

g := {⇢e1
+ �e3 : � 2 R}

als Mittelachse besitzt, so ist die Schnittmenge

L := K \ Z gerade unser Bohrloch. Wir wollen

das zu bestimmende Integral in Zylinderkoordina-

ten ausrechnen, d.h.,

x = �(r,', t) :=

2

4
r cos '
r sin '

t

3

5 , J�(r,', t) =

2

4
cos ' �r sin ' 0

sin ' r cos ' 0

0 0 1

3

5

und det �
0
(r,', t) = det J�(r,', t) = r. Wir erhalten dann

x = �(r,', t) 2 L

, r2
+ t2 < R2 ^

��

x1

x2

�
�R/2


1

0

� ��2 < R2/4

, r2
+ t2 < R2 ^ (r cos '�R/2)

2
+ r2

sin
2 ' < R2/4

, r2
+ t2 < R2 ^ r2 �Rr cos ' < 0

, r2
+ t2 < R2 ^ r �R cos ' < 0.

Da die zweite Bedingung nur für positive cos ' erfüllt werden kann, folgt

x = �(r,', t) 2 L

, r2
+ t2 < R2 ^ �⇡/2 < ' < ⇡/2 ^ r < R cos '

, �⇡/2 < ' < ⇡/2 ^ r < R cos ' ^ |t| < (R2 � r2
)

1
2

,: (r,', t) 2 ⌦.

Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini gilt dann für integrierbare

Funktionen f
Z

L

f(x) dx =

Z

⌦

f(�(r,', t)) r d(r,', t)

=

Z ⇡
2

'=�⇡
2

Z R cos '

r=0

Z (R2�r2)
1
2

t=�(R2�r2)
1
2

f(�(r,', t)) r dt dr d'.

2



Mit diesen Vorbereitungen können wir das Volumen des Bohrloches bestimmen:

|L| =

Z

L

1 dx =

Z ⇡
2

'=�⇡
2

Z R cos '

r=0

Z (R2�r2)
1
2

t=�(R2�r2)
1
2

r dt dr d'

= 2

Z ⇡
2

'=�⇡
2

Z R cos '

r=0

r(R2 � r2
)

1
2 dr d'

= �2

3

Z ⇡
2

'=�⇡
2

(R2 � r2
)

3
2

���
R cos '

r=0
d'

=
2

3

Z ⇡
2

'=�⇡
2

(R3 �R3| sin '|3) d'

=
2

3
⇡R3 � 4

3
R3

Z ⇡
2

'=0

sin
3 ' d'

=
2

3
⇡R3 � 4

3
R3

Z ⇡
2

'=0

(sin '� sin ' cos
2 ') d'

=
2

3
⇡R3 � 4

3
R3

(� cos ' +
1

3
cos

3 ')

���
⇡
2

'=0
=

2

3
⇡R3 � 8

9
R3

Da das Volumen der Kugel
4
3⇡R3

beträgt, ergibt sich ein Restvolumen von

|K \ L| = |K \ Z| =
2

3
⇡R3

+
8

9
R3.

Aufgabe H4

Wir transformieren auf Zylinderkoordinaten,

d.h.,

x = �(r,', t) =

2

4
r cos '
r sin '

t

3

5 ,

det J�(r,', t) = r.

Wegen x2
1 + x2

2 = |x|2 = r2
läßt sich ⌦ dann wie folgt darstellen:

⌦ = {x 2 R3 : (x2
1 + x2

2)
2

= |x|4 < x3 < |x|2 = x2
1 + x2

2}
= {x = �(r,', t) 2 R3 : r4 < t < r2}

Da r4 < t < r2
nur für 0 < r < 1 erfüllt sein kann, gilt

⌦ = {�(r,', t) 2 R3 : 0  ' < 2⇡, 0 < r < 1, r4 < t < r2}.
Die Substitutionsregel (Transformationssatz) und der Satz von Fubini liefern nun

für beliebige integrierbare Funktionen f
Z

⌦

f(x) dx =

Z 2⇡

'=0

Z 1

r=0

Z r2

t=r4

f(�(r,', t)) r dt dr d'

3



und somit die drei Trägheitsmomente

T1 =

Z

⌦

(x2
2 + x2

3) dx =

Z 2⇡

'=0

Z 1

r=0

Z r2

t=r4

(r2
sin

2 ' + t2) r dt dr d'

= ⇡

Z 1

r=0

r3
(r2 � r4

) dr + 2⇡

Z 1

r=0

r
1

3
t3

���
r2

t=r4| {z }
= 1

3 (r7�r13)

dr

= ⇡(
1

6
� 1

8
) +

2

3
⇡(

1

8
� 1

14
) =

13

168
⇡,

T3 =

Z

⌦

(x2
1 + x2

2) dx =

Z 2⇡

'=0

Z 1

r=0

Z r2

t=r4

r2 r dt dr d'

= 2⇡

Z 1

r=0

r3
(r2 � r4

) dr =
⇡

12

und T2 = T1 wegen Symmetrie.

Aufgabe F1

Wir benutzen wieder Zylinderkoordinaten

x = �(⇢, ', t) =

2

4
⇢ cos '
⇢ sin '

t

3

5 ,

det J�(⇢, ', t) = ⇢.

Bezeichnen wir den o↵enen unendlichen Zy-

linder mit Radius r, dessen Mittelachse die

x3-Achse ist, mit Z(r), so sei unser Bohrkern

gerade B := U(0, R) \ Z(r) und es gilt

x 2 B , |x| < R ^ x2
1 + x2

2 < r2.

Die Übersetzung in Zylinderkoordinaten lautet dann

x = �(⇢, ', t) 2 B , ⇢2
+ t2 < R2 ^ ⇢2 < r2

, 0  ' < 2⇡ ^ ⇢ < r ^ |t| < (R2 � ⇢2
)

1
2 .

Damit erhalten wir als Volumen des Bohrkerns

|B| =

Z

B

1 dx =

Z 2⇡

'=0

Z r

⇢=0

Z (R2�⇢2)
1
2

t=�(R2�⇢2)
1
2

⇢ dt d⇢ d' = 4⇡

Z r

⇢=0

⇢(R2 � ⇢2
)

1
2 d⇢

= �4

3
⇡(R2 � ⇢2

)
3
2

���
r

⇢=0
=

4

3
⇡R3 � 4

3
⇡(R2 � r2

)
3
2 .

4



Da das Volumen der Kugel
4
3⇡R3

beträgt, ergibt sich nach der Bohrung ein Rest-

volumen von
4
3⇡(R2 � r2

)
3
2 . Für das Trägheitsmoment bestimmen wir schließlich

T =

Z

B

(x2
1 + x2

2) dx =

Z 2⇡

'=0

Z r

⇢=0

Z (R2�⇢2)
1
2

t=�(R2�⇢2)
1
2

⇢3 dt d⇢ d'

= 4⇡

Z r

⇢=0

⇢3
(R2 � ⇢2

)
1
2 d⇢

= · · · =
8

15
⇡R5 � 8

15
⇡R2

(R2 � r2
)

3
2 � 4

5
⇡r2

(R2 � r2
)

3
2 ,

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben.

Aufgabe F2

Wir beginnen zunächst mit einer

Darstellung eines (o↵enen) gleich-

seitigen Dreiecks �, welches wir

dem ersten Bild entsprechend in das

x1-x2-Koordinatensystem legen. Mit

dem Satz von Pythagoras bestim-

men wir aus (a/2)
2

+ b2
= a2

die

Größe b =

p
3

2 a und erhalten so die

Grenzen für die erste Koordinate

0 < x1 <

p
3

2
a.

6

-r r

r

r

x1

x2

a

a
b

a/2

�a/2

s1 x1

x2

✏

M

⇡/3

⇡/6

s =


s1

0

�

�

Mit Hilfe des Tangens oder Strahlensatzes ergibt sich bei festem x1 ein maximales

bzw. minimales x2 durch

a/2� |x2|
x1

=
a/2

b
=

1p
3
, also |x2| =

a

2
� 1p

3
x1.

Damit läßt sich das gleichseitige Dreieck � durch

� = {x 2 R2 : 0 < x1 <

p
3

2
a, |x2| <

a

2
� 1p

3
x1}

darstellen. Wenn P eine gerade Pyramide werden soll, so ist ihre Spitze

S =


s
h

�
=

2

4
s1

0

h

3

5 ,

wobei s der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten (oder Winkelhalbierenden) un-

seres Dreiecks � ist. Der ersten Skizze entnehmen wir

1p
3

= tan
⇡

6
=

s1

a/2
) s1 =

a

2
p

3
) S =

2

4
a

2
p

3

0

h

3

5 .

5



Indem wir nun linear jeden Punkt des Dreiecks �

mit der Spitze S der Pyramide durch eine Strecke

verbinden, erhalten wir eine Darstellung unserer

(o↵enen) Pyramide P , nämlich

P = {x = �(u, v, t) 2 R3 : (u, v, t) 2 ⌦}

mit ⌦ := �⇥ (0, 1) und

�(u, v, t) := (1� t)

2

4
a

2
p

3

0

h

3

5 + t

2

4
u
v
0

3

5 ,

d.h.,

⌦ = {

2

4
u
v
t

3

5 2 R3 : (u, v) 2 �, 0 < t < 1}

= {

2

4
u
v
t

3

5 2 R3 : 0 < u <

p
3

2
a, |v| <

a

2
� 1p

3
u, 0 < t < 1}.

Wegen

J�(u, v, t) =

2

4
t 0 u� a

2
p

3

0 t v
0 0 �h

3

5 , | det J�(u, v, t)| = t2h

liefern der Transformationssatz und der Satz von Fubini (⌦ ist ein Normalgebiet!)

für integrierbare Funktionen f
Z

P

f(x) dx =

Z

⌦

f(�(u, v, t)) t2h d(u, v, t)

=

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

Z 1

t=0

f(�(u, v, t)) t2h dt dv du.

Nun können wir das Volumen |P | und den Schwerpunkt �(P ) von P bestimmen.

Mit

|P |�(P ) =

Z

P

x dx

erhalten wir

|P | =

Z

P

1 dx =

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

Z 1

t=0

t2h dt dv du

=
h

3

Z p
3

2 a

u=0

(a� 2p
3
u) du =

p
3

12
a2h
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und

|P |�1(P ) =

Z

P

x1 dx =

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

Z 1

t=0

((1� t)
a

2
p

3
+ tu) t2h dt dv du

= h

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

(
a

24
p

3
+

1

4
u) dv du = · · · =

a3h

24
,

|P |�2(P ) =

Z

P

x2 dx =

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

Z 1

t=0

tvt2h dt dv du

=
h

4

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

v dv

| {z }
=0

du = 0,

|P |�3(P ) =

Z

P

x3 dx =

Z p
3

2 a

u=0

Z a
2�

1p
3
u

v=�a
2 + 1p

3
u

Z 1

t=0

(1� t)ht2h dt dv du

=
1

12
h2

Z p
3

2 a

u=0

(a� 2p
3
u) du = · · · =

p
3

48
a2h2.

Wir bekommen also

�(P ) =
12p
3a2h

2

4
a3h
24
0p

3a2h2

48

3

5 =

2

4
a

2
p

3

0

h/4

3

5 =


s

h/4

�
.
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