Aufgabe 1
Seien f : R? — R und F : R? — R? zweimal bzw. einmal stetig differenzierbar.
Wir erkldren den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator durch

Vf = |:gl ';:| , div F = 81 F +62 FQ, Af = leVf = (a%_‘_ag)f
2

Ferner definieren wir Polarkoordinaten x = ®(r, ¢) im R? durch

O : (0,00) x (0,27) —» R
A

sin ¢
(i) Bestimmen Sie Jg und Jg'.

(ii) Normieren Sie 9, ® und 9, ® zu Einheitsvektoren e und e?.

(iii) Bestimmen Sie Vf, div F und Af in Polarkoordinaten, d.h., zeigen Sie

(Vf)o(IJzar(foq))er—l—%a@(fo@)e“’,
(Aiv F) o® = (0,(F o ®),¢") + ~{0,(F o ®),¢%),

—@ta oo
(AP)o® = (0240, +-5 02)(f 0 )

(iv) Bestimmen Sie V(f o ®) in kartesischen Koordinaten.

Aufgabe 2
Wie Aufgabe 1 nur im R3, dh., mit Kugelkoordinaten
O : (0,00) x (0,27) X (—7/2,7/2) —> R3
cos p cos 6
(r,p,0) — 1 [sinpcosf
sin 6
Aufgabe 3

Bestimmen Sie alle Lésungen von
Au =0

fiir zweimal stetig differenzierbare u : R® — R der Gestalt u o ®(r, p,0) = U(r).



Aufgabe 4
Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten

/Q f(z) dx

fiir
Q:={reR?: 1< 2> <2, 2, >0} und  f(x) ==
Q:={rcR*:0<2® +25 < R* x>0} und  f(z) ==

Q={reR?:1< (11— &)* + (12— &)° < |6} und f(z) := |z]
mit R > 0 und ¢ € R2.

Aufgabe 5 N

Berechnen Sie das Integral

/ Tx,25 d,
Q

wobei 2 C R? im ersten Quadranten zwi- 3 ( T
schen oy + 2o = 1 und /2, + /72 = 1 ' \
liegt.

Aufgabe 6
Bestimmen Sie das Volumen des Durch-

schnitts der beiden Zylinder Z; und Zj,
wobei fir n € {1,2,3}

Zn ={r e R :|2]* — 22 < 1}.

Aufgabe 7
Bestimmen Sie den Schwerpunkt s des Einheitstetraeders

T := {xERi:aﬁlexg—l—a:g < 1},
d.h., mit |7] := / 1 dx den Vektor
T

fT z1 dx

1 / 1
s =— [ zdxr = — Ty dx
7 Jp " = g |
Jpxsdx



Aufgabe 8
Berechnen Sie das Volumen des Bereichs

zwischen dem parabolischen Zylinder Z
und dem elliptischen Paraboloid P mit

7 ={r €R®:x3 =423},
P:={r € R®: 23 =227 + 23}

Aufgabe 9
Aus einer Kugel mit Radius R > 0

wird ein zylindrisches Loch mit Radius
R/2 so ausgebohrt, dafi der Kugelmit-
telpunkt auf dem Rand des Bohrlochs
liegt. Welches Volumen bleibt iibrig?

Aufgabe 10
Aus einer Kugel mit Radius R > 0 wird ein

zylindrisches Loch mit Radius » < R so aus-
gebohrt, dafl die Bohrachse durch den Ku-
gelmittelpunkt verlauft. Welches Restvolu-
men bleibt iibrig? Welches Trégheitsmoment
T hat der Bohrkern B bei Drehung um die
Bohrachse, d.h., z.B.

T :=/(a:f+x§)dx =7
B




Aufgabe 11
Berechnen Sie die Tragheitsmomente 7, von

Q= {r € R¥: o] + 22303 + 25 < x3 < 27 + 23}

bei Drehung um die Koordinatenachsen, d.h., fiir
n=1,23

T, = /(|3:|2 —22) dx.
Q

Aufgabe 12
Eine Pyramide P soll die Hohe A > 0 und als

Grundflache ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlédnge ¢ > 0 haben. Skizze! Geben Sie eine
(moglichst einfache) Beschreibung von P als
Punktmenge des R? an. Berechnen Sie sodann das
Volumen und den Schwerpunkt der Pyramide P.

Vortrag 1: Aufgabe 1, Aufgabe 2, Aufgabe 3
(Tim Vogel)

o Vertrag2:--Aufeabe4Aufgabes

Vortrag 3: Aufgabe 6, Aufgabe 7
(Linell Dehne)

Vortrag 4: Aufgabe 8
(Jonathan Linz)

Vortrag 5: Aufgabe 9, Aufgabe 10
(Anna Pauline Konrad)

Vortrag 6: Aufgabe 11
(Gwenda Roselene Rode)

Vortrag 7: Aufgabe 12
(Lisa-Marie Meixner)



Universitdt Duisburg-Essen Essen, 8. Juni 2010
Campus Essen
Fakultat fiir Mathematik Dirk Pauly

Mathematik fiir Chemiker 11
7. Ubung im SS 2010

Losungen der Hausaufgaben bis
DIENSTAG, 22. JUNI,
in den Kasten vor dem Dekanat der Mathematik einwerfen!

Aufgabe G1
Bestimmen Sie die maximalen Definitionsbereiche, und berechnen Sie alle parti-
ellen Ableitungen bis zur Ordnung zwei von:

(i) e(z,y) == 13z — 5y

(ii) f(u,v) = u? — duv + 40% + 33u — v
(iii) g(a, 3) := sin(3a — 46° + 1)
(iv) h(r,s) := r’sexp(sin(s?)) In(r/s)

Aufgabe G2

Kann eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f die partiellen Ableitungen
Os f(s,t) = 10st —t*, 0, f(s,t) = sin(st) — 2st
besitzen?

Aufgabe G3
Seien z,y : R — R und f : R? — R differenzierbar und f(z(t),y(t)) = ¢ konstant.
Zeigen Sie

v [



Aufgabe G4
Seien f : R? — R und F : R? — R? zweimal bzw. einmal stetig differenzierbar.
Wir erklaren den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator durch

v/ {gl ﬂ L diVF =0 R+ 0y By, Af = divVf = (24 3)f.
2

Ferner definieren wir Polarkoordinaten x = ®(r, ) im R? durch
® : (0,00) x(0,27) —> R?
el [

sin ¢
(i) Bestimmen Sie Jp und Jg'.

(ii) Normieren Sie 0, ® und 9, ® zu Einheitsvektoren e und e?.

(iii) Bestimmen Sie Vf, div F' und Af in Polarkoordinaten, d.h., zeigen Sie

(V1) o = 0,(f 0 @)c" + - 0, (] o B)e?,
(Av F) o @ = (0,(F o), ') + L (9,(F o ®),¢%),

1 1
(Af)o® = (8 +0,+5 0%)(/ o ®).

(iv) Bestimmen Sie V(f o ®) in kartesischen Koordinaten.



Aufgabe H1 (10 Punkte)
Es seien u,v : R? — R durch

u(z,y) == —exp(—z)cos(y) + 2y, wv(x,y):=exp(—z)sin(y) — 2x

gegeben. Gelten 0, u = 0y v und d, v = — d, u? Berechnen Sie Au und Awv.

Aufgabe H2 (10 Punkte)
Losen Sie die van der Waalsche Gleichung RT = (p + a/V?)(V — b) nach den
Variablen T' = T'(p, V) und p = p(7', V') auf, und bestimmen Sie 0, T, 0y T sowie
Or p, Ov p.

Aufgabe H3 (10 Punkte)
Wie Aufgabe G4 nur im R?, dh., mit Kugelkoordinaten
O : (0,00) x (0,27) X (—=7/2,7/2) — R3
cos @ cos 0
(r,¢,0) — 1 |singcosf
sin ¢
Aufgabe H4 (10 Punkte)

Bestimmen Sie alle Lésungen von
Au =0
fiir zweimal stetig differenzierbare u : R® — R der Gestalt uwo ®(r, ¢, 0) = U(r).

Aufgabe H5 (10 Punkte)
Seien z1, 79,3 : R — R differenzierbar und |z(¢)|*> = r? konstant. Zeigen Sie
x(t)La'(t).
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Universitdt Duisburg-Essen Essen, 6. Juli 2010
Campus Essen
Fakultat fiir Mathematik Dirk Pauly

Mathematik fiir Chemiker 11
11. Ubung im SS 2010

Losungen der Hausaufgaben bis
DiensTAG, 20. JuLr,
in den Kasten vor dem Dekanat der Mathematik einwerfen!

Aufgabe G1

Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten

/Q (@) da

fiir
1
Q={zeR?:1<z]?<2, 21 >0 und f(z) i= ——,
Q:={reR*:0<a}+2}<R? 2o >0} und  f(x) = o
23+ a3
Q:={z € R?:1 < (21— &)° + (12 — &)* < |§|2} und - f(x) = |z
mit R > 0 und £ € R?,
Aufgabe G2 N
Berechnen Sie das Integral
/ 7:1:1:15% dx, ok
Q
wobei 0 C R? im ersten Quadranten zwi- - ==
schen 1 + 2o = 1 und /z1 + /72 = 1 ’ LY
liegt. o] \\
Aufgabe G3

Bestimmen Sie das Volumen des Durch-
schnitts der beiden Zylinder Z, und Zj3,
wobei fiur n € {1,2,3}

Zn ={r e R :|2]* — 22 < 1}.




Aufgabe H1 (10 Punkte)
Bestimmen Sie den Schwerpunkt s des Einheitstetraeders

T::{xERi:z1+x2+:ﬂ3<1},

d.h., mit |7'] := / 1 dx den Vektor
T

Jp a1 dx

1/ 1
S = — rdr = — To dx
7] ), 50 = | e

rT3dx

Aufgabe H2 (10 Punkte)
Berechnen Sie das Volumen des Bereichs

zwischen dem parabolischen Zylinder Z
und dem elliptischen Paraboloid P mit

Aufgabe H3 (10 Punkte)
Aus einer Kugel mit Radius R > 0

wird ein zylindrisches Loch mit Radius
R/2 so ausgebohrt, dafi der Kugelmit-
telpunkt auf dem Rand des Bohrlochs
liegt. Welches Volumen bleibt iibrig?

Aufgabe H4 (10 Punkte)
Berechnen Sie die Tragheitsmomente 7,, von

Q= {r € R¥: 2] + 22323 + 75 < x3 < 27 + 23}

bei Drehung um die Koordinatenachsen, d.h., fiir
n=1,2,3

T, = /(|azc|2 —z2)dx.
Q



Aufgabe F1
Aus einer Kugel mit Radius R > 0 wird ein zylin-

drisches Loch mit Radius » < R so ausgebohrt,
da die Bohrachse durch den Kugelmittelpunkt
verlauft. Welches Restvolumen bleibt iibrig? Wel-
ches Tragheitsmoment T hat der Bohrkern B bei
Drehung um die Bohrachse, d.h., z.B.

T :z/(ﬁ%—xg)dx =7
B

Aufgabe F2
Eine Pyramide P soll die Hohe A > 0 und als

Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenldnge ¢ > 0 haben. Skizze! Geben Sie eine
(moglichst einfache) Beschreibung von P als
Punktmenge des R?® an. Berechnen Sie sodann das
Volumen und den Schwerpunkt der Pyramide P.
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(20 Punkte)

i

d
PATTRRCTI
1\“‘“\‘“\‘\“ R

W
IR
\\“‘\‘\\‘:ﬁ\;&\ R
“I““‘i““\:\“:\\
RIS
st



Universitdt Duisburg-Essen Essen, 21. Juli 2010
Campus Essen
Fakultat fiir Mathematik Dirk Pauly

Mathematik fiir Chemiker 11

11. Ubung im SS 2010
Losungsvorschlag

Aufgabe H1
Der Tetraeder T' stellt einen Normalbereich dar, denn z.B. ist

T={zcR:0<z,<1,0<zy<1l—2,0<23<1—2] —23}.

Dann gelten

1 11—z l—xz1—x2
|T|:/1da::/ / / 1dxs dxs dxy
T x1=0 Jx2=0 x3=0

1 1—x1
= / (1—[[’1 —IQ) dIQ dl‘l
x1=0 J z2=0
1

1 11
2 /m_o( n) dn =g =g
1

1 1—x1 1—x1—x2
/ r1dx = / / 1 drs drs dry
T 1= z2=0 x3=0
1

1/t 1 1
S 1—2)%dr, = — 1—2)de, = — = —
2/“_03}/L;@, T IFO( n)dn = =5
T

1
1
und daher s = 1 1], da T in xy, x9, x3 symmetrisch ist.
1

Aufgabe H2
Der Raumbereich €2 zwischen dem parabolischen Zylinder Z und dem elliptischen
Paraboloiden P wird gegeben durch

Q={rcR®: 207 + 23 < a3 <4— 23}

—{zeR®: |2/ < V2 2% + 22 <as <4 —a2}, o= [il},
2

denn Q # () genau dann, wenn 2% + 23 < 4 — 22, d.h., 22? + 223 < 4, also
|2/|* < 2. Wir integrieren direkt und benutzen am Ende noch Polarkoordinaten
im R?

4—3:%
Q| = / 1de = / / ldxsds’ = 2/ (2 — |2'*) do’
Q |2'|<V2 J z3=222+a3 |z'|<v/2

\/§ 27
:47T2—2/ / r’rdodr = 87 — 474/4 = 4.
r=0 J =0



Aufgabe H3
Wiéhlen wir die Kugel

K :=U(0,R) :={z € R®: |z| < R}

und den unendlichen Zylinder (ohne Rand) Z mit
Radius p := R/2, der die Gerade

g:={pe' +Xe*: X € R}

als Mittelachse besitzt, so ist die Schnittmenge
L := K N Z gerade unser Bohrloch. Wir wollen
das zu bestimmende Integral in Zylinderkoordina-
ten ausrechnen, d.h.,

7 COS cosep —rsing 0
x=®(r,p,t) = |rsing|, Jp(r,p,t)= [sing rcose 0
t 0 0 1

und det ®'(r, p,t) = det Jo(r, ¢, t) = r. Wir erhalten dann
x=®(r,p,t) €L

. Pt < REA | {“’1] — R/2 H > < R?/4
To 0

& rP+tP <R A (rcosp — R/2)* +r’sin® p < R*/4

& r? +t* < R A 2 — Rrcosg < 0

& P+t < R? A r — Rcosp < 0.

Da die zweite Bedingung nur fiir positive cos ¢ erfiillt werden kann, folgt

x=®(r,p,t) €L

& PHtP< R A —m/2<p<7/2 A r<Rcosyp
& —m/2<p<m/2 A r<Rcosp A |t <(R2—7’2)%
& (ryp,t) € Q.

Mit dem Transformationssatz und dem Satz von Fubini gilt dann fiir integrierbare
Funktionen f

/f dx—/f rd(rsm
:/2_7; /RCOS@/(R Rz_r22

(D(r, p, 1)) rdtdrde.

\»—‘



Mit diesen Vorbereitungen konnen wir das Volumen des Bohrloches bestimmen

Rcos ¢
= T = rdtdrde
L 1 d dtdrd
r= t*—(RQ—TZ)Z
g Rcosgo L
= 2/ / —r3)2drdyp
/ Rcosp
3,

de
2 (% 3 3| iy 1|3
=3 (R° — R°|sinep|’)d
p=—

[VE] M\%

(R = 1)}

wl

r=0
™

2

2 4 2
= -wR® - R3/ sin® ¢ dyp

3 3 =0
= 2 3 _ é 3 : o 2
= 37TR 3R (smgp sin ¢ cos® @) dp

=0

2 4 1 3 2 8

= 3R~ gR(-cosp+ goos’y)|” = gnR' - R

Da das Volumen der Kugel %ﬂ'R?’ betrigt, ergibt sich ein Restvolumen von

_ 8
IK\L|=|K\Z| = —7rR3+9R3

Aufgabe H4 }
Wir transformieren auf Zylinderkoordinaten, /
d.h., X
7 COS P
x=®(r,p,t) = |rsing| ,
t

det Jo(r, p,t) =
|z|> = r? 148t sich Q dann wie folgt darstellen:

Wegen 2% + 13 =
= |z[* <23 < |z|? = 27 + 23}

Q={rcR’: (27 +23)° =
={r=d(r,p,t) cR*: 1 <t <r?}

Da rt <t < 7? nur fiir 0 < r < 1 erfiillt sein kann, gilt
Q={P(r,p,t) eR*:0<p<2m, 0<r<1,rt<t<r?}
Die Substitutionsregel (Transformationssatz) und der Satz von Fubini liefern nun

fiir beliebige integrierbare Funktionen f

27 1 r2
/Qf(m)da::/wzo/rzo . f(®(r,p,t)) rdtdrde

3



und somit die drei Tragheitsmomente

2 1 r2
13==/kx§+w@dx=:/‘ /ﬁ /1 (r*sin? o + £2) r dt dr dy
Q =0 Jr=0 Jt=r4

1 1 1 7.2
—7r/ r3(r? —r)dr+27r/ r-t® dr
r=0 r=0 3 li=rt
——

1 (7‘ ,7.13)

:ﬂ%—§+§(——i)

2m 1 1"2
ng/(:cf—irxg)da::/ / r?rdtdrdp
Q =0 Jr=0 Jt=r4

! T
= 27T/ r(r? —rtdr = —
r=0 12

und 75 = T} wegen Symmetrie.

Aufgabe F1
Wir benutzen wieder Zylinderkoordinaten
P COS
x=®0(p,p,t) = |psing|,
t

det Jo(p, @, t) = p.

Bezeichnen wir den offenen unendlichen Zy-
linder mit Radius r, dessen Mittelachse die
x3-Achse ist, mit Z(r), so sei unser Bohrkern
gerade B := U(0, R) N Z(r) und es gilt

T€B & |r|<RA]+a3<r’
Die Ubersetzung in Zylinderkoordinaten lautet dann

=d(p,p,t)EB & pPPHEE<R* AN prP<i?
& 0<p<2t A p<r A || <(R*=p):.

Damit erhalten wir als Volumen des Bohrkerns

27 (R%2—p r L
\B]:/ldx—/ / / pdtdpdgo—llﬂ/ p(R* — p*)2 dp
p=0J¢ R2—p2)2 p=0

4 4
_ = R3__ RQ_ 2 .
o 37r 37?( %)

= (R - )3

ol




Da das Volumen der Kugel %ﬂ'R?’ betrégt, ergibt sich nach der Bohrung ein Rest-

sm(R* — r2)2. Fiir das Trigheitsmoment bestimmen wir schlieBlich

2w —p )?
T= /(a:l—l—xQ d:z:—/ / / p dt dp dy
=0 J p=0 Jt=—(R2—p?)

—47T/ PR — p*)2 dp
p=0

_ _8 5 8 2( 2 3 4 5o 2
= 157TR 15R(R r?) T (R*—1r7)2,

wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben.

volumen von

wiw

Aufgabe F2

Wir beginnen zunéchst mit einer

Darstellung eines (offenen) gleich- yr2 ' — /3

.. . . a/21§ /

seitigen Dreiecks A, welches wir \?\a A

dem ersten Bild entsprechend in das =N

x1-To-Koordinatensystem legen. Mit Ty A

dem Satz von Pythagoras bestim- \\_(/ h

men wir aus (a/2)* + > = a* die SI/N 11 f)

Grofle b = %ga und erhalten so die / \\ ﬂ

Grenzen fiir die erste Koordinate 5{‘7 / 5 — [%1]
_a//21!7</ﬁ/6

3
0<x1<7a.

Mit Hilfe des Tangens oder Strahlensatzes ergibt sich bei festem x; ein maximales
bzw. minimales x5 durch

2 — 2 1
a/ |=T2| . a/ — — also ’mg‘ _ g -

T - b \/§7 2 \/31

Damit 148t sich das gleichseitige Dreieck A durch

3 sl < a 1 )
—a, | — — —=x
92 ’ 2 9 \/g 1
darstellen. Wenn P eine gerade Pyramide werden soll, so ist ihre Spitze
s o1
5= { h} ~ |o].
h

wobei s der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten (oder Winkelhalbierenden) un-
seres Dreiecks A ist. Der ersten Skizze entnehmen wir

A={recR?:0<x <

_a_
1 T 51 a 2V3
—= = tan — = sS5=—F== = S=10

V3 6 a/2 23 L



Indem wir nun linear jeden Punkt des Dreiecks A
mit der Spitze S der Pyramide durch eine Strecke
verbinden, erhalten wir eine Darstellung unserer
(offenen) Pyramide P, ndmlich

P={x=®uuvt) € R: (u,v,t) € Q}

mit 2 := A x (0,1) und

3 u
O(u,v,t):=(1—t)| 0 | +t]|v],
h 0
dh.,
oh
Q={|v| eR®: (u,v) €A, 0<t <1}
_t_
>
3 1
={|v €R3:O<u<£a,]v|<g——u,0<t<1}.
. 2 > /3
Wegen
t 0 u—ﬁg
Jo(u,v,t) = [0 ¢t v , | det Jop(u,v,t)] = t°h
00 —h

liefern der Transformationssatz und der Satz von Fubini (€2 ist ein Normalgebiet!)
fiir integrierbare Funktionen f

/Pf(ac)dx:/f(@(u,v,t))tth(u,v,t)

a1, 1
/ / i f(®(u,v,t)) t*h dt dv du.
u= v= u t=0

Nun kénnen wir das Volumen |P| und den Schwerpunkt o(P) von P bestimmen.

Mit
\P\J(P):/xdx
P

1

u 1
/ t2hdt dv du
L u t=0

erhalten wir
V3

W:/lm—/ /2
U= ’U—z

Pa 2 \/§2

Eah

:§/u:0 (a—ﬁu)du:

(=}



Ta e EY a
Ploi(P)= [ x1dx = 1 —t)—= + tu) t*h dt dv du
PPy = [z = [* 77 [ (-

=0 —%-‘r%u
3 a 1
24 f2mEY a 1 ah
=h +-u)dvdu = -+ = —,
u=0 /U_;+¢1§u<24\/§ e 24
V3 a_ 1 . 1
2 2
\P\UZ(P):/xde:/ / ’ / tvth dt dv du
P u=0 v:—%—&-%u t=0
V3 a 1
h = S——=u
:—/2 /2 ’ vdv du =0,
4 u=0 v:—%—i—%u
=0

V3, 5
:—h2/2 (a—ﬁu)du:~~:i—8§a2h2.

12 -0
Wir bekommen also
a3h a
12 20 2v3 S
o(P) = =10 [ }
VBah | ez ||| UM



