Aufgabe 1
Seien f : R? — R und F : R? — R? zweimal bzw. einmal stetig differenzierbar.
Wir erkldren den Gradienten, die Divergenz und den Laplace-Operator durch

Vf:= {glﬂ, divF =0, F, + 0, F, Af:=divVf :=(0]+03)f.
2

Ferner definieren wir Polarkoordinaten x = ®(r, ¢) im R? durch

O : (0,00) x (0,27) —» R
A

sin ¢
(i) Bestimmen Sie Jg und Jg'.

(ii) Normieren Sie 9, ® und 9, ® zu Einheitsvektoren e und e?.

(iii) Bestimmen Sie Vf, div F und Af in Polarkoordinaten, d.h., zeigen Sie

(Vf)o(IJzar(foq))er—l—%a@(fo@)e“’,
(Aiv F) o® = (0,(F o ®),¢") + ~{0,(F o ®),¢%),

—@to oo
(Ao ® = (0240, +-5 02)(f 0 )

(iv) Bestimmen Sie V(f o ®) in kartesischen Koordinaten.

Aufgabe 2
Wie Aufgabe 1 nur im R3, dh., mit Kugelkoordinaten
O : (0,00) x(0,27) X (—7/2,7/2) —> R3
cos p cos 6
(r,p,0) — 1 [sinpcosf
sin 6
Aufgabe 3

Bestimmen Sie alle Lésungen von
Au =0

fiir zweimal stetig differenzierbare u : R® — R der Gestalt u o ®(r, p,0) = U(r).



Aufgabe 4
Berechnen Sie mit Hilfe von Polarkoordinaten

/Q f(z) dw

fiir
Q:={reR*: 1< 2> <2, 2, >0} und  f(x) ==
Q:={r cR*:0<2® +25 < R* x>0} und  f(z) ==

Q={reR*:1< (11— &)* + (12— &)° < |6} und f(z) = |zf
mit R > 0 und ¢ € R2.

Aufgabe 5 N

Berechnen Sie das Integral

2 0.5 4 l\‘\
/ Trizs de, s

wobei 2 C R? im ersten Quadranten zwi- ; P AT
schen 1 + 29 = 1 und /2, + /72 = 1 ' \
liegt.

o5

Aufgabe 6
Bestimmen Sie das Volumen des Durch-

schnitts der beiden Zylinder Z; und Zj,
wobei fir n € {1,2,3}

Zn ={r e R |2]* — 22 < 1}.

Aufgabe 7
Bestimmen Sie den Schwerpunkt s des Einheitstetraeders

T := {xERi 22+ 2y +xg < 1}
d.h., mit |7] := / 1 dx den Vektor
T

fT z1 dx

1 / 1
s =— [ zdxr = — To dx
7 Jp o= g |
Jpxsdx



Aufgabe 8
Berechnen Sie das Volumen des Bereichs

zwischen dem parabolischen Zylinder Z
und dem elliptischen Paraboloid P mit

7 ={r €R®: 13 =423},
P:={r € R®: 25 =227 + 23}

Aufgabe 9
Aus einer Kugel mit Radius R > 0

wird ein zylindrisches Loch mit Radius
R/2 so ausgebohrt, dafi der Kugelmit-
telpunkt auf dem Rand des Bohrlochs
liegt. Welches Volumen bleibt iibrig?

Aufgabe 10
Aus einer Kugel mit Radius R > 0 wird ein

zylindrisches Loch mit Radius » < R so aus-
gebohrt, dafl die Bohrachse durch den Ku-
gelmittelpunkt verlauft. Welches Restvolu-
men bleibt iibrig? Welches Trégheitsmoment
T hat der Bohrkern B bei Drehung um die
Bohrachse, d.h., z.B.

T :=/(mf+x§)dx =7
B




Aufgabe 11
Berechnen Sie die Tragheitsmomente 7, von

Q= {r € R¥: o] + 22303 + 25 < w3 < 27 + 23}

bei Drehung um die Koordinatenachsen, d.h., fiir
n=1,273

T, = /(|3:|2 —22) dx.
Q

Aufgabe 12
Eine Pyramide P soll die Hohe A > 0 und als

Grundflache ein gleichseitiges Dreieck mit der
Seitenlédnge ¢ > 0 haben. Skizze! Geben Sie eine
(moglichst einfache) Beschreibung von P als
Punktmenge des R? an. Berechnen Sie sodann das
Volumen und den Schwerpunkt der Pyramide P.
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