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Teil 1.

Grundlagen und skalare
Differentialgleichungen 1.
Ordnung



1. Grundlegende Definitionen

Wir beginnen mit der Definition gewthnlicher Differentialgleichungen. Generell sei K €

{R,C}.

Definition. Sei F : U C R x K(»Dm+1 _ KK gine Funktion. Dann heikt die Gleichung
F(z,y,y/,....y™) =0 (1.1)

eine gewdhnliche Differentialgleichung der Dimension m mit maximaler Ordnung n. Eine
n-mal stetig differenzierbare Funktion y : I C R — K™ fiir ein offenes Intervall I heifit

Losung von , falls
veel: (zy@),y (z),...,.y™ () eU
und
Veel: F(x,y(z),y (z),... ,y(")(m)) =0.

Diese Definition ist fiir die Praxis zu allgemein, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 1.1. Betrachte die Funktion F : R x R? — R mit F(z,y,2) == z + . Die
zugehorige Differentialgleichung lautet dann

0=z+y(z),

und eine Losung ist trivial durch y(z) = —x gegeben. Da in dieser Gleichung keine
Ableitungen auftauchen, ist es nicht sinnvoll hier von einer Differentialgleichung zu spre-
chen. Ein noch extremeres Beispiel fiir eine nicht sinnvolle Differentialgleichung liefert
die Funktion F : R x R"*! — R mit F = 0. Dann lést jede Funktion die zugehorige
Differentialgleichung.

Wir werden uns daher auf so genannte explizite Differentialgleichungen einschrianken.

Definition. Sei f: U C R x K™ — K". Dann heiftt die Gleichung
y™ = fa,y,y, .y (1.2)

eine explizite Differentialgleichung der Dimension m und Ordnung n (kurz: DGL). Eine
n-mal stetig differenzierbare Funktion ¢y : I € R — K™ fiir ein offenes Intervall I heifit

Liosung von , falls
Vo e l: (2,y(2),y (x),....y" V(z) €U

und
Vo eI: y™(z) = f(a,y(z),y (@),..., 4" V(x)).



1. Grundlegende Definitionen

Bemerkung 1.2. Offenbar ist eine explizite Differentialgleichung eine Differentialgleichung
mit
F(xvy();yb s 7y’n> = f(xvy(ﬁ s 7yn—1) — Yn-

Beispiel 1.3. Wir betrachten den Flug eines Fallschirmspringers und bezeichnen mit
y(t) die Hohe des Fallschirmspringers iiber dem Boden zum Zeitpunkt ¢. Damit sind
y'(t) und y”(t) die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des Fallschirmspringers zur
Zeit t. Diese Grofen erfiillen die folgende Differentialgleichung 2. Ordnung:

m-y' +r-y =m-g,
wobei m > 0 die Masse des Fallschirmspringers, r den Luftwiderstand und g die Fallbe-
schleunigung bezeichne. In der Tat handelt es sich hier um eine DGL 2. Ordnung mit
r

f($7y07y1) =4g— —U.
m

Die zentralen Fragen fiir eine gegebene DGL sind nun: Existiert eine Losung und ist
diese eindeutig? Fiir die Eindeutigkeit miissen wir die Definition von Losungen etwas
verschérfen, wie die folgende Uberlegung zeigt:

Ist f:U CR x K" — K™ gegeben und y : I C R — K™ eine Lésung der DGL
y(n) = f($7 y7 y/7 A ’y(nil))'
Dann ist auch fiir I C I offen die Funktion y|7 eine Losung.
Definition. Sei f: U C R x K" — K™. Eine Losung y : I C R — K™ von (1.2)) heift

mazximal, falls fiir alle Losungen 7 : I C R — K™ von 1) mit y Cy (d.h. I C I und
y(x) = y(z) fir alle x € T) folgt y = 7.

Wir schliefsen dieses Kapitel mit der Beobachtung ab, dass es geniigt Differentialgleichun-
gen erster Ordnung zu betrachten.

Satz 1.4. Sei f: U CR x K" — K™ und definiere die Funktion

g:UCRXK"™ — K"™
(90, -+ Yn—1) = (Y1,Y25 - s Yn—1, (T, Y05 - -+, Yn—1))-
Wir betrachten die DGL
y " =@y gy (1.3)
sowte
2 =g(z,2). (1.4)

Dann gelten:



1. Grundlegende Definitionen

(a) Isty: I CR — K™ eine Lisung von (1.5), so ist z: I C R — K"™ mit

y=V(2)

ewne Losung von .

(b) Ist z = (z1,...,2n) : I CR = K"™ eine Lisung von (1.4)), soisty: 1 C R — K™
mit
y(z) = z1(z)

ewne Losung von .

Beweis. (a) Seiy : I C R — K™ eine Losung von (|1.3)). Dann ist z differenzierbar und
es gilt

V(@) ()
(z) = (” - i (x) = gz, 2(x)).
y) (z) f(@y(@), . ...y™ ()

(b) Ist z: I CR — K™™ eine Losung von ([1.4)), so gilt

4(w) ()
2 =20 = o020 - o
21 () fz,z1(x), ..., zn—1(x))

Damit gilt 2] (z) = z2(z) und somit ist z; 2-mal differenzierbar mit z{(x) = 24(x) =
z3(x). Induktiv folgt hieraus, dass z; n-mal differenzierbar ist mit

k
Z§ )= Zk+1

fiir alle k € {0,...,n — 1} und daher

A (z) = 2 (2) = (2, 21(3), .. om(@) = f2,20(2), 24 (2), .., 2" D). O



2. Spezielle Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Lemma 2.1. Sei I C R ein Intervall. Sei ferner U C I offen und abgeschlossen. Dann
gilt U = I oder U = ().

Beweis. Wir nehmen an, dass [ \ U,U # (). Dann definieren wir die Funktion f: 1 — R
durch
1 falls x € T\ U,
Fla) = '
-1 fallsz e U.

Diese Funktion ist stetig (Ubung!). Nach Zwischenwertsatz miisste sie demnach den Wert
0 annehmen. Widerspruch! Somit gilt U = () oder I\ U = {. O

Satz 2.2 (Trennung der Variablen). Seien I1,Is C R offene Intervalle und g : I; —
R, h: Iy — R stetige Funktionen. Seien ferner xg € Iy und yo € Io mit h(yo) > 0. Dann
existiert ein offenes Intervall I C Iy mit xg € I und genau eine stetig differenzierbare
Funktion y : I — R mit y[I] C Iy und

Y (z) = g(x)h(y(x)) und y(xo) = yo. (2.1)

Mit anderen Worten, die Differentialgleichung

Y = g(z)h(y)

besitzt in einer Umgebung von xg eine eindeutige Lisung, die der Anfangsbedingung

y(xo0) = Yo

gentigt.

Beweis. Da h stetig ist, existiert ein offenes Intervall J C Iy mit yo € J und h|; > 0. Sei
nun H : J — R eine Stammfunktion von % auf J. Dann ist H streng monoton wachsend
1

(beachte H'(s) = Wy > 0), und somit invertierbar. Wir setzen weiter

T

G(z) = /g(r) dr (zel).

zo



2. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Da G stetig ist und G(zg) = 0, existiert ein offenes Intervall I C I; mit xp € I und
G(x) 4+ H(yo) € H[J]. Damit kénnen wir nun

y(z)=H ' (G(z) + H(y)) (zel), (2.2)

definieren. Wir zeigen, dass y gegeben durch ([2.2)) eine Losung von ([2.1)) ist. Zunéchst ist
y als Verkettung stetig differenzierbarer Funktionen ebenfalls stetig differenzierbar und
es gilt

= h(y(z))g(x)

fiir alle x € I. Da aukerdem y(zo) = HY(G(x0) + H(yo)) = H Y (H(yo)) = vo gilt, ist
(2.2) tatséchlich eine Losung von (2.1)).

Es verbleibt nun noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu z : I — R eine Lésung von
(2.1) mit I wie oben. Wir betrachten die Menge

U={zel;ylz)==z2x)}.

Dann ist U # ) und abgeschlossen. Aufierdem ist U offen. Sei dazu z; € U. Dann gilt
z(x1) = y(z1) € J und aufgrund der Stetigkeit von z existiert € > 0 mit

z2(x)eJ (v €z —e,x1+el= 1)

und I. C I. Insbesondere ist h(z(x)) > 0 fiir alle z € I, und daher

A ) (z
o @) (@e k)
Damit gilt
T - T Z,(r)
x/g(r) dr_x/h(z(r)) dr
= h(s)ds
z(21)
= H(z(z)) — H(z(21))
= H(z2(z)) — H(y(z1)) (=€ L).
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Andererseits gilt

H(y(x)) — H(y(z1)) = G(x) + H(yo) = / o(r) dr — / o(r) dr = / o(r) dr (zel.)

und daher

Aus der Invertierbarkeit von H folgt

2(x) =y(z) (zel)

und damit I. C U. Damit ist U = I nach Lemma 2.1 ]

Bemerkung 2.3. Die Anfangsbedingung in Satz ist zwingend notwendig fiir die Ein-
deutigkeit der Losung. In der Tat hat die Gleichung

Yy =y

unendlich viele Losungen, namlich y(z) = ce® fiir ¢ € R. Durch die Anfangsbedingung
wird der Parameter ¢ eindeutig festgelegt. Man spricht bei Aufgaben der Form (2.1)) von
einem Anfangswertproblem (AWP).

Beispiel 2.4. Wir betrachten das AWP

(% — 1)y + 229> =0, y(0) = 1. (2.3)
Auf dem Intervall I} =] — 1,1] lisst sich diese DGL umschreiben zu
2z
/ 2
= —-——y". 2.4
y 1Y (2.4)
Es ist also g(z) = 73:2221 und h(y) = y*. Der Beweis von Satz liefert nun ein Lo-
sungsschema fiir dieses Problem. Es ist
y(z) T 5
/ — ds = —/ 5 " ar
s re—1
1 0
also 1
———+1=—In(]1 — 2?2
= (1~ ?)
und damit )
W) = ey @€V Vi—eT))

10



2. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Satz 2.5 (Lineare DGL 1. Ordnung). Sei I C R ein offenes Intervall und g,h : I — R
stetig. Wir betrachten die DGL

Yy +g9(@)y = h(z). (2.5)
Dann gelten:

(a) Seiys: I — R eine Losung von . Dann ist y : I — R genau dann eine Losung
von , falls y — ys eine Losung des zugehdrigen homogenen Problems

Y +g(z)y =0 (2.6)
18t.

(b) Sei G : I — R eine Stammfunktion von g. Dann ist die Losungsmenge von (@
gegeben durch

{x —ce @) e e R} )

(c) Seiyy € R und xg € I. Sei ferner G : I — R eine Stammfunktion von g. Dann ist

y(z) = e C@HG@) Y 4 o=C(@) /eG(s)h(s) ds (zel) (2.7)

zo

die eindeutig bestimmte Losung von zum Anfangswert y(xo) = yo.

Beweis. (a) Seiy eine Losung von ([2.5). Dann ist y;, := y — ys eine Losung von (2.6)). Ist
umgekehrt y — ys eine Losung von (2.6)), so gilt

Y+ 9@y =(y—ys) +9(@)(y—ys) + ys + 9(@)ys = v + g(z)ys = h.
(b) Ist y(z) = ce=¢@) fiir z € I, so gilt

y'(@) = ce (=G (x)) = —g(a)y(2),

also ist y eine Losung des homogenen Problems. Umgekehrt, ist y eine Losung von

(2.6)), dann gilt

(yeG('))' (z) = ¢/ (2)eC®) + y(z)e @ g(z)

= —g(@)y(2)e”™) + y ()" g(x)
=0 (zel),

also existiert ¢ € R mit

oder mit anderen Worten

11



2. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

(c) Es gilt
Y (x) = —e C@HEE) g(1yyy — @) g (1) /eG(S)h(s) ds + e @G @ (g)
o

= —g(@)y(z) + h(z)

fir x € I und y(zg) = yo und damit 16st (2.7) das Anfangswertproblem. Existiert
nun eine weitere Losung z des AWP, so 16st z — y das homogene Problem nach (a)
und besitzt damit die Form

2(z) —y(z) = ce @ (ze])

fiir ein ¢ € R nach (b). Da nun z(zg) — y(xg) = 0, folgt ¢ = 0, also z = y. O

Bemerkung 2.6. Die Formel (2.7)) erhdlt man aus der so genannten Variation der Kon-
stanten. Nach Satz (b) hat das zugehorige homogene Problem die allgemeine Losung

y(z) = ce™ ")

fiir ein ¢ € R. Als Ansatz fiir das inhomogene Problem wéihlt man nun

y(@) = e(z)e” ")

mit einer geeigneten stetig differenzierbaren Funktion ¢ : I — R mit ¢(xg) = ypeC@o).
Setzt man diesen Ansatz in die Gleichung ein, so erhélt man

—e(2)e~Wg() + h(z) = —g(2)y(x) + h(z) = ¥ (@) = ()~ %) — c(x)e= W g(x)

und damit
c’(x)e_G(””) = h(z)
Daher ist
Cl(l,) _ h(:E)eG(x),
also ) )
c(z) — c(zo) = /C’(s) ds = /h(s)eG(S)ds.
xo To

Mit der Anfangsbedingung fiir ¢ folgt nun

co(z) = Gy, +/h(s)eG(S) ds

Zo

und hieraus die Formel ([2.7)).

12



2. Spezielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel 2.7. Gesucht ist Losungsmenge der DGL
Y =y+sinz.
Wir 16sen zunéchst das homogene Problem
Yy =Y.

Dies hat die Losungsmenge
{x = ce”; c e R}.

Wir bestimmen eine Losung des inhomogenen Problems iiber die Variation der Konstan-
ten und setzen als Anfangsbedingung y(0) = 0. Der Ansatz y(z) = c(z)e” liefert

d(x) =e "sinx

und somit

e °sins ds

N
8
~
Il
O\H

0
1 .
— —Im—— —(1-i)z 1
my— (e )
141 :
=—1Im gl(e_xew -1)

1
= —E(e_“c sinx +e “cosz — 1).
Damit ergibt sich als spezielle Losung
1 .
y(x) = —§(sm:1: + cosz —€”)
und als Losungsmenge

1
{x*—)cex §(sinx+cosx—er); CER}.

13



3. Substitutionsmethoden

In diesem Kapitel stellen wir einige Typen von DGL vor, die sich durch Substitution
zu einer DGL umformen lassen, die mit den Ergebnissen des letzten Kapitels behandelt
werden konnen.

» DGL der Form ¢ = f(y + az) fiir ein @ € R und eine stetige Funktion f: I — R.
Setze z(x) == y(z) + ax. Dann gilt
Z(z) =y () +a= fy(x) + azx) + a = f(z(z)) +a.
Diese 16st man mit Satz und erhalt y per Riicksubstitution.
Beispiel 3.1. Wir betrachten ¢/ = (y + 2x)? mit y(0) = 0. Uber 2(z) = y(z) + 2z

erhalten wir

Z(x) = 2(x)* +2, 2(0)=0.

Trennung der Variablen liefert nun

Es gilt
b 1 1 b 1
/ P ds = 3 3 ds
s s 4+ ; (i) +1
2
b
1 Vi 1
= — d
\/5/7“24—1 "
%
= L (arctan <b) — arctan <>>
2 V2 V2
und daher (@)
z(x
arctan | —= | = V 2z,
(%)
also

14



3. Substitutionsmethoden

Damit ist

y(x) = V2tan(v2z) — 2z
die Losung des AWP.

» Ahnlichkeitsdifferentialgleichung

Sei f: I — R stetig. Betrachte die DGL

Mit z(x) = @ folgt

Diese ist 16sbar mit Satz 2.2

Beispiel 3.2. Betrachte das AWP ¢/ = (%)2 mit y(1) = 5. Mit z(z) = @ folgt

1 1
! 2
z JU(Z 2)7 Z() 3
Trennung der Variablen liefert
1
/ 5 d5:/d3:lnx|.
s —s S
1 1
3
Nun gilt
/ 1 b 1 1
ds= [ ——+ ——d
/32—3 y / sjL 1
a a
=—Inb|+Inja|+In|b—1| —In|a— 1|
b—1 -1
=In ‘—ln a4 ‘
a

Damit ergibt sich

-1
x' =In|z|+In2 =1n(2|z|)

und damit
|2(z) — 1] = 2|z|[z()].

In einer geeigneten Umgebung von z =1 (so, dass 0 < z(z) < 1 und x > 0) ergibt sich

1 —z(z) = 2z2(x)

15



3. Substitutionsmethoden

also 1
2(z) = 1T %2 (x €]0, 00]).
Riicksubstitution liefert dann
() = — = (z €0, 0])
y(z) = T+ o2 T , 00]).

» Bernoullische Differentialgleichung
Seien f,g: I — R stetig, « € R\ {1}. Betrachte

Y + f(x)y + g(x)y® = 0.

1

Wir setzen z(z) = y(x)"~ und erhalten

!/

z=(1- a)y*ay/
=—(1-a)y ™ (f(z)y + g(z)y")
= —(1—0a)(f(x)z+g(x)).

Diese DGL lisst sich nun mit Satz 2.5 16sen.

Beispiel 3.3. Betrachte das AWP
y =ay—by*, y(0)=1

fiir a,b € R, a > 0. Die Substitution z(x) = y(x)~! liefert nun
Z=—az+b, 2z(0)=1.

Hieraus ergibt sich nach (2.7) in Satz

T

b
z(x) =e ¥ 4 eax/easb ds=e "+ —(1—e" %)

a
0
Ricksubstitution liefert )
y(z) = — 2 —
e—ar 4 E(l —e ax)

mit dem Definitionsbereich

R falls ¢ > 1,

D(y) =1, . b

16

(xr € R).



4. Exakte Differentialgleichungen

Definition. Seien M, N : U C R? — R stetig, wobei U offen sei. Wir betrachten die
DGL
M(z,y) + N(z,y)y =0. (4.1)

Diese Gleichung heifit ezakt, falls es eine stetig differenzierbare Funktion v : U C R? — R
gibt, so dass 019 = M und dxyp = N gilt, oder dquivalent ausgedriickt

( ]\]\{ > = grad 1.

Ist die obige DGL exakt, so gilt fiir stetig differenzierbare Funktionen y : I — R mit
I xy[I] CU und ¢¥(x,y(x)) = c € R fiir alle z € I:

0=19(,y()) () = h(2,y(z)) + Oy (z, y(2))y (x) = M(z,y(x)) + N(z,y(z))y'(z),
d.h. eine Losung von ist implizit iiber die Gleichung

Pz, y(x)) = c

gegeben. Kann man diese algebraische Gleichung nach y(z) auflésen, so erhédlt man eine
Lésung der DGL.

Beispiel 4.1. (a) Betrachte
2xy3 + 31:2y2y' =0.
Diese DGL ist exakt. In der Tat gelten fiir ¢ (z,y) = 2%y® die gewiinschten Gleich-
heiten. Somit ist fiir ¢ € R durch

y(z) = (z € (0,00))

8
wio| @

eine Losung der DGL gegeben.

(b) Betrachte
y' = g(@)h(y).
Ist h(y) # 0, so ist diese Gleichung dquivalent zu

g(z) — h;y)y’ =0.

Diese DGL ist exakt mit ¢ (z,y) = [ g(s) ds — f;{) ﬁ dr. Die Losung entspricht
genau der Losung in Satz

17
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Es stellt sich nun die Frage, wann so eine Funktion v existiert und wie sie sich berechnen
lésst.

Definition. Sei 7 : [0,1] — R™ stetig differenzierbar. Sei ferner F': v[[0,1]] — R™ stetig.
Dann definieren wir das Wegintegral 2. Art von F' entlang ~v durch

1

[F= [raoho) .

0

Seien v1,...,vm : [0,1] — R stetig differenzierbar mit ~;(1) = ~;41(0) fur alle i €
{1,...,m} so definieren wir den Weg v = v + ... + v : [0,1] — R? durch (t) =
vi(mt — (i — 1)), falls t € [, L]. Ferner definieren wir das Wegintegral 2. Art von F

m
entlang v durch
m
/ F=>" / F.
ol =15

Sei nun F' : U C R™ — R" stetig. Dann heifst F' konservativ, falls fiir alle Wege 1,2 :
[0,1] = U mit v1(0) = 72(0) und v1(1) = v2(1) gilt

[r=]r
M Y2

Satz 4.2. Sei U C R" offen und F : U — R"™ stetig. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) F = grad fir ein stetig differenzierbares 1 : U — R, d.h. F ist ein Potentialfeld.
(11) Fir alle Wege v : [0,1] — U mit v(0) = (1) gilt f,y F=0.

(i1i) F ist konservativ.

Beweis. (1) = (ii): Sei 7 : [0, 1] — U stetig differenzierbar. Dann gilt

(¥ 07) () = (grad v (v(1)) V' (1)) = (F(v(t)1'(£)
fir alle t €]0, 1] und damit

1

/ P / (0 7) (1) dt = (7(1)) — p(7(0)).

0

Fiir einen Weg v = v + ... + v, mit v(0) = (1) gilt dann

/ F=y / F = 3000 =0(0) = 6 (1) =40 (0) = ¥ (D) -(2(0) = 0.

18



4. Exakte Differentialgleichungen

(i) = (iii): Seien 1,72 : [0,1] — U Wege mit 71(0) = 72(0) und 1(1) = 2(1). Wir
definieren —vs(t) :== v2(1 — t) und ~ := 71 + (—72). Dann gilt v(0) = (1) und damit

/FzO.

Y

0—/F /m/ /F /F

-2

Nach Definition gilt

und damit ist F' konservativ.
(iii) = (i): Sei g € U und betrachte die Menge

Up={xeU;Iy:[0,1] - U Weg: v(0) = zg,7(1) = x}.

:/F (z € Uy),
)

wobei v ein Weg von xg nach x sei (¢ ist wohldefiniert, da F' konservativ). Wir zeigen
nun, dass 1 differenzierbar ist. Sei dazu x € Uy, € > 0 so dass B(x,e) C U. Sei |s| < ¢
und ¢ € {1,...,n} und betrachte den Weg 4(t) := x + tse; . Dann verbindet v + 4 die
Punkte zg und z + se;. Insbesondere ist x + se; € Uy. Damit gilt

é ((z + se;) — / /

o+

Wir definieren

1
/E x +tse;) dt — Fi(x) (s —0),
0

also 0;(z) = Fj(x), oder dquivalent F(z) = grad(x). Ist U = Up, dann ist nichts
mehr zu tun. Sonst wiederholen wir das Verfahren fiir 2o € U \ Uy (beachte: U \ Uy ist
offen). O

Ist ¢ sogar zweimal stetig differenzierbar, so gilt nach dem Lemma von Schwarz fiir alle

Jke{l,...,n}
OpFj = Ox0j% = 0,0kt = 0; F. (4.2)
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4. Exakte Differentialgleichungen

Man spricht von der so genannten Integrabilitdtsbedingungen. Die Frage ist nun, ob diese
Bedingung auch hinreichend ist. Das dies im Allgemeinen nicht der Fall ist, zeigt das
folgende Beispiel.

Beispiel 4.3. Sei F': R?\ {0} — R? gegeben durch

1 -y

Dann gilt
9 F _—(:p2+y2)+2y2_ —22 + 92
2F1(2,y) = @2+ yD)?2 (22 +y2)2
sowie P2 a? iy
alFQ(x’ y) = =

(2 + y?)? (% + y?)?
fiir alle (z,y) € R? \ {0}. Somit erfiillt F' die Integrabilititsbedingungen. Allerdings gilt
cos(27t)

fiir y(t) == ( sin(2mt) > fiir ¢ € [0, 1]:

/ r / (F(y(E)l (1) dt
v 0
2”0/1 (oS )| ( i) ) )

und somit ist F' nicht konservativ und damit auch kein Potentialfeld nach Satz

Satz 4.4. Sei U C R" offen und sternformig (d.h. 3x* € UVx € U,t € [0,1] : (1—t)z*+
te € U). Sei F: U — R" stetig differenzierbar. Erfillt F die Integrabilitatsbedingungen,
so ist F' ein Potentialfeld.

Bemerkung 4.5. Tm obigen Beispiel ist die Menge U := R?\ {0} nicht sternformig. Man
kann die Bedingung etwas abschwéchen und durch einfach zusammenhdngend ersetzen
(siche Literatur).

Um Satz [£.4] beweisen zu konnen, bendtigen wir das folgende Hilfsresultat.
Lemma 4.6. Sei [ :]a,b[x[c,d] — R stetig und stetig differenzierbar nach der ersten
Variable. Dann ist die Funktion g :|a,b— R mat

d

g(x) = /f(w,y) dy

C
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4. Exakte Differentialgleichungen

stetig differenzierbar mit

d
:/mﬂaw@

Beweis. Sei x €]a,b[ und hg > 0 so, dass [ — hg,x + ho] Cla,b]. Die Funktion 0; f ist
stetig nach Voraussetzung und daher ist

O f [z —ho,x+ hol X [c,d] = R

gleichméfig stetig. Sei e > 0. Dann gibt es 0 < § < hyg, so dass fiir alle |h| < § gilt

Ouf @+ hyy) = f@,9)| < —— (v € [e,d]).

Damit gilt fiir |h| < d und h # 0 :

d

gl )~ g /&fmy —(/;uu+mw—f@w»—aﬂawdy
=(/&f ~01f(zy) dy

<&,

wobei £(y) €]z — |h|,z + |h|[ gemédk Mittelwertsatz geeignet gewihlt sei. Damit ist g

differenzierbar mit .

Die Stetigkeit von ¢’ folgt aus

g (x+h) —g'(z)] é/lalf(:v+h,y)—81f(fﬁ,y)l dy <e

fiir |h| < 6. O

Beweis von Satz[{.4 Sei z* wie in der Voraussetzung. Wir setzen

1
/ (1 =t)x* +tx)|x — 2%y dt (ze€U).
0
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4. Exakte Differentialgleichungen

Sei € U und € > 0 mit B(z,e) CU. Fiir i € {1,...,n} erfiillt die Funktion

f:]—ee[x[0,1] = R
(s,t) = (F((1 = t)z" + t(x + se;))|(z + se;) — z™)

die Voraussetzung von Lemma [4.6] mit

O1f(0,t) = (F'((1 — t)a™ + tx)te;|lz — o) + (F((1 — t)a™ + tx)|e;)
< 81F1((1 —t)$* —{—tl‘))

; x—x*>—|—<F((1—t)a:*+tx)|ei>
OiFn((1—t)x* +tx))

< NF;((1 —t)x* +tx))

T — x*> + Fi((1 —t)x* +tx)

OuF (1 — )" + ta))
= (r—=rF* +r(xz—2%)) (t)

fiir t € [0,1] und somit gilt (beachte g(s) = 1 (x + se;))
1
00(a) =g'(0) = [ 0:£(0.1) dt = Fi(a). a
0

Korollar 4.7. Seien M,N : U C R?> — R stetig differenzierbar, wobei U offen und
sternférmig sei. Die DGL
M(z,y) + N(z,y)y' =0

st genau dann exakt, wenn

82M(x7y) = 81N(LL‘, y)

Beispiel 4.8. (a) Wir betrachten wieder
2xy> + 32%y%y =0,
also M, N : R? — R mit M(z,y) = 2zy> und N(x,y) = 3z%y>. Dann gilt

02 M (2,y) = 6y’
01N (z,y) = 6xy?

und somit ist die DGL exakt. Zur Bestimmung von ¢ kann man nun Wegintegrale
verwenden (vgl. Beweis von Satz (iii) = (i)). Alternativ liest man aus

(. y) = M(z,y) = 2zy°

ab, dass
bz, y) = 2%y + h(y)
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4. Exakte Differentialgleichungen

fiir eine geeignete Funktion h gilt. Daraus erhélt man

Oy (w,y) = 322y + ' (y) = N(z,y) = 32y

und daher
M (y) =0
also z.B. h(y) = 0.
(b) Wir betrachten die DGL
zy® + (14 22°y%)y =0, (4.3)

also M, N : R? — R mit M(x,y) =y und N(z,y) = 1 + 222y>. Es gilt
B M (x,y) = 3xy®,
N (z,y) = 4ay?

also ist die DGL nicht exakt. Um dennoch eine exakte DGL zu erhalten, konnen wir
(4.3]) mit einer geeigneten Funktion p multiplizieren, also

w(z,y) ey + plz, y) (1 +22°y%) ¢ =0

v~ N~

=M (z,y) =N (z,y)

mit der Eigenschaft, dass

Oap(w,y) M (2,y) + p(x, y) 02 M (2, y) = 02 M (2,y)
' ~
= 81N($, y)
= Oup(, y)N (2, y) + p(z,y)1 N (z,y)
gilt. So eine Funktion p nennt man integrierender Faktor (auch FEuler-Faktor). Im
Allgemeinen ist es sehr schwer, so ein p zu bestimmen. Stattdessen versucht man

einfache Ansétze, z.B. dop(x,y) = 0 oder d1pu(z,y) = 0, d.h. p héngt nicht von y
bzw. x ab. Dadurch vereinfacht sich die geforderte Integrabilitdtsbedingungen zu

()0 M (2, y) = p/'(z)N (2, y) + p(z)01 N (z, y)

bzw. zu
W (y)M(z,y) + p(y)0eM (z,y) = p(y)oiN (z, y).
Dies ergibt einerseits

"M (x,y) — 01N (z,y)
N(z,y)

W () = p(z)

oder andererseits

61N(.%',y) — 82M(.’L'7y)

1 (y) = p(y) M(z.y)
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4. Exakte Differentialgleichungen

Insbesondere diirfen die Terme

M (z,y) — 01N (x,y) and O N(z,y) — 0o M (x,y)
N(z,y) M(z,y)

nicht von y bzw. x abhéngen, damit dieser Ansatz Erfolg haben kann. Im obigen
Beispiel gilt
B M(z,y) — O1N(z,y)  3zy® — day?

N(z,y) T+ 2277

sowie
N (z,y) — BM(zx,y)  Azy® —3zy* 1

M(z,y) xy3 y

Damit kénnen wir einen integrierenden Faktor p mithilfe der DGL

1

w(y) = ;u(y)

bestimmen. Als mégliche Losung erhalten wir

wy) =y

und daher

M(x,y) = zy* und N(z,y) = y + 22%°.

In der Tat gilt nun . ~
aZM(‘Tvy) = 4xy3 = alN(aj7y)

Das zugehorige Potential v erfiillt

| 1
H(z,y) =2y’ = ¢(z,y) = 2%y + h(y)

2

und daher '
20°y° + W (y) = do(z,y) =y + 227> = W (y) =y

also z.B. h(y) = 2y? und somit

U(z,y) = = (Y +97)

N

und die Losungen von (4.3) sind implizit iber die Bezichung

¢ = 3 (@Py@)' + y(x)?)

gegeben.
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Teil II.

Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen
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5. Banachraume stetiger Funktionen

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Wir definieren die folgende Menge
Co(M;K") :={f: M — K"; f stetig und beschrinkt} .

Offenbar ist diese Menge ein Vektorraum mit den {iblichen punktweisen Operationen.
Ferner definieren wir auf diesem Raum die Norm (!)

[flloo = sup [f(z)| (f € Co(M;K")).
xeM

Satz 5.1. Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann ist der Raum (Cyp(M;K"),| - ||o)
vollstindig, also ein Banachraum.

Beweis. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in Cy(M;K™). Dann gilt fiir alle x € M

[fn() = fm(@)| < I fn = fmlle (n,m €N)

und somit ist (f,(x))nen eine Cauchy-Folge in K", also konvergent. Wir setzen

f(2) = lim f,(2).

n—o0

Wir zeigen nun: f € Cp(M;K") und ||fr, — flloo = 0 (n — 00). Sei dazu = € M und
€ > 0. Dann gibt es N € N so dass

[fn = fmlloo <& (n,m > N)
gilt. Fiir z € M gibt es N7 € N so dass
[f(@) = fm(2)] <& (m = N1).
Setze m = max{N, N1}. Damit gilt fiir alle n > N
[f (@) = fa()| < |f(2) = fm(2)] + [fm(2) = fu(@)| <&+ 1fn = fmlloo < 2e.
Da dies fiir alle x € M gilt, folgt

sup |fn(z) — f(2)] = 0 (n — o0).
zeM
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5. Banachrdume stetiger Funktionen

Wir zeigen nun, dass f stetig und beschréankt ist. Sei dazu z € M und wahle n € N so,
dass

sup [fn(z) — f(z)] <e.
reM
Da f, stetig ist, existiert ¢ > 0 mit
d(aj,y) <0= |fn(x) - fn(y)| <E.
Damit gilt fiir alle y € M mit d(z,y) < 0

|f(@) = FW < 1f (@) = fa(@)] + [fn(z) = fa(@)] + 1 fn(y) — fY)] < 3¢,

also ist f stetig. Aufserdem gilt fiir alle x € M
[f(@)] < |f (@) = fu(@)| + [fu(@)] <& + [ falloo,
also ist f beschréankt. O
Bemerkung 5.2. Sei M = [a, b]. Dann ist
Co(la, O; K") = {f : [a,0] = K" | f stetig} = C([a, b; K")
nach dem Satz vom Maximum.

Definition. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heift A folgenkompakt
in M, falls jede Folge in A eine in M konvergente Teilfolge besitzt (der Grenzwert muss
also nicht zu A gehoren).
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6. Der Satz von Arzela-Ascoli

Definition. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Dann heifit A folgenkompakt
in M, falls jede Folge in A eine in M konvergente Teilfolge besitzt (der Grenzwert muss
also nicht zu A gehoren).

Lemma 6.1. Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C M. Dann sind
dquivalent:

(i) A ist folgenkompakt in M,
(ii) fir alle e > 0 existiert eine endliche Teilmenge FF C A mit A C |J,cp B(z,¢).

Beweis. Wir zeigen (i) = (ii) tiber Kontraposition, d.h. =(ii) = —(i). Gilt (ii) nicht, so
existiert ein € > 0 so dass fiir alle endlichen Teilmengen F' C A gilt

A\ | B(z,2) #0.

zeF

Wir definieren nun rekursiv eine Folge (zy,)nen in A. Wir wihlen z; € A beliebig. Sind
z1,...,T, gewahlt, so gilt nach Voraussetzung

A\ Baie) £ 0
=1

und somit existiert z,4+1 € A\ U, B(xi, ). Nach Konstruktion gilt fiir diese Folge
d(zpg1,zi) > (i <n).

Damit kann diese Folge keine konvergente Teilfolge besitzen und A ist somit nicht fol-
genkompakt in M.
Wir zeigen nun (ii) = (i). Wir zeigen zunéchst

V(zn)nen in AVe > 03(zp, )ken Teilfolge Vi, 0 € N : d(zp, , xp,) < €. (6.1)

Sei dazu € > 0 und (x,)pen eine Folge in A . Nach Voraussetzung gibt es eine endliche
Menge F' C A mit
€

{zxn;neN}CAC UB(m,2).

zeF
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6. Der Satz von Arzela-Ascoli

Insbesondere muss es unendlich viele Indizes (n4),cy geben, mit z,, € B(x, §) fiir ein
x € F' (beachte: F' endlich). Dann gilt

A(@ny Tn,) < d@ny 7) +d(@,0,) < S+ 5 =c (kL EN),

Sei nun (z,)nen eine Folge in A. Wir wihlen eine Teilfolge (a;gk))keN gemaf 1} mit
(

¢ = 1. Rekursiv definieren wir nun Teilfolgen (xg;l)) y von (335&]13) keN gemafs i fiir
€

5_1

= 7 Wir definieren nun die Folge (Diagonalfolge)

Ty, = :zzgfc) (k eN).

Fiir diese Folge gilt

d(2p, , n,) = d(z®), 20)) < (k<)

Nk "Ny

=

und sie ist somit eine Cauchy-Folge. Da M vollstandig ist, besitzt sie einen Grenzwert
und A ist daher folgenkompakt in M. O

Satz 6.2 (Arzela-Ascoli). Sei A C C([a,b]; K™). Dann sind dquivalent
(i) A ist folgenkompakt in C([a,b]; K™),
(i1) (a) fir alle x € [a,b] ist {f(z); f € A} CK" beschrinkt, und
(b) A ist gleichgradig stetig, d.h.

Vo € [a,b],e >030 >0Vf € Ay e€lab: |[x—yl<d=|f(x)— fly)| <e.

Beweis. (i) = (ii): Annahme: (a) gilt nicht. Dann existiert ein = € [a,b] mit {f(z); f €
A} unbeschrankt. Damit existiert eine Folge (fy,)nen in A mit

[fu(@)| >n  (n€N).

Diese Folge kann keine in C([a, b]; K™) konvergente Teilfolge enthalten (beachte: Konver-
genz in C([a, b]; K™) impliziert punktweise Konvergenz). Widerspruch!
Annahme: (b) gilt nicht. Dann existieren = € [a,b] und £ > 0, so dass

V6 >03f € Ay € B(x,0) : |f(z) — f(y)| > e.
Insbesondere existiert eine Folge (fy,)nen in A mit

Vn € N3y, € B(z, %) N (@) = Falyn)| > <.

Sei nun (fy, )ren eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert f € C([a,b]; K™). Da f stetig
ist und y,, — x existiert ein K € N mit

@) = fn)l <5 (k2 K).
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6. Der Satz von Arzela-Ascoli

Auferdem existiert ein K € N mit

Damit gilt fiir k& > max{K, K}
& < | [ (@) = fr(Yny)|

< (@) = F@)| + [f (@) = Fyn) |+ 1f W) = Fri ()]

€
- t2lf = fnkHoo <e&.

<
3

Widerspruch!

(ii) = (i): Nach Lemma reicht es zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein F' C A endlich
existiert mit

AC U B(g,¢).

ger

Sei also € > 0. Nach (b) existiert fiir jedes x € [a, b] ein §, > 0 so dass
€
Yy € Bla,6). f € A: |f(@) ~ f(w)| < 5.

Es gilt offenbar [a,b] € U,¢(4,5 B(@; 0z) und da [a, b] kompakt ist, existieren @1, ..., m €
[a,b] mit [a,b] C Ui~ B(xs,0s,). Betrachte nun die Menge

M = {(f(21),. .., flam)); f € A}y CR™™.

Diese ist nach (a) beschrankt und damit folgenkompakt in K™ nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafs. Somit existiert nach Lemma [6.1] FF C A endlich mit

mc B (9@ g,

3
geF

Sei nun f € A. Dann existiert ein g € F mit
€ .
9(z:) — f(zi)] < 3 (i €{1,...,m}).
Sei nun = € [a,b]. Dann existiert ein i € {1,...,m} mit |z — x;| < d,,. Damit gilt

[f(2) = g(@)] < |f(x) = flzi)| + [f (@) — g(@i)] + |g(wi) — g(x)] <e,

also
1f = glleo <e.
Das beweist
AC U B(g,e). O
geF
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7. Der Existenzsatz von Peano

Lemma 7.1. Sei f : U C RxK" — K" stetig und sei (xo,y0) € U. Sei fernery : I — K"
mit xg € I . Dann sind dquivalent:

(i) y lost das Anfangswertproblem
y' = f(2,9), y(zo) = yo,

(11) y ist stetig, {(z,y(x)); z € I} CU und es gilt
vo) =+ [ () ds e,

Beweis. (1) = (ii): Es gilt: y ist stetig, {(x,y(z)); x € I} C U nach Definition von
Losung. Aufserdem gilt

y() — o = / y(s) ds = / f(s.y(s) ds (zeT)

o
nach Hauptsatz.

(ii) = (i): Nach Hauptsatz ist y stetig differenzierbar mit

()= fzy(@) (zel)

Auferdem gilt per Definition y(z¢) = yo. Somit 16st y das AWP. O

Satz 7.2 (Peano). Seien xg € R, yo € K" und a,b > 0. Sei ferner f : [zo,x0 + a] X
Blyo, b] — K™ stetig mit
[flloca < 0.

Dann besitzt das Anfangswertproblem

y/ = f(xvy)7 y({L’o) =1%o

eine Losung y : [xo, zo + a] — K".
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7. Der Existenzsatz von Peano

Beweis. Seien 0.E. g = 0,49 = 0,a = 1. Wir definieren rekursiv die folgenden Funktio-
nen ¢y : [0,1] — K" durch

¢r(0) =0,

= (D) (- 2) 1 (Ln (1)) (e ]2tk n)

Wir zeigen zunéchst induktiv, dass |k (z)] < || f||lcox fiir alle k € N und « € [0, 1] (damit
ist ¢, insbesondere wohldefiniert, da [px(z)| < ||fllo < b folgt). Fiir x = 0 gilt dies
offensichtlich. Wir nehmen nun an, dass die Ungleichung fiir # = § gilt. Dann folgt fiir

j o+l
xE}E»T}

o () +(a= D) (Lo (D)) 0t + (2= L) 1l = 2l

Wir zeigen nun, dass {¢x; k¥ € N} die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli
erfillt.

o ()] <

(a) Fiir z € [0,1] gilt {pr(x); k € N} C B0, b].
(b) Fir k € Nund z,y € [%, %] gilt

lok() — wr(¥)] < || flloolz — ¥

und somit auch
lor(®) — o) < [ flloolz =yl (2,9 €[0,1]).

Damit existiert eine konvergente Teilfolge (¢, )jen mit Grenzwert ¢ € C([0,1]). Wir
zeigen nun, dass ¢ das AWP 16st. Da nach (a) ¢x(x) € BJ0,b] fir alle k € N,z € [0,1]
gilt, folgt hiermit

p(a) = lim ¢, (z) € B0,0] (€ [0,1])

j—0o0
und daher {(z,¢(x)); z € [0,1]} C [0,1] x B[0,b]. Somit gentigt es nach Lemma [8.1| zu
zeigen, dass

wwz/#ww@»m (x € [0,1)).
0

Sei dazu € > 0. Da f gleichméfig stetig ist, gibt es § > 0 mit

z— 2|, ly =yl <= |f(z,y) = f",) <e
fiir alle (z,y), (z/,y) € [0,1] x B[0,b]. Sei nun N € N mit 3 < min{§
fiir k> N und = € [£, 7H1]

,ﬁ} Dann gilt

wwm—/ﬂam@»w
0
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7. Der Existenzsatz von Peano

<|one) - (1) - / Flovin(s) as| + fou (1) - 0/ (s, o0(5)) ds

< |ek(@) — ok <2> - j/If(SaSDk(S)) ds +§ Pk <121> — Pk (;) - :/Zlf(svs%(s)) ds
S/‘f (100 (1)) - 1650660 d+§ /'f (7o (7)) - smnton] as
<exr <e.

Da nun ¢, (x) = @(x) und [ f(s,¢x,(s)) ds = [ f(s,¢(s)) ds fiir j — oo (Ubung !)
folgt

() - / f(s.0(5) ds| < (x € [0,1))
0

und da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 7.3. (a) Die Bedingung a||f||cc < b ist durch Verkleinerung von a immer zu
erreichen. Der Satz besagt also, dass fiir stetige Funktionen f stets eine Losung des
AWP in einer kleinen Umgebung von xg existiert.

(b) Der Existenzsatz von Peano liefert keine Eindeutigkeit der Losung. Diese ist auch
nicht zu erwarten, wie das folgende Beispiel zeigt:

y/ = 2\/m’ y(0) = 0.

2 >0

Offenbar 16st y(z) = 0 dieses AWP. Allerdings ist y(z) = {0 - t’ ebenfalls eine
sons

Losung.

33



8. Eindeutigkeit von Losungen und der
Satz von Picard-Lindelof

Satz 8.1. Seien xog € R, yo € K™ und a,b > 0. Sei ferner f : [xg, o+ a] X B[y, b] — K"
stetig mit der Eigenschaft

de > 0Vz € [z, xz0+al,y, 2 € Blyo, b] : Re(f(z,y)— f(x, 2)|y —2)rgn < c\y—z!%@. (8.1)

Seien ferner ¢, : [xo, zo + a] = K" Lisungen des AWP

/

v = f(x,y), y(xo) = yo.

Dann gilt p = 1.

Beweis. Wir definieren die Funktion

r(z) = 5 |(pla) — v@)) e
= 23" (o) ~ @) Tole) — Bil@)e ™ (@ € [z, 0 + a)).
=1

e~ (Re(y(2) — ¥/ (2) () — (a
e (Re{f(z, ¢(x)) — (. (@)l
— b(@) — clp(a) - v

Al

|

[\

Q

8

—~
S
i

8
~—

fir alle x €]zg, 29 + a[ und somit ist 7 monoton fallend auf [xg,z¢ + a]. Da 7 > 0 und
T(z9) = 0, folgt 7(x) = 0 fiir alle z € [zg, xo + a], also ¢ = 1. O

Bemerkung 8.2. In R! besagt die Bedingung (9.1)), dass y — f(x,y) —cy monoton fallend
fiir alle x ist.
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8. Eindeutigkeit von Lésungen und der Satz von Picard-Lindel6f

Korollar 8.3 (Picard-Lindelof, lokale Version). Seien I ein kompaktes Intervall, xo € I,
yo € K™ b > 0. Sei ferner f: I x Blyg,b] — K" stetig mit

[fllool I} < b

Ferner gentige f einer Lipschitz-Bedingung bzgl. der 2. Variablen, d.h.

de >0V € Iy, z € Blyo, 0] - [f(x,y) = f(z,2)] < cly — 2].

Dann besitzt das AWP
Y = flz,y), ylzo) =m0

eine eindeutige Losung ¢ : I — K.

Beweis. Sei 0.E. xg = 0,y0 =0, I = [—ag, a1] fiir ag,a; > 0.
Existenz: Aus dem Satz von Peano (Satz[8.2) folgt die Existenz einer Losung ¢ : [0, a1] —
K™ des AWP

Betrachten wir nun die Funktion

f(x,y) = _f(_x7y) (.1‘ € [07@0] Y € B[O,b]).

Dann besitzt das AWP

v =flz.y), y(0)=0 (8.3)

ebenfalls eine Losung ¢ : [0, a1] — K", Setzen wir nun

o(z) = e1(z) falls z € [0, a1],
po(—x) falls x € [—ayp, 0],

so erhalten wir eine stetige Funktion mit ¢(z) = 0. Ebenso gilt fiir x €] — ag, 0]

¢ (2) = —ph(—2) = —f (=2, p2(~2)) = f(z, ().
Es verbleibt die Giiltigkeit der DGL in 0 zu zeigen. Es gilt

h
e =0 i) =i (0) 1 _
hlg&r - h hlgng - h hlg})l+ h /f(x’ #1(@)) da = £(0,0)

0

und ebenso

—h
. p(h) —90) L pa(=h) —pa2(0) = 7 _
Jim === = lim - = Jim - [ f(z,¢2(z)) dze = —f(0,0) = £(0,0).

Damit 16st ¢ das AWP.
Eindeutigkeit: Ist ¢ : [—ag, a;] — K" eine Losung, so losen ¢1(x) = p(x) fiir z € [0, a1]
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8. Eindeutigkeit von Lésungen und der Satz von Picard-Lindel6f

und @o(x) = p(—z) fir x € [0,a9] die AWP (9.2) bzw. (9.3). Somit geniigt es also
zu zeigen, dass diese Losungen eindeutig bestimmt sind. Es gilt fir =z € [0,a;] und
Y,z € B[Ov b]

(f(x,y) = f(z,2)ly — 2) < |f(z,y) — f(z,2)|ly — 2| < cly — 2|

und fir = € [0, ag]

(f(z,y) = f(@,2)ly — 2) = (f(—2,2) — f(—2,9)|y — 2)
|f(=z,2) = f(==,9)|ly — 2|

cly — 2|7

IN N

nach Cauchy-Schwarz’scher Ungleichung und somit folgt die Behauptung aus Satz [0.1]
O

Bemerkung 8.4. Die lokale Variante des Satzes von Picard-Lindel6f lasst sich auch ohne
den Satz von Peano beweisen.

Wir wollen nun noch eine globale Variante dieses Satzes zeigen, in der wir die Bedingung
| fllcca < b weglassen wollen. Dazu benétigen wir den Banach’schen Fixpunktsatz.

Satz 8.5 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und f : M — M eine strikte Kontraktion, d.h.

dg € [0,1[Vz,y € M : d(f(x), f(y)) < qd(z,y).
Dann ezistiert genau ein x* € M mat f(x*) = x*. Ferner gilt fir alle x € M

fM(x) = x* (n— o00).

Satz 8.6 (Picard-Lindelof, globale Variante). Sei I ein kompaktes Intervall, xog € I,yy €
K™ und f : I x K" — K" stetig. Ferner geniige f einer Lipschitz-Bedingung beziiglich der
2. Variablen, d.h.

EICZOVJ; EI??/’ZEKn : ‘f(l’>y)7f($7z)| < C|ny|.

Dann besitzt das AWP
Y = flz,y), ylzo) =wo

eine eindeutige Losung ¢ : I — K™
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8. Eindeutigkeit von Lésungen und der Satz von Picard-Lindel6f

Beweis. Nach Lemma [8.1] 16st ¢ das AWP genau dann, wenn
o) =+ [ fpe) ds e
o
gilt. Wir definieren die Funktion
P:C(I;K") — C(I; K")
durch

(P(g)) () = yo + / f(s,9(s)) ds (x € ).

Somit 16st ¢ das AWP genau dann, wenn

P(p) = ¢.

Es geniigt also zu zeigen, dass ® einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Dazu versehen wir
C(I) mit der zu || - ||oo dquivalenten Norm (!)

lgll = sup |g(z)[e~*
zel

fiir ein d > ¢. Wir weisen nun die Bedingungen des Banach’schen Fixpunktsatzes fiir P
nach. Es gilt fiir g, h € C(I)

[(P(9)) (z) — (P(h)) (z)] = / f(s,9(s)) ds — / f(s,h(s)) ds
< / F(5.9()) — (5. h(s))] ds
<c [ las) = n(s)| s

T
<cllg—h| /eds ds
T

C
< Sllg— hle

und damit c
1P(g) = P(R)| < —llg = All-

Damit besitzt P einen eindeutigen Fixpunkt. O
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8. Eindeutigkeit von Lésungen und der Satz von Picard-Lindel6f

Bemerkung 8.7. Mithilfe der Abbildung P ldsst sich die Losung des AWP rekursiv be-
stimmen. Nach Satz gilt
P"(g) >y (n—o00)

fir jedes g € C(I; K™). Fiir g = 0 nennt man die Funktionen P"(0) die Picard-Iterierten.

Beispiel 8.8. (a) Betrachte das AWP

y' =siny, y(xo) =wo
flir zg,yo € R. Dann erfiillt

FiIxR—>R
(z,y) — siny

die Voraussetzung von Satz fiir jedes kompakte Intervall I mit xg € I. In der Tat
gilt mit Mittelwertsatz

[f (@, y) = f(z,2)] = [sin(y) — sin(z)| = |cos(§)[ly — 2| < |y — 2]
fiir alle x € I,y,2 € R und £ € R geeignet. Somit besitzt das AWP eine eindeutige
Losung y : I — R fiir jedes kompakte Intervall [I.
(b) Betrachte das AWP
y =y, y0)=L

Dieses besitzt nach Satz ebenfalls eine eindeutige Losung y : I — R fiir jedes
kompakte Intervall I mit 0 € I. Wir berechnen y iiber die Picard-Iterierten. Es ist

T

(P(0)) (z) = 1+/Odt: 1

0
(P*0)) (z) =1+ [ldt=1+x
/
(P3(0)) (z) = 1+/1+tdt: 1—1—:(;—&-%3162
0
n—1 :Ek
(P O0)(x) =) 77
k=0
und daher o
y(a) = lim (P"(0)) (2) = Y 77 = exp(a).

38



8. Eindeutigkeit von Lésungen und der Satz von Picard-Lindel6f

Korollar 8.9. Sei I ein Intervall, xg € I,y € K™ und f : I x K* — K" stetig. Ferner
geniige [ auf jedem kompakten Intervall J C I einer Lipschitz-Bedingung beziiglich der
2. Variablen. Dann besitzt das AWP

y/ = f(wvy)7 y(xo) =1%o

eine eindeutige Losung y: I — K™,

Beweis. Sei (Jy),cn eine Folge kompakter Intervalle mit Ji, C Jyyq1 und I = ey Ji-
Nach Satz [0.6] besitzt fiir jedes k € N das AWP eine eindeutige Losung vy, : Ji, — K™
Insbesondere gilt ygt1]s, = yr. Damit ist y : I — K" mit y(x) = yi(z) fir x € Ji
wohldefiniert und eine Losung des AWP. Umgekehrt gilt fiir jede Losung ¢ : I — K™,
dass |y, eine Losung auf Ji ist und somit wegen Eindeutigkeit ¢l = yi gilt. Damit

p=uy. O]

Bemerkung 8.10. Mit diesem Satz folgt die eindeutige Existenz von Lésungen y : R — R

in Beispiel (a) und (b).
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Teil 111.

Lineare Differentialgleichungen
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9. Lineare Systeme von
Differentialgleichungen

Sei im Weiteren I C R ein Intervall.

Definition. Seien A : I — K"*™ b : I — K" stetig. Dann heifst
y = A(x)y + b()

ein lineares Differentialgleichungssystem (DGLS). Ist b = 0, so heifit das System homogen,
sonst inhomogen.

Satz 9.1. Seien A : I — K™*™ b: I — K" stetig, sowie xg € I,yy € K". Dann besitzt
das AWP

y = A(@)y +b(x), y(zo) =0
eine eindeutige Losung y : I — K.
Beweis. Nach Korollar geniigt es zu zeigen, dass
flz,y) = Alz)y +b(z) (vel,yeR")

fiir alle kompakten Intervalle J C I eine Lipschitz-Bedingung erfiillt. In der Tat gilt fiir
J C I kompakt

[f(z,y) = f(z,2)] = [A(x)y — A(z)2| < sup [A@)|ly — 2| (z € Jy,z€K"). O

Satz 9.2. Sei A: I — K™ stetig. Dann ist
Ly = {y I =K'y = A(x)y}

ein n-dimensionaler Teilraum von C(I;K™). Ferner sind fir yi,...,yr € La die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) y1,...,yx sind linear unabhdingig,
(i) Ve € I : y1(x),...,yk(x) sind linear unabhingig,
(i) 3z €1 : y1(z),...,yx(x) sind linear unabhingig.
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9. Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Beweis. Die Vektorraumstruktur von L4 ist offensichtlich. Sei nun x¢ € I und betrachte
die Abbildung

F:Ls— K"
y = y(xo).

Dann ist F' ein Vektorraum-Isomorphismus. Die Linearitit von F' ist offensichtlich. Die
Bijektivitat von F' folgt unmittelbar aus Satz (Eindeutigkeit = injektiv, Existenz
= surjektiv). Damit folgt

dim(L,4) = dim(F[L4]) = dim K" = n.
Die Aquivalenz der Aussagen (i)-(iii) folgt unmittelbar mit dem Isomorphismus F. [

Definition. Sei A : I — K"*" stetig. Eine Basis (y1,...,yn) von L4 heiflt Losungsbasis
oder Fundamentalsystem des DGLS

y = A(x)y. (9.1)

Ist (y1,- .., Yn) ein Fundamentalsystem, so heifst ® : I — K"*" mit ®(z) = (y1(x),...,yn(x))
eine Fundamentalmatriz von ((10.1]).

Bemerkung 9.3. (a) Ist ® eine Fundamentalmatrix, so ist nach Satz [10.2] ®(z) regulér
fiir alle x € 1.

(b) Sind yi1,...,yn € L4, so bilden (yi,...,y,) ein Fundamentalsystem, genau dann
wenn

V/3z e I: W(x):=det(y1(x),...,yn(x)) #0.
W heift Wronski-Determinante von yi, ..., Yn.
(c) Ist ® eine Fundamentalmatrix, so gilt
Ly={xw ®(x)c; ce K"}.

(Klar, da {z — ®(z)c;c € K"} = Lin{y;;i€{l,...,n}} = Ly, wobei y; die
Spalten von ® bezeichnen.)

(d) Ist ® eine Fundamentalmatrix, so ist W(x) := ®(z)®(xq)~" fiir alle 29 € I ebenfalls
eine Fundamentalmatrix. (Offenbar sind die Spalten von ¥ Linearkombinationen von
® und daher Losungen. Aufserdem gilt

W (z0) = det(®(x0)®(20) ') =1

und somit ist ¥ nach (b) eine Fundamentalmatrix.)

(e) Eine Abbildung ® : I — K"*™ ist genau dann eine Fundamentalmatrix, wenn

& = A(z)®, det P(xq) # 0.
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9. Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Lemma 9.4 (Superpositionsprinzip). Seien A : I — K"*" by, by : I — K" stetig. Seien
ferner y1,y2 : I — K" Lésungen der DGLSe

Y = Ale)y + bi(z) baw. yf = Ax)y + ba(a).
Dann lost cy1 + dys fiir ¢c,d € R das DGLS
y = A(x)y + cby(x) + dba(z).
Beweis. Einfaches Nachrechnen. O

Satz 9.5. Seien A : I — K" " b : I — K" stetig. Sei y, : I — R" eine Lisung des
DGLS
y = A(x)y + b(z).

Dann gilt
Lapy={y: T =Ky = Ax)y +b(x)} = {yn + vp; yn € La}.

Beweis. Nach Lemma 16st yp, + yp das DGLS fiir jedes yj, € La. Umgekehrt gilt
nach Lemma fiir jedes y € Loy, dass y —y, € La. O

Die Aufgabe besteht also darin, eine spezielle Losung des inhomogenen Problems zu
finden.

Satz 9.6 (Variation der Konstanten). Seien A: 1 — K"*" b: 1 — K" stetig. Sei ferner
® : [ - K™" eine Fundamentalmatriz des homogenen Problems

y = Alx)y.
Dann gibt es ¢ : I — K" derart, dass
yp(x) = @(z)e(z) (€l
eine Losung des inhomogenen Problems
y = A(z)y +b(x)

1st.

Beweis. Mit dem Ansatz

folgt
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9. Lineare Systeme von Differentialgleichungen

Damit g, das inhomogene Problem 16st, muss also
() (z) = b(x)

gelten. Setzen wir
x

c(x) = /@(3)_119(3) ds (zel)

xo
fiir ein beliebiges xg € I, so erhalten wir die gewiinschte Losung. ]
Bemerkung 9.7. Die Losung des AWP

y' = A@)y +b(x), y(@o)=yo
ist damit gegeben durch

T

y(z) = ®(x)P(x0) 1yo + @(x)/@(s)lb(s) ds.

Zo

Beispiel 9.8. Wir betrachten das DLGS

;[0 1 n T

auf I =] — 1, oo[. Ein Fundamentalsystem zum zugehorigen Problem ist gegeben durch
In(14+2x) 1
o= ("),
1+z
In(1
In der Tat sind y;(z) = ( n( 1+ 7) ) und yo(z) = < (1) ) Losungen des homogenen
T+a

Problems und wegen
0 1
VV(O)—det(1 0)——1750

auch linear unabhéngig. Damit ist

z
In(1+2x) 1 0 -1 S
yp(fr)—< (l—il-:r ) 0)0/—(“8)( — L 1n(1—|—s)><0> ds
x
:<ln(im) é)/(i) ds
0
-(%)
0
eine Losung des inhomogenen Problems. Somit ist die Losungsmenge des inhomogenen

gegeben durch
1.2
{:1;'—>c< 1n(11+x) >+d< 1>+< 2% ) ;c,deR}.
T 0 0
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10. Lineare Systeme von
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Wir betrachten nun DGLS der Form
y' = Ay (10.1)

fiir ein A € K™*™ und wollen einen Weg finden, ein Fundamentalsystem fiir dieses DGLS
zu finden.

Lemma 10.1. Sei v € C" ein Figenvektor von A zum FEigenwert A € C. Dann gilt fiir

y: R — C" mit y(z) == My

y'(z) = Ay(z).
Beweis. Klar. ]

Satz 10.2. Sei A diagonalisierbar tiber C, d.h. es gibt Figenwerte \1,..., A\, € C von A
(mit Vielfachheiten gezihlt) und zugehérige linear unabhingige Eigenvektoren vy, ..., v, €
C™. Dann bilden die Funktionen yi,...,yn : R — C" gegeben durch

yi(x) = o

etn Fundamentalsystem von .
Beweis. Nach Lemma gilt
yi(z) = Ayi().

Auferdem gilt
W(0) = det (v1,...,v,) #0,

aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Eigenvektoren. O
. : 0 -1 .
Beispiel 10.3. Sei A = < 10 ) . Dann gilt

det(A — \E) = X2 +1

45



10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

und somit sind A\; =i und Ay = —i die Eigenwerte dieser Matrix. Fiir die Eigenvektoren

T
=1 = vy gilt
<y> 1 2 8

—iz —y =0,
z—iy=0

o~ (D)ee (7))

Als Fundamentalsystem ergibt sich somit

und damit z. B.

Man beachte, dass wir trotz einer reellen Matrix A ein Fundamentalsystem mit komplex-
wertigen Funktionen erhalten. In der Tat konnen wir hieraus ebenso ein reellwertiges
Fundamentalsystem konstruieren.

Lemma 10.4. Sei A € R™" und y : R — C" eine Lésung von
/
y = Ay.
Dann sind y1 = Rey,yo = Imy : R — R" ebenfalls Lésungen.

Beweis. Es gilt
vy = (Rey)' =Rey’ = Re Ay = ARey = Ay

und analog fiir ys. O

Lemma 10.5. Sei I C R ein Intervall und fy,..., fr : I = R" sowie fri1,...,fe: 1 —
C™ so, dass

{f1. o fio foats fovts oo fo Jo}

linear unabhdngig ist. Dann ist auch

{fl?' . 'afkaRefk+171mfk+la'--aReffalmfl}

linear unabhdngig.

Beweis. Seien A1,..., Ay, ka1, .- -, e € C mit

Afi+ oo M fie + M Re fipr H pppn Im fre 0+ 0o+ A Re fy + e Im fp = 0.
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10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
Nun gilt fur j € {k+1,...,¢}
_ 1 _
AjRe fi o+ i Tm fi = Ay (fi + F) + wigg (fi = 13)

1

2
1 1 1 1\
=3 <Aj + iuj) fits (Aj - i“j> fi

und damit nach Voraussetzung

1 1 1 1
3 <)\j+iuj> =3 (Aj—iﬂj) =0

fir alle j € {k +1,...,¢}. Damit gilt

1 1 1 1
)\j = B <)\j+i,uj> +§ (/\j —iuj> =0,

(1 1 1 1
uj=1<2 (/\j+iuj> -3 <)\j—iuj)> =0. =

Korollar 10.6. Sei A € R™*"™ diagonalisierbar iiber C, d.h. es gibt Eigenwerte A1, ..., A\ €
R und Figenwerte Mgi1, o1, - -+, i, i € C\ R von A (mit k +2(¢ — k) = n) und zu-
gehdrige linear unabhdngige Eigenvektoren vy, ..., Vg, Vkt1, Uks1,---,0e,0¢ € C*. Dann
bilden die Funktionen

sowie

)\ix'l}z’,

yi(x) =e
fallsie {1,...,k} und

yi(x) = Re (e’\"xvi>
Yi+1(z) = Im (exi%z)
fallsi € {k+1,k+3,...,0—1} ein reelles Fundamentalsystem zu (11.1]).

Beweis. Die angegebenen Funktionen sind Losungen nach Satz [I1.2) und Lemma [I1.4]

und linear unabhéngig nach Lemma [11.5 O
. . 0 -1 . . : i :
Beispiel 10.7. Sei A = 1 0 . Dann gilt Ay =i, A3 = —i und v; = 1) Somit

bilden
iz 1) __( —sinz
nio) =Red (1) = (),
i 1\ [ cosw
yo(2) = Ime ( 1 ) N < sin x )

ein reelles Fundamentalsystem.
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10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Kommen wir nun zum allgemeinen Fall nicht-diagonalisierbarer Matrizen. Ein Funda-

mentalsystem ¥ zu (11.1)) konnen wir tiber das AWP
V= AU, U(0)=E

bestimmen. Wir kénnen diese Losung mithilfe der Picard-Iterierten berechnen. Es gilt

P(O)(m):E+/AO dt = E,
0

P2(0)(x) :E+/AE dt = E + z4,
0

P3(0)(z) = E + /A(E +xA)dt = E +2A+ %:cAQ,
0

n—1 :Ek
Pr0)(z) =) AN

k!
k=0
Nach Banach’schem Fixpunktsatz konvergiert
P"(0) - U

in C(I; K"*") fiir jedes kompakte Intervall I, also insbesondere
U(z) = Z HA =: exp(zA).
k=0

Definition. Sei A € K"*". Wir definieren
=0

Die Abbildung

exp : K" — K™
A — exp(A)

heifkt Matriz- Exponentialfunktion.

Satz 10.8. Seien A, B € K" mit AB = BA. Dann gilt

exp(A + B) = exp(A) exp(B).
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10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Beweis. Wir betrachten die Funktion
U(t) == exp(tA)exp(tB) (t€R).
Dann gilt ¥(0) = E und
U/ (t) = Aexp(tA) exp(tB) + exp(tA) B exp(tB).

Nun gilt

und somit 1ost ¥ das AWP

Aus der Eindeutigkeit folgt
U(t) =exp(t(A+ B)) (teR)

und damit insbesondere

exp(A+ B) = ¥(0) = exp(A) exp(B). O

Bemerkung 10.9. Ist ® ein Fundamentalsystem, so gilt

exp(tA) = &(t)B(0) .

0

Beispiel 10.10. Wir hatten gesehen, dass fiir A = < 1 _0

durch

> ein Fundamentalsystem

gegeben ist. Dementsprechend gilt

exp(zA) = &(x)®(0)~*
(e e\ 1 /1
T\ et el 2i \ —1 i
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10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

_ < % (eix T efix) _% (elx o eiiz) >

% (eiz _ e—iw) % (elx + e—l:v)

[ cosx —sinw

~ \sinz cosz )’
Satz 10.11 (Putzer-Algorithmus). Seien A1,...,\, € C die Nullstellen von p(\) =
det(A — AE). Wir definieren die Matrizen

PO =F

Ferner definieren wir Funktionen w; : R — C firi € {1,...,n} rekursiv durch die AWP

wll = Alwla wl(O) = 1,
wi = Nw; +wi—1,  wi(0)=0 (i €{2,...,n}).

Dann gilt

exp(zA) Z wi(x

Beweis. Nach Satz von Cayley-Hamilton gilt P, = p(A) = 0. Es gilt

APy =P+ NP1 (i€{l,...,n})

und daher
AZwl( Zl—ZwZ P+)\Pz 1)
i=1
= Zwl )P + Z Aiw; (x
= Z wz—l(x)Pz—l + Z Azwz(x)-Pz 1
i=2 i=1
= Z(Azw@(m) +wi—1(x))Pio1 + Mwi(z) Py
i=2
= ng(x)PZ_l
i=1
Da ferner "
> wi(0)Py = wi(0)Py = E,
=1

folgt die Behauptung.
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10. Lineare Systeme von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

0 -1

Beispiel 10.12. Wir berechnen die Exponentialmatrix zu A = < 10

) nun iiber
den Putzer-Algorithmus. Es ist A/, = +i. Damit gilt

PozE,P1:A—iE:<_11 j )

Zur Probe berechnen wir

PQ—(A—HE)Pl—(i _11>(_11 j)—o.

Wir berechnen nun w; tiber
w) = iwy, wi(0)=1.

Es ist wi(z) = ¢'*. Nun berechnen wir wy iiber
wé = —lwg +wy, w2(0)=0.

Das homogene Problem hat die allgemeine Losung wo p(x) = ce™®. Mit Variation der

Konstanten erhalten wir
C/(x)eflm — el:v

und daher
X

. 1 .
c(x) = /6218 ds = —(e%* —1).
2i
0
Die allgemeine Losung des inhomogenen Problems hat also die Form

1

g(eim — e ) = ce™I 4 gin(z).
i

Ce—im +
Die Anfangsbedingung liefert nun ¢ = 0, also
wa(z) = sin(x).

Damit gilt

exp(zA) = wi(x) Py + wa(z) Py

[ e® —isinx —sinz
sin x e —isinx

[ cosr —sinzw
sinz cosz ’
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11. Lineare skalare
Differentialgleichungen n-ter
Ordnung

Sei I ein Intervall und ay,...,ap : I — K stetig mit a,(z) # 0 fiir alle x € 1.

Definition. Sei r : I — K stetig. Die DGL
an(@)y™ + ...+ ar(2)y + ao(x)y = r(z)

heiltt lineare skalare Differentialgleichung n-ter Ordnung (sDGL). Ist r = 0, so heift die
Gleichung homogen, sonst inhomogen.

Satz 11.1. Seir : I — K stetig, zo € I und yo, . ..,yn—1 € K. Dann besitzt das AWP
an(@)y™ + ...+ ai(@)y +ao(@)y = r(z), y(x0) = yo,. .-,y (20) = Y1

genau eine Losung y: I — K.

Beweis. Nach Satz ist y : I — K genau dann eine Losung des AWP, wenn y(z) =
e{ z(x) mit

Yo
7= Ax)z +b(x), z(zo) = : :
Yn—1

wobei

0 1 0 0

0
Az) = : S, . b(z) = 0 . (L
0 . 0 1
_w@) @) r(@)

an () an (x)

Somit folgt die Behauptung aus Satz [10.1} O
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11. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Satz 11.2. Sei
L, = {y T = K; an(x)y™ + ... +ag(z)y = O} .

Dann ist L, ein n-dimensionaler Vektorraum. Zudem sind fir y1,...,yr € Lq folgende
Aussagen dquivalent:

(i) y1,-..,yx sind linear unabhdingig,

(it) Ve € I : (y1(x),... ,ygn_l)(x)), oo (yk(2), ey y,gn_l)(a:)) sind linear unabhdingig,

(i) 3z €I : (y1(x),... ,y%n_l)(a@)), oo (yk(z), .o ey y,gn_l)(x)) sind linear unabhdngig.

Beweis. Nach Satz[I.4] gilt
L,= {esz; z € LA}

und
Ly= {(y,u-,y(”_l)); y € La}

mit A gegeben durch (12.1)). Somit ist e? : Lo — Ly ein Vektorraumisomorphismus und
daher folgen alle Behauptungen aus Satz [10.2] O

Definition. Eine Basis des Vektorraum L, heifst Lisungsbasis oder Fundamentalsystem
von
an(z)y™ + ... + ag(z)y = 0.

Bemerkung 11.3. Nach Satz ist y1,...,yn € Ly genau dann ein Fundamentalsystem,
wenn

vi(z) - yn(@)
V/3z e l: W(zx):=det : : # 0.
W@ ()

Satz 11.4. Seir: I — K stetig. Sei ferner y, : I — K eine Losung von
an(@)y™ + ...+ ag(z)y = r(z).
Dann gilt
Loy = {y T = K an(x)y™ + .. 4 ag(x)y = 7“(96)} ={yp + Un; Yn € La}.
Beweis. Das folgt unmittelbar aus dem Superpositionsprinzip. O

Bemerkung 11.5. Eine spezielle Losung y, des inhomogenen Problems erhalt man z.B.
iiber Variation der Konstanten des zugehorigen Systems

2= A(z)z + b(x).
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12. Lineare skalare
Differentialgleichungen n-ter
Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Seien nun ag,...,a,_1 € K. Wir betrachten sDGL der Form
Y™ 4 a1y Y 4 agy = 0. (12.1)
Wihlen wir den Ansatz y(z) := e fiir ein X\ € C, so erhalten wir

()\" +ap N+ ao) M =0.

Dies fiihrt zur Untersuchung des so genannten charakteristischen Polynoms.

Definition. Das Polynom
p(A) = \"+ a1 A" T4+ a )+ ag

heilt charakteristisches Polynom der sDGL )

Bemerkung 12.1. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt
n
) =[N =x)
i=1

fir gewisse A1,..., A, € C (beachte, dass \; = A; fiir i # j auftreten kann). Offenbar
sind Aq,..., A, die Nullstellen von p gezihlt mit Vielfachheiten.

Lemma 12.2. Sei p das charakteristische Polynom zu und sei A1 dessen einzige
Nullstelle (mit Vielfachheit n). Dann bilden die Funktionen

yi(z) = i leM® (te{l,...,n})

ein Fundamentalsystem von .
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12. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass Ay = 0 gilt. Dann ist p(A) = A" also die sDGL
y™ = 0.

Offenbar sind dann y;(z) = 2°~! fiir 4 € {1,...,n} Losungen dieser DGL und linear
unabhéngig.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Es ist p(A\) = (A — A1)”. Die DGL ist dann
gegeben durch

n n ' L
OTEDS () (—A)iyn =0, (12.2)
i=0
Nun gilt
p(Q)y =0« y/(\?) =0 (12.3)

mit yy, (z) = e~ M%y(x). In der Tat gilt
n -1z - n 1, (n—1
@) =3 () a0
=0

und somit folgt (13.3). Nach obiger Argumentation ist {z ~ 1,...,2 + 2" !} ein

Fundamentalsystem fiir 4™ = 0 und daher ist {z — eM% ...z — 2" 'eM?} ein
Fundamentalsystem fiir (13.2)) (beachte: die Multiplikation mit e*® erhilt die lineare
Unabhéngigkeit). O

Satz 12.3. Sei p das charakteristische Polynom zu und A,..., A\ € C dessen
Nullstellen mit Vielfachheiten my,...,my € N (insbesondere gilt Z§:1 mj = n). Dann
bilden die Funktionen

(a;b—>afje>‘”> (te{l,...,k},je{0,...,m; —1})
ein Fundamentalsystem von ,

Beweis. Bs gilt p(A) = T[], (A — \)™ = T]%_, pi(A). Nach Lemma bilden die
Funktionen .
yi(z) = 27e™  (j€{0,...,m; —1})

ein Fundamentalsystem zu
pi(0)y = 0.
Da

k
p(d) = [ pi(0),
i=1
folgt, dass die Funktionen

y(x) =27 (ie{l,...,k},je{0,...,mi—1})
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12. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

tatsdchlich n Losungen von ((13.1]) sind. Es verbleibt die lineare Unabhéngigkeit zu {iber-
priifen. Eine Linearkombination der Funktionen hat die Form

z— Py(x)eM® 4 4 Pyx)e*®
fiir gewisse Polynome P; : R — C. Es geniigt also zu zeigen, dass aus
Py(z)eM® 4+ . 4 Py(x)eM® =0 (z € R)

folgt, dass
P=...=P=0

gilt. Wir fiihren eine Induktion nach k durch. Fiir £ = 1 folgt die Behauptung trivial.
Gelte sie nun fiir Kk — 1 € N und sei

Pi(z)eM® + ...+ Py(z)eM® =0 (z €R).
Dann folgt
Pi(z)e™=Me o P (@)ePR1m T LBz =0 (2 € R).
Differenzieren wir diese Gleichung r = deg Py + 1 mal, so folgt

Pi(z)eM e 4 P (2)eM 1T — 0 (2 € R)

T

Pi(z) = (:) PO ()0 — M)

1=0

deg(-)=deg P;j—i

Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun

Pp=...=P. =0

und somit insbesondere
Pi()(\ — M) =0 (z € R).

Da \;j # A, folgt P = ... = P,_; = 0 und damit auch P, = 0. Das beendet den
Beweis. O

Beispiel 12.4. Wir betrachten die DGL
y" + 9y = cos(3x)
in C. Das zugehorige homogene Problem hat das charakteristische Polynom
p(A) =A*+9

und die Nullstellen
A1 =31, Ao = -3i
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12. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Damit ist die allgemeine homogene Losung gegeben durch

{a: 01637 4 e o g € C} .

Wir berechnen die allgemeine Losung des inhomogenen Problems iiber die Variation der
Konstanten. Das zugehdrige System hat die Fundamentalmatrix

3ix —3ix
€ €
(I)(:L‘) = ( 3ie3ix _3ie—Six > .

Mit dem Losungsansatz ®(x)c(z) erhalten wir

0

/ _ —1

¢(x) = (x) ( cos 3z )
B 1 _3ie—3i:v _e—3i:c 0
 6i —3jediz iz cos 3x
_ _l —e 3% 0o 3
6l e%% cos 3
B _i o (1 4 e—6ia;)
12 efiz 41

und daher

Somit erhalten wir

1 _1.63132 4 Le—3ix 4 ie3im +xe—3i:p
O(z)c(z) = o < 61 . 61
_ 120z sin(3x) + % cos(3x)
12i *
B < tasin(3z) + 35 cos(3x) )
*

und damit

1 1
yp(z) = g% sin(3z) + 6 cos(3x)

als spezielle Losung des inhomogenen Problems. Somit ist die allgemeine Losung gegeben
als

. . 1 1
{1‘ = €3 4 cpe 3T 4 g% sin(3x) + 36 cos(3x); 1,02 € (C} .
Satz 12.5. Sei p das charakteristische Polynom zu und Ai,..., \x € C dessen
Nulistellen mit Vielfachheiten mq, ..., my € N. Weiter sei p reell (d.h. alle Koeffizienten

Ap—1,--.,00 N sind reell). Seien \i,..., A die reellen Nullstellen und \py1 =
Aot2s -y Ab—1 = N, die nicht reellen Nullstellen. Dann bilden die Funktionen

y(x) o (te{l,....0},je{l,...,m;})
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12. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

IR cos(Im Nz) (€ {f+1,...,k—1},5€{0,...,m; —1})
wleleAiTsin(im \z) (e {l+1,....,k—1},5€{0,...,m; —1})

ewn reelles Fundamentalsystem von .

Beweis. Nach Satz [13.3| bilden die Funktionen
z— 7Nt (e {l,... k},je{0,...,m;i—1})

ein komplexes Fundamentalsystem. Da aq, ..., a,—1 € R sind auch

AT Re \;z

= 2le cos(Im \;x)

eRe AT

z — Reale

T — g sin(Im \;x)

Losungen und linear unabhéngig nach Lemma O

Beispiel 12.6. Die allgemeine reelle Losung der DGL
y" + 9y = cos(3x)

ist damit gegeben durch

1
{:1: — ¢1 cos(3z) + cosin(3z) + 6% sin(3x) ; c1,¢2 € R} .

Wir beschlieffen dieses Kapitel mit speziellen Ansatzfunktionen fiir die Lésung inhomo-
gener Probleme.

Lemma 12.7. Sei p das charakteristische Polynom zu und sei p € C keine Null-
stelle von p. Set weiter ¢ : R — C ein Polynom. Dann existiert ein Polynom r : R — C
mit degr = degq, so dass y := e*'r(-) eine Lisung der sDGL

p(9)y = e“q(x)

1st.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion iiber den Grad von p durch. Ist degp = 1, so gilt
p(z) =(x=2A) (z€R)

m

mit A € C\ {u}. Nach Superpositionsprinzip geniigt es, die Behauptung fir ¢(z) = =
fir m € Ny zu zeigen. Wir setzen r(z) :== ) ;" ¢;z" mit

p—XA 1 0 - 0 " 0
0 pu—X 2 : c1
. : . 0 f _
p—A m Cm—1 0
0 0 p—A Cm 1
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12. Lineare skalare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Dann gilt

m
(1 — Nz’ + Z ciiz'™!
i=1

NE

(1= Nr(x) +r'(x) =

s
31
URES)

(1= Nei + (i + Deign) @ + (1 = Nepa™

s
Il
=)

I
8
3

und somit
(P(9)etr) () = (0 — N)etr) (x) = & ((u — Nr(z) +1'(2)) = HT2™

flir alle z € R.
Gelte die Behauptung nun fiir alle Polynome vom Grad n und sei degp = n + 1. Dann
gilt

n n

p(@) =@ =) =@ - )@ - \) =Ba)(z - \) (z€R)

i=1 i=2
fiir gewisse Aq,..., A, € C\ {u}. Nach IV existiert ein Polynom 7 : R — C mit deg7 =

deg g, so dass
p(0)el' T = elq(x).

Nach oben Gezeigtem, existiert ferner ein Polynom r : R — C mit degr = degr = degq
so dass
(0 — A1)etr = e!r(x)

gilt. Damit gilt
p(0)e'r =p(9)(0 — A1)et'r = p(9)e!' T = e!¥q(x). O
Lemma 12.8. Sei A € C und p(x) = (x — \)* fir x € R und k € N. Sei ferner

q : R — C ein Polynom. Dann ezistiert ein Polynom r : R — C mit degr = deggq, so
dass y(x) = e r(z)z* fir € R eine Losung der sDGL

p(0)y = e q(z)

1st.

Beweis. Nach Superpositionsprinzip geniigt es den Fall ¢(z) = 2™ fiir ein m € Ny zu

behandeln. Wir setzen r(z) = (mLJr'k),xm fiir x € R und erhalten
|
oF (m — T(x)xk) = ﬁak (x — xm+k> =z

Somit gilt mit y(z) = eMr(x)z* fir r € R

p(d)y = " (:): > r(x):nk> = g™, O
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Satz 12.9. Sei p das charakteristische Polynom zu . Sei ferner p € C und q :
R — C ein Polynom. Dann existiert ein Polynom r : R — C mit degr = degq so, dass
y(x) == el*r(x)a® eine Losung der sDGL

p(0)y = e"*q(x)
ist, wobei s € Ng die Vielfachheit von v als Nullstelle von p sei.

Beweis. Ist p keine Nullstelle von p (also s = 0), so folgt die Behauptung aus Lemma
Sei nun p eine Nullstelle der Vielfachheit s € N. Dann gilt

p(x) = (x — p)°plz)

fiir ein Polynom p : R — C mit p(x) # 0. Nach Lemma [13.7 Polynom 7 : R — C mit
degr = deg ¢ so, dass
p(0)et' T = elq(x).

Nach Lemma [13.8| existiert ferner ein Polynom r : R — C mit degr = degr = degq so,
dass y(x) == e*r(x)z® fir x € R eine Losung von

(0 — p)'y = 7 ()

ist. Somit gilt
p(9)y = p(9)(0 — p)*y = p(0)e" T = e**q(x). m

Beispiel 12.10. Wir betrachten wieder die DGL
y" 4+ 9y = cos(3z) = Ree’i®,

Das charakteristische Polynom p(\) = A? + 9 besitzt die Nullstellen 43i. Wir 15sen
zunichst zur rechten Seite e3%. Nach Satz hat eine spezielle Losung dieser Gleichung

die Form .
y(z) = Ce3%x

fiir ein C' € C. Es gilt

Damit ergibt sich

!
e =y (z) + 9y(z)
= Ce*6i

und somit C' = —%. Fiir das Originalproblem ergibt sich damit die spezielle Losung

- 1
y(x) = Re (—ée?’“m) =5 sin(3z)x.
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A. Der Satz von Cayley-Hamilton

Lemma A.1l. Seien n,k € Ng mit k < n. Sei weiter A; € CF*k Ay € Cr=R)x(n=k) 4
Ag € CH*=k)- Dann, gilt

A A
det( ()1 A;’ > = det A det A,.

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Gelte die Aussage nun fiir n
und sei k < n + 1. Fiir £ = 0 ist wieder nichts zu zeigen. Sei also k > 1. Es gilt

k . .
A Az N i, M Ay Aj
det( 0 A ) = Z;( 1)'a;;’ det 0 A, )
wobei Aﬁ und Ag jeweils aus A; und Ag durch Streichen der i-ten Zeile entstehen. Nach
Voraussetzung gilt nun

k
Z(—l)iagi) det Ai det Ay = det A1 det As,. O

=1

Lemma A.2. Sein € N und aj;,a;, € C firi € {1,...,n}. Dann gilt

ail 0 0 A1n
-1 : : . . n i—1
det o .. -, 0 = E Ain, ajj
S i=1 j=1
. . pn—1n—1 OGp—1n
o --- 0 -1 Gnn,

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Gelte du Aussage nun fiir
n — 1. Dann ist

a1 O 0 a1n a2 0 0 a2n
-1 -1
det 0o . . 0 : = qq1 det 0o . . 0
: c an—-1,n—1 Qn—1n R n—1,n—1 Qn—1n
o --- 0 —1 Ann o --- 0 -1 Ann
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-1 a2 0
_ 0
+ (=) ay, det
- OGn—-1.n—1
0 0 -1
n—1 i—1
=ar Z Ait+1.m H Aj+1,5+1 | T aQin
i=1 j=1
n i—1
= a1 E Qin H aji | +ain
i=2 =2
n i—1
= E Qsn H Qjj5 . ]
i=1 j=1

Satz A.3 (Cayley-Hamilton). Sei A € C"*" und p(\) := det(AE — A). Dann gilt p(A) =
0.

Beweis. Sei v € C"\ {0}. Wihle k¥ € N maximal, so dass {v, Av,..., A*"1v} linear
unabhéngig sind. Dann existieren cg, ..., ct_1 € C mit

k—1
AFy = Z c;A'.
i=0

Seien nun w41, ..., w, € R" so, dass {v, Av,..., A¥ Yo, wy,1,...,w,} linear unabhin-
gig sind. Dann ist die Matrix
B:=(v,A ARt
= (v, Av, ..., Vy Wt 1y -« -y Wy

invertierbar und es gilt

0 0 Co

1 : *
B7'AB = 0 0

. 1 Ck—1

fiir eine Matrix Ay € C=F)>*("=k) Nun gilt

p(\) = det(A\E — A) = det(B~Y(\E — A)B)
= det(\E — B~'AB)
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A o --- 0 —cg
-1 . S :
= det 0 . .0 det(AE — Ag)
A —Cp2
0 0 —1 A—cpy
k—1 i—1
= det(AE — Ay) - (—ei) [TA ] + = )N
i=1 j=1

k—1
= det(\E — Ay) - ()\k -3 A“cH)
i=1
k—1 ‘
= p1(\) - (Ak = A“cH) :
=1

Somit gilt also
k—1
p(A)v = pi(A) (Akv — Z ci_lAi_lv> =0.
i=1

Da v beliebig war, folgt p(A4) = 0.
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