Prof. M. Waurick, Dr. G. Semmler
TU Bergakademie Freiberg
Wintersemester 2024 /25

Analysis 3 (Gewohnliche Differentialgleichungen)
5. Aufgabenblatt: Banachraume stetiger Funktionen und der Satz von Arzela-Ascoli

Im Folgenden schreiben wir einfach Cla, b] fiir den Raum C(]a, b]; R).
1. Man zeige, dass die Menge der Funktionen f, : [0,1] = R (n € N) mit

X2

eraomype <l

fo(x) =
beschrankt, aber nicht gleichgradig stetig in C[0, 1] ist.
2. Sei F :[0,1]2 — R stetig. Fiir x € [0, 1] definieren wir £, : [0,1] — R durch
Fy) =F(x.y)  yel01]
Man zeige, dass die Menge {Fy : x € [0, 1]} gleichgradig stetig ist.

3. Sei M C CJa, b] gleichgradig stetig. Man zeige, dass M dann sogar gleichmabBig gleichgradig stetig
ist, d.h. fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0, so dass

Vx,yelab,feM: |x—yl<d = |f(x)-—"Ff(y)l<e.

4. Sei M C CJa, b] eine gleichgradig stetige Menge, so dass {f(x) : f € M} C R fiir jedes x € [a, b]
beschrankt ist. Man zeige, dass M beschrankt ist, d.h. es gibt ein C > 0, so dass

Vx €la bl.f e M:|f(x)] <C.

5. Sei M C (C|a, b] eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(i) Alle Funktionen f € M sind differenzierbar auf (a, b),
(ii) es gibt eine Konstante C > 0 mit

Vx € (a. b).fe M:|f(x)|<C,
(iii) fiir ein xp € [a, b] ist {f(x0) : f € M} eine beschrankte Teilmenge von R.
Zeigen Sie, dass M relativ folgenkompakt in C[a, b] ist.

6. Sei (f,)n eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf [0, 1] mit den Eigenschaften
1
|fr;(X)|§ﬁ, 0<x<1,

und .
/ fa(x) dx = 0.
0

Zeigen Sie, dass die Folge (f,), eine gleichmaBig konvergente Teilfolge enthalt.



