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Analysis 3 (Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen)

5. Aufgabenblatt: Banachr�aume stetiger Funktionen und der Satz von Arzel�a-Ascoli

Im Folgenden schreiben wir einfach C[a; b] f�ur den Raum C([a; b];R).

1. Man zeige, dass die Menge der Funktionen fn : [0; 1]! R (n 2 N) mit

fn(x) =
x2

x2 + (1� nx)2
; x 2 [0; 1]

beschr�ankt, aber nicht gleichgradig stetig in C[0; 1] ist.

2. Sei F : [0; 1]2 ! R stetig. F�ur x 2 [0; 1] de�nieren wir Fx : [0; 1]! R durch

Fx(y) := F (x; y) y 2 [0; 1]:

Man zeige, dass die Menge fFx : x 2 [0; 1]g gleichgradig stetig ist.

3. Sei M � C[a; b] gleichgradig stetig. Man zeige, dass M dann sogar gleichm�a�ig gleichgradig stetig

ist, d.h. f�ur alle " > 0 gibt es ein � > 0, so dass

8x; y 2 [a; b]; f 2 M : jx � y j < � =) jf (x)� f (y)j < ":

4. Sei M � C[a; b] eine gleichgradig stetige Menge, so dass ff (x) : f 2 Mg � R f�ur jedes x 2 [a; b]

beschr�ankt ist. Man zeige, dass M beschr�ankt ist, d.h. es gibt ein C > 0, so dass

8x 2 [a; b]; f 2 M : jf (x)j � C:

5. Sei M � C[a; b] eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaften:

(i) Alle Funktionen f 2 M sind di�erenzierbar auf (a; b),

(ii) es gibt eine Konstante C > 0 mit

8x 2 (a; b); f 2 M : jf 0(x)j � C;

(iii) f�ur ein x0 2 [a; b] ist ff (x0) : f 2 Mg eine beschr�ankte Teilmenge von R.

Zeigen Sie, dass M relativ folgenkompakt in C[a; b] ist.

6. Sei (fn)n eine Folge stetig di�erenzierbarer Funktionen auf [0; 1] mit den Eigenschaften

jf 0

n
(x)j � 1p

x
; 0 < x � 1;

und ∫
1

0

fn(x) dx = 0:

Zeigen Sie, dass die Folge (fn)n eine gleichm�a�ig konvergente Teilfolge enth�alt.
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