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Analysis 3 (Gewohnliche Differentialgleichungen)
6. Aufgabenblatt: Existenz- und Eindeutigkeitssatze

1. Man zeige, dass xi(t) = 0 und xo(t) = sgn t (3|t])3/2 beides Losungen der Anfangswertaufgabe
x' = |x|/3, x(0)=0
sind. Warum widerspricht das nicht dem (Existenz- und) Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof?
2. Man berechne die Picard-lterierten zu den Anfangswertproblemen

(a) X' =2t(x+1), x(0)=0,
(b) X =tx+1, x(0)=0.

3. Auf R:={(t,x) € R? : |t| < 1,|x| < 1} sei die Funktion

0 t=0,|x] <1

2t 0< ]t <1, —1<x<0
f(t,x)= X 5

2t—4? O0<|t|<1,0<x<t

—2t 0<|t| <1, t2<x<1

gegeben.
(a) Uberlegen Sie sich, dass f auf R stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.
(b) Die Folge der Picard-Iterierten zum Anfangswertproblem
x'=f(t,x), x(0)=0 (1)
ldsst sich natiirlich trotzdem bilden. Zeigen Sie, dass diese Folge nicht konvergiert.
(c) Teilfolgen der Folge der Picard-Iterierten konvergieren gleichmaBig gegen gewisse Funktionen.
Diese erfiillen aber nicht das Anfangswertproblem (1).
4. Wir betrachten das Anfangswertproblem
X'(t) = tx°, x(0)=1 (2)
auf Q ={(t.x) eR? : |t| < a,|x — 1] < B} mit a, B > 0.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Picard-Lindelof die eindeutige /okale Losbarkeit des An-
fangswertproblems.

(b) Zeigen Sie, dass x(t) = (1 — t2)~1/2 Losung von (2) ist.

(c) Was konnen Sie iiber die globale Losbarkeit des Anfangswertproblems folgern?



