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Vorwort

Beim Studium der partiellen Differentialgleichungen ist die physikalische
Vorstellung in genau demselben MafSe notwendig wie die geometrische Vor-
stellung fiir die Differential- und Integralrechnung.

aus dem Vorwort von [28]

Viele Probleme der mathematischen Physik fiihren auf partielle Differentialgleichungen. Wir wol-
len in dieser Vorlesung verstehen, warum das so ist und einige wichtige partielle Differentialglei-
chungen kennenlernen. Um diese Gleichungen zu l6sen, werden drei Methoden vorgestellt: die
Fouriersche Methode (siehe Kapitel 2), die Methode der Fouriertransformation (siehe Kapitel
und die Methode der Laplacetransformation (siehe Kapitel [d). Ziel der Veranstaltung ist es, ein
Verstdndnis fiir den Begriff der partiellen Differentialgleichung und fiir die Effekte, die bei ihrer
Losung auftreten konnen, zu erlangen. Dabei beschranken wir uns im Wesentlichen auf klassische
Fille, die einer analytischen Behandlung zuganglich sind. Es ist kein Geheimnis, dass die meisten
partiellen Differentialgleichungen nicht in geschlossener Form losbar sind. Fiir die dann erfor-
derlichen numerischen Methoden verweisen wir auf Vorlesungen zur Numerik. Der Kurs kann
also auch als eine theoretische Vorbereitung auf solche weitergehenden Vorlesungen verstanden
werden.

Als Voraussetzung fiir die Vorlesung wird auf Kenntnisse der Analysis (insbesondere der Funk-
tionen mehrerer reeller Variabler) zurtickgegriffen, wie sie im Rahmen der Grundvorlesungen
zur Hoheren Mathematik vermittelt wurden. Gewohnliche Differentialgleichungen treten bei der
Losung partieller Gleichungen oft als Hilfsprobleme auf. Im einfachsten Fall ist eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu losen. Das wird ebenfalls
aus den HM-Vorlesungen oder der Vorlesung ,Gewohnliche Differentialgleichungen fiir Natur-
wissenschaftler” als bekannt angenommen. In anderen Fillen treten gewohnliche Differentialglei-
chungen mit singuldren Koeffizienten auf, auf deren Losung hier extra eingegangen wird.

Literatur

Die Literatur zu partiellen Differentialgleichungen ist sehr umfangreich. Fiir uns sind hier insbe-
sondere Biicher interessant, die die analytischen Losungmethoden und Anwendungen auf Proble-
me aus Physik und Technik in den Vordergrund stellen. Die zahlreichen Biicher, die vorwiegend
die Losbarkeitstheorie in geeigneten Funktionenrdumen oder die Numerik partieller Differential-
gleichungen behandeln, sollen ganz unberticksichtigt bleiben.

Einige dltere Biicher, die immer noch gute Dienste leisten kénnen, sind [7], [10], [24], [28]. Beson-
ders hingewiesen sei auf die Biicher [19]], [20] von Alfred Kneschke, der 1951-1969 Professor an der
Bergakademie Freiberg war.

Aktuellere elementare Einfiithrungen in deutscher Sprache sind [18], [21].

Einige ausfiihrlich und anwendungsnah geschriebene Lehrbiicher sind zwar fiir das amerikanische
College konzipiert, aber durchaus fiir unsere Vorlesung geeignet. Dazu zdhlen [1], [3], [5], [6], [8],
[©], [111, [14], [15], [16], [17], [22], [25], [26], [27].



Einige Biicher enthalten neben anderem Stoff der Hoheren Mathematik auch eine Einfithrung
in partielle Differentialgleichungen. Dazu gehort das didaktisch hervorragend aufgebaute und
graphisch opulent ausgestattete Buch [2]. Weitere Werke in dieser Kategorie sind auch [4], [12],
[13].

Die Themen dieser Vorlesung sind klassisch und meistenteils seit langem bekannt. Einen Ausblick
auf modernere Anwendungen von partiellen Differentialgleichungen illustriert mit sehenswerten
Fotos gibt [23].

Priifungsbedingungen

Die Priifung zum Modul , Partielle Differentialgleichungen fiir Nichtmathematiker” findet in Form
einer Klausur von 2h Dauer statt. Zugelassenes Hilfsmittel ist ein beidseitig selbst beschriebenes
Blatt mit Notizen. Weitere Aufzeichnungen, Biicher und elektronische Hilfsmittel sind nicht er-
laubt.



1. Einfiihrung

1.1. Begriff der partiellen Differentialgleichung

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, in die neben einer gesuchten Funktion u von
mehreren Verdnderlichen auch partielle Ableitungen dieser Funktion eingehen. Ist u = u(xy,...,xy)
in einem Gebiet G C R" definiert, so kann man die Gleichung in der Form

_F(xl, e, X, U, uxl,. . .,le”, uxlxl, Mxle,. . .) — 0 (1.1)

schreiben. In vielen Féllen lasst sich eine der Variablen als Zeit interpretieren. Wir schreiben dann

F(t,x1, ..., Xn, U, Ug, Uy, oo, Uy, Ust, Upy, - - .) =0 (1.2)

wobei nun u = u(t, x1,...,x,) auf dem Zylinder I x G mit einem Zeitintervall I C R definiert
ist.

Zeitunabhéngige Probleme der Form (1.1) heifSen stationiir, zeitabhéngige Probleme der Form (1.2)
dagegen instationiir.

Man beachte: Hangt u nur von einer Variablen ab bzw. kommen in der Gleichung nur Ableitungen
nach einer Variablen vor, so handelt es sich um keine partielle Differentialgleichung, sondern um
eine gewohnliche Differentialgleichung. Diese kommen in dieser Vorlesung nur als Hilfsprobleme
zur Losung von partiellen Differentialgleichungen vor.

Die hochste in einer Gleichung vorkommende Ordnung einer partiellen Ableitung heifst Ordnung
der partiellen Differentialgleichung.

Beispiel 1.1 Eine stationire Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Gebiet G C R?
hat die Gestalt

F(x/ yl l/l, uXI uy/ uxx/ uxy/ uyy) = 0/
wobei wir hier statt x; und x; einfacher die Variablen x und y verwendet haben. Ein konkretes
Beispiel fiir eine solche Gleichung ist die zweidimensionale Laplacegleichung

AM = Uxx + uyy - 0. (1.3)

Zum Laplaceoperator A verweisen wir auf (A7), die Bedeutung dieser Gleichung erkliren
wir in Kapitel ??. Wir bemerken, dass in dieser Gleichung die Ableitungen nullter und erster
Ordnung (u, uy, uy) gar nicht vorkommen.

Beispiel 1.2 Eine instationdre Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Intervall G =
(a,b) C R! hat die Gestalt
F(t/ X, U, Ut, Ux, Utt, Utx, uxx) =0.

Ein konkretes Beispiel fiir eine solche Gleichung ist die Saitenschwingungsgleichung
U — Ay = U — czuxx =0 (1.4)

mit einer Konstanten ¢ > 0. Zum Laplaceoperator A verweisen wir auf (A.6), die Bedeutung
dieser Gleichung erkldren wir in Kapitel Auch hier kommen die Ableitungen nullter und
erster Ordnung (u, 1y, uy) gar nicht vor.



Eine partielle Differentialgleichung heifst linear, wenn u und die partiellen Ableitungen von u
nur linear auftreten. Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung fiir eine Funktion
u(x1,...,x,) sieht also so aus:

n

n
a+bu+ ) cpug + Y dijitx,; + ... =0, (1.5)
k=1 ij=1

wobei die Koeffizienten a, b, ¢k, djj, . .. von den Variablen xy, . .., x, abhdngen diirfen, aber nicht von
u und seinen partiellen Ableitungen.

Eine lineare partielle Differentialgleichung heifst homogen, falls in jedem Summand u oder eine
partielle Ableitung von u auftritt, d.h. in der Darstellung muf$ der Koeffizient a verschwinden.
Ist die lineare Differentialgleichung nicht homogen, heifst sie inhomogen.

Beispiel 1.3 Die Laplacegleichung und die Saitenschwingungsgleichung (1.22) sind ho-
mogene lineare partielle Differentialgleichungen.

Fiir homogene lineare Gleichungen gilt eine Eigenschaft, die Ihnen in analoger Form schon bei
linearen Gleichungssystemen und gewohnlichen Differentialgleichungen begegnet sein sollte, und
die auch fiir partielle Differentialgleichungen leicht einzusehen ist:

Satz 1.1. Sind uq,uy,. .., u, Losungen einer homogenen linearen partiellen Differentialgleichung, so ist
auch jede Linearkombination
CiUy + CoUp + ...+ Clg

wieder Losung derselben Gleichung.

Ersetzt man in (1.5) den Term a durch 0, erhdlt man die dieser inhomogenen Gleichung zugeord-
nete homogene Gleichung. Fiir sie gilt

Satz 1.2. Die Differenz zweier Losungen einer inhomogenen linearen partiellen Differentialgleichung ist
Losung der zugeordneten homogenen Gleichung. Umgekehrt ist die Summe aus einer Losung der homogenen
und einer Losung der inhomogenen Gleichung immer Losung der inhomogenen Gleichung.

Diese Sitze gestatten es uns also, aus bekannten Losungen neue und allgemeinere Losungen zu-
sammenzusetzen. Auf diese Moglichkeit werden wir im Kapitel 2| zurtickkommen.

Etwas allgemeiner als der Begriff der linearen partiellen Differentialgleichung ist der Begriff der
quasilinearen Differentialgleichung. Eine partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung heifst qua-
silinear, wenn die Ableitungen k-ter Ordnung nur linear vorkommen. Damit ist die Gleichung von
der Form

Z ul’ll ..... nkux”l”.x"k + b - O (16)

wobei die Koeffizienten a,,, ., und b aufier von xy,...,x, auch von der Funktion u und ihren
partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 abhéngen dtirfen.

Beispiel 1.4 Die partielle Differentialgleichung
Ullyy — Uytly =0

fiir die Funktion u = u(x,y) ist eine quasilineare Gleichung zweiter Ordnung, die aber nicht
linear ist.



1.2. Klassifizierung von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Eine fastlineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Gebiet G C R" ist von
der Form

n
Z ﬂijuxix]- +f(X1, ey Xy Uy Uy, e e ,I/lxn) =0 (17)
ij=1

mit Koeffizienten a;; = a;;(x1,...,x,). Dies ist ein Spezialfall der quasilinearen Differentialglei-
chung (L.6). Jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist auch fastlinear (vgl. hierzu

T5).

Die Eigenschaften dieser Gleichung werden mafigeblich durch die Koeffizienten a;; bestimmt, die
wir in einer Matrix
air -

A=
Ayl - Onn

zusammenfassen. Diese Matrix hidngt vom Punkt x = (x1,...,x,) € G ab. Da wir stets Uyx; = U,
voraussetzen, kommt es in der fastlinearen Gleichung nur auf die Summe a;; + a;; an, wir kbnnen
deshalb annehmen, dass 4;; = a; und somit die Matrix A symmetrisch ist. Aus der linearen Algebra
ist bekannt, dass die (natiirlich auch wieder von x € G) abhédngigen) Eigenwerte von A alle reell
sind und es genau n Eigenwerte gibt, wenn man sie mit ihrer (geometrischen oder algebraischen)
Vielfachheit auffiihrt. Sie seien deshalb mit A4, ..., A,, bezeichnet.

Definition 1.1. Die fastlineare partielle Differentialgleichung heifst im Punkt x € G

e clliptisch, falls alle Eigenwert positiv oder alle Eigenwerte negativ sind,

* hyperbolisch, falls kein Eigenwert verschwindet und einer ein anderes Vorzeichen hat als die
(n — 1) tbrigen,
e parabolisch, falls genau ein Eigenwert verschwindet und alle iibrigen dasselbe Vorzeichen

haben.

Ist die Gleichung in jedem Punkt x € G elliptisch, spricht man einfach von einer elliptischen
Gleichung. Analog wird das auch fiir die Begriffe hyperbolisch und parabolisch gehandhabt.

Beispiel 1.5 Der zweidimensionalen Laplacegleichung (1.3) wird in jedem Punkt die Einheits-
matrix
10
=0 1)
zugeordnet. Ihre Eigenwerte sind A1 = A, = 1, also ist die Gleichung elliptisch.

Beispiel 1.6 Der Saitenschwingungsgleichung (1.22) wird in jedem Punkt die Matrix

1 0
= )
zugeordnet. Thre Eigenwerte sind A; = 1 und Ay = —c? < 0, also ist die Gleichung hyperbo-
lisch.



Beispiel 1.7 Der Wirmeleitungsgleichung

Uy = azuxx

a> 0
4= (o 0)
zugeordnet. Thre Eigenwerte sind Ay = a®> > 0 und A = 0, also ist die Gleichung parabolisch.
Ihre Bedeutung werden wir in Kapitel erfahren.

wird in jedem Punkt die Matrix

Fiir fastlineare Gleichungen zweiter Ordnung mit zwei Variablen kann man den Typ auch ohne
Berechnung der Eigenwerte direkt an den Koeffizienten ablesen. Wir betrachten dazu

a(x,y)uxx +2b(x, y)tixy + c(x,y)uyy + f(x,y,u, Uy, uy) =0 (1.8)

fiir eine Funktion u = u(x, y).

Satz 1.3. Die fastlineare partielle Differentialgleichung ist in einem Punkt (x,y) € G
o elliptisch falls ac — b* > 0,
e hyperbolisch falls ac — b* < 0,
e parabolisch falls ac — b* = 0.

Beweis. Der Differentialgleichung (1.8) wird die Matrix

a b
4=
zugeordnet. Ihre Eigenwerte A; und A, sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms

a—A b

PM=1 22

‘:(a—A)(c—A)—bzz)tz—(aJrc))H—uc—bz (1.9)

Es ist nun elliptisch (hyperbolisch, parabolisch) genau dann, wenn A1A; > 0 (AqA2 < 0,
AMAy = 0). Der obigen Darstellung entnehmen wir P(0) = ac — b?. Andererseits lasst sich
P mittels P(A) = (A — A1)(A — Ap) in Linearfaktoren zerlegen, so dass P(0) = AqAz. Weil somit
AMAy = ac — b? folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.8 Wir betrachten die partielle Differentialgleichung
uxy = 0

fiir die Funktion u = u(x,y). Vergleich mit (L.8) ergibt dass hier a = ¢ = 0 und b = 1/2. Also
ist
1
— 2 —
ac—>b 1 <0

und damit die Gleichung hyperbolisch.
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1.3. Einige wichtige partielle Differentialgleichungen
1.3.1. Die Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten einen Stab der Lange L, der entlang seines Mantels vollstandig gegen die Umge-
bung isoliert ist und der an verschiedenen Stellen unterschiedlich warm ist. Aufgrund der Tempe-
raturunterschiede beginnt nun die Warme im Stab zu flieffen und wir beobachten eine zeit- und
ortsabhdngige Temperaturverteilung. Diese wollen wir genauer beschreiben. Wir nehmen an, der
Stab ist so diinn, dass Temperaturunterschiede an verschiedenen Stellen desselben Querschnitts
vernachldssigbar sind, und beschreiben die Temperatur deshalb am Ort x (0 < x < L) zur Zeit
t durch eine Funktion u(t, x). Es wird sich erweisen, dass u einer partiellen Differentialgleichung
geniigt, die wir nun herleiten wollen.

Abbildung 1.1: Der warmeleitende Stab

Der Warmeflufd g durch einen Querschnitt am Ort x in Richtung x-Achse ist zur Zeit t nach dem
Fourierschen Gesetz gegeben durch
g(t,x) = —kux(t, x), (1.10)

wobei k die Warmeleitzahl des Stabmaterials ist. Der Warmeflufs gibt die pro Zeiteinheit und
Flacheneinheit durch einen Querschnitt stromende Warmemenge an. Man mache sich dieses Ge-
setz fiir mit x steigende (fallende, konstante) Temperatur (also u, > 0, u, < 0 und u, = 0)
plausibel!

Betrachten wir nun einen Teilabschnitt des Stabes, dargestellt durch ein Intervall [a,b] mit 0 <
a < b < L. Die pro Zeiteinheit {iber die beiden Enden des Abschnittes hineinflieflende Warme ist
A(q(t,a) —q(t,b)) = kA(ux(t,b) — ux(t,a)), wobei A die Querschnittsfliche des Stabes ist. Nach
Energieerhaltungssatz ist dies gleichzeitig die Anderung der im Inneren des Abschnitts gespei-
cherten Warme. Diese kann man mit der spezifischen Warmekapazitit ¢, der Dichte ¢ und dem
Querschnitt A des Stabes ausgedriickt werden durch

b
/ coAu(t, x)dx.
a
Damit kommen wir zu der Gleichheit
b
;t/ coAu(t,x)dx = kA(ux(t,b) — ux(t,a)).
a

Wir differenzieren links unter dem Integralzeicherﬂ und schreiben die rechte Seite als Integral:

b b
/ cour(t, x)dx = k/ Uy (8, x) dx.

1Das ist moglich, wenn wir u; als stetig annehmen.
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Damit ist b
/ (cous(t,x) — kuyx(t,x)) dx =0
a

fiir alle Teilintervalle [a, b]. Wir folgern daraus dass

cour(t,x) — kuyy(t,x) =0

und damit
Uy = 02Uy (1.11)
wobei "
a2 = — (1.12)
co

eine Konstante ist, die Materialeigenschaften des Stabes zusammenfasst. (1.11)) heifst eindimensio-
nale Wiirmeleitungsgleichung und ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Sie ist das Standardbeispiel einer parabolischen Gleichung, siehe dazu auch Beispiel

WA

Bemerkung 1.1. Nimmt man nicht mehr an, der Stab ist isoliert, sondern es wird ihm Warme
zugefiihrt, so fithrt uns diese Betrachtung auf die inhomogene Wirmeleitungsgleichung

ut = a2uxx + f(t, x), (1.13)

wobei f die Dichte der Warmequellen ist. (f < 0 beschreibt natiirlich eine Kiihlung des Stabes.)
Die in (1.13) vorgegebene Funktion f heifst daher allgemein eine Quelle.

Bemerkung 1.2. Die Warmeleitungsgleichung bzw. beschreibt die Funktion # noch
nicht vollstandig. Wir miissen dazu noch vorgeben, wie die Temperaturverteilung im Stab zum
Anfangszeitpunkt des Prozesses aussieht und wir miissen die Beschaffenheit der Stabenden be-
schreiben, d.h. ob diese auch isoliert sein sollen oder ob hier Warmeaustausch mit der Umgebung
moglich ist. Mehr dazu folgt im Kapitel

Wir betrachten nun allgemeiner die Warmeleitung in einem dreidimensionalen Korper K. Die zeit-
und ortsabhingige Temperatur ist nun eine Funktion u(¢, x, y,z) mit (x,y,z) € K. Der Warmefluss
ist in diesem Fall ein orts- und zeitabhédngiger Vektor g, der sich nach dem Fourierschen Gesetz
aus

q = —kgradu (1.14)

ergibt, wobei k wieder die Warmeleitzahl ist. Diese Form des Fourierschen Gesetzes ist klarer-
weise eine Verallgemeinerung von (1.10). Die Warme fliefit also immer in Richtung des steilsten
Temperaturabfalls. Denkt man sich ein kleines Volumen G C K mit Oberfldche 9G, so fliesst pro

Zeiteinheit
-d*:—/ kegradu - dif
/acq Ui o gradu - dr

Warme iiber den Rand nach aufien, wenn der Normalenvektor auf 0G wie tiblich nach aufien
zeigt. Dieses Integral ldsst sich nun mit Hilfe des Gaufischen Satzes (A.4) und der Definition des
Laplaceoperators (A.5) umwandeln in

d_':—/dk dd,,:—k/Ad///
[ g =~ [ divikgradu)d(x,y,2) = —k [ Aud(x,y,2)

12



wobei wir die Konstante k vor das Integral ziehen konnten (vgl. Bemerkung [I.5). Andererseits ist
die zeitliche Anderung der Warmemenge im Inneren von G gleich

0
E/Gcgu(t,x,y,z)d(x,y,z) —/chut(t,x,y,z)d(x,y,z).

Die zeitliche Anderung dieser Warmemenge im Inneren ist bis auf das Vorzeichen gleich der
abflielenden Wiarme, also erhalten wir

/ cour(t,x,y,z)d(x,y,z) = k/ Aud(x,y,z)
G G

und damit
/ (cour —kAu) d(x,y,z) = 0.
G
Weil dies fiir beliebiges G gilt, mufd wieder der Integrand verschwinden, d.h.

couy —kAu = 0.

Mit der Konstanten a aus (1.12) sind wir damit bei der dreidimensionalen Wiirmeleitungsgleichung

uy = a*Au (1.15)

oder ausgeschrieben

Uy = az(uxx + Myy + MZZ) (1.16)

angelangt. Es handelt sich um eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung vom parabolischen Typ.

Bemerkung 1.3. Liegt eine Quelle vor, d.h. wird innerhalb von K Warme produziert oder ver-
schwindet, so gelangt man zu der allgemeineren inhomogenen Warmeleitungsgleichung

ur = a®Au+ f(t,x,y,2). (1.17)

Bemerkung 1.4. Die eindimensionalen Warmeleitungsgleichungen (1.11) und (1.13) lassen sich
ebenfalls in der Form u; = a?Au bzw. u; = a?Au + f schreiben, wenn man bedenkt, dass sich
fir u = u(t,x) der Laplaceoperator nach berechnet. Es ist nun auch klar, dass sich ebene
Wirmeleitvorgénge durch die zweidimensionale Wiirmeleitungsgleichung

up = a®(txx + tyy) + £ (£, %, )

beschreiben lassen.

Bemerkung 1.5. Bei der Herleitung wurde benutzt, dass die Warmeleitzahl k, die Dichte ¢ und die
Wirmekapazitit ¢ Konstanten sind. Bei inhomogenen Korpern muf$ dies aber nicht der Fall sein.
Man kommt dann zu der allgemeineren Form

couy = div(kgrad u) + f (1.18)

der Warmeleitungsgleichung. ¢ und k konnen sogar von u abhédngen, dann ist (1.18) nicht mehr
linear, sondern nur noch quasilinear.
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Bemerkung 1.6. Auch im zwei- und dreidimensionalen Fall beschreibt die Warmeleitungsglei-
chung allein die Temperaturverteilung u noch nicht eindeutig. Wir miissen zudem die Tempera-
turverteilung in K zu einem Anfangszeitpunkt und das Warmeiibergangsverhalten am Rand oK
kennen. Darauf gehen wir in Kapitel 1.5/ genauer ein.

Die hier angegebenen partiellen Differentialgleichungen beschreiben nicht nur Warmeleitvorgiange,
sondern auch Diffusionsprozesse, bei denen sich die Konzentration einer Substanz innerhalb eines
Bereichs zeitlich und raumlich dndert. 1 = u(t, x,y, z) bedeutet dann die Konzentration des Stoffes
zur Zeit t am Ort (x,y,z), wird ersetzt durch das Ficksche Gesetz

I =—Dgradu

worin I die Stromdichte und D den Diffusionskoeffizient bedeutet. Damit kann man wie oben
unter Verwendung des Masseerhaltung zeigen, dass u der partiellen Differentialgleichung

ur = DAu

bzw.
Uy = DAu +f

(wenn noch zusétzlich Substanz erzeugt oder vernichtet wird) gentigt. Wir nennen diese Glei-
chung deshalb auch Diffusionsgleichung. Mathematisch fithren also Warmeleitung und Diffusion
auf dasselbe Problem, nur die physikalische Interpretation der Gleichungen ist anders.

Bei vielen Warmeleitvorgiangen stellt sich nach langer Zeit eine nahezu zeitlich konstante Tempe-
raturverteilung ein. Wir wollen uns tiberlegen, durch welche partielle Differentialgleichung diese
beschrieben wird. Offenbar braucht man dazu nur die Zeitabhédngigkeit der Funktion u und alle
Ableitungen nach t weglassen. Geht man von der homogenen Warmeleitungsgleichung aus,
so gentigt also die stationdre Warmeverteilung im Korper K der dreidimensionalen Laplaceglei-

chung
(1.19)

mit u = u(x,y,z). Diese ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
vom elliptischen Typ. Analoges gilt auch im ein- und zweidimensionalen Fall.

Betrachtet man dagegen die inhomogene Wirmeleitungsgleichung (1.17), so ist wegen der Zeit-
abhangigkeit der Quelle f im allgemeinen keine stationdre Warmeverteilung zu erwarten. Ist f
jedoch zeitunabhingig (also f = f(x,y,z)), so geniigt die stationdre Warmeverteilung der partiel-
len Differentialgleichung

Au = —al—zf(x, Y,z). (1.20)

heif3t Poissongleichung und ist eine lineare inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung vom elliptischen Typ. Analoges gilt auch im zweidimensionalen Fall. Im eindimensio-
nalen wiirde eine Gleichung entstehen, in der u nur noch von x abhéngt, dies ist keine partielle
Differentialgleichung mehr, sondern eine gewohnliche.
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Abbildung 1.2: Die schwingende Saite

1.3.2. Die Wellengleichung

Wir betrachten eine diinne Saite der Lange L, die an ihren Enden eingespannt ist und dazwischen
frei schwingen kann. Sei u(t,x) die Auslenkung der Saite am Ort x. Diese Auslenkung sei klein
und erfolge ausschliefdlich senkrecht zur x-Achse, siehe Abbildung

Die Saite leiste aufgrund ihrer Diinnheit keinen Widerstand gegen Verbiegung, sondern schwingt
nur, weil sie sich elastisch zusammenzieht. Dabei konnen wir die elastische Kraft P, die in jedem
Punkt wirkt (auch Vorspannung genannt) als konstant ansehen. Auflerdem ist sie in allen Punk-
ten tangential zur Saite gerichtet. Auf die Auslenkung der Saite wirkt nur ihre Komponente, die
senkrecht auf der x-Achse steht. Betrachten wir einen kleinen Ausschnitt der Saite zwischen x und
x + Ax. Die auf ihn wirkende Kraft ist also

Psind, — Psind;,

siehe dazu Abbildung

Uy

Abbildung 1.3: Kréfte an der schwingenden Saite

Nun gilt fiir kleine Winkel

sint) ~ tand; = u,(t, x)

sind, &~ tan ¥, = u,(f, x + Ax),

damit ist die Kraft gleich
P(uy(t,x + Ax) — uy(t,x)). (1.21)
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Andererseits ist die Masse des Saitenstticks ¢ Ax, wobei ¢ die Langendichte der Saite ist. Multi-
pliziert man diese Masse mit der Beschleunigung u; erhdlt man ebenfalls die auf das Saitenstiick
wirkende Kraft. Gleichsetzen mit (1.21) liefert

0 Axuy = P(ux(t, x + Ax) — uy(t, x)).
Dividiert man diese Gleichung durch Ax und ldsst dann Ax gegen 0 streben, erhdlt man
Oup = Puyy.
Mit der Abkiirzung

P
==
0

steht schliefSlich die partielle Differentialgleichung

U = Cllyy (1.22)

da, die Saitenschwingungsgleichung oder eindimensionale Wellengleichung heifit. Es handelt sich dabei
um eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom hyperbolischen
Typ (vgl. dazu die Beispiele [1.6). Wegen (A.6) kann die Gleichung auch in der Form

Uy = c*Au (1.23)

geschrieben werden.

Die Saitenschwingungsgleichung gestattet folgende intuitive Interpretation: Durch die zwei-
te Ableitung wird bekanntlich das Kriimmungsverhalten einer Funktion beschrieben. So ist die
Saite in einem Teilintervall von [0, L| konvex, wenn dort u,, > 0 gilt. Falls jedoch u,, < 0 ist, so ist
die Saite dort konkav. Die Ubergangspunkte, an denen konkaves Verhalten in konvexes iibergeht
oder umgekehrt, sind die Wendepunkte; an ihnen gilt notwendigerweise 1y, = 0. Entsprechend
der Gleichung erfahrt die Saite in konvexen Bereichen eine nach oben gerichtete Beschleu-
nigung und damit Kraft, in konkaven Bereichen ist die Kraft dagegen nach unten gerichtet, sie-
he Abbildung Die Saitenschwingungsgleichung driickt also da Bestreben der Saite aus, ihrer
Kriimmung entgegenzuwirken.

u
Uyx >0 Uyr <0 Uyy >0

Abbildung 1.4: Krafte auf die Saite in konvexen und konkaven Abschnitten

Bemerkung 1.7. Bei unserer Herleitung haben wir vorausgesetzt, dass die Saite homogen ist. Hat
sie dagegen eine ortsabhdngige Dichte, so werden wir auf eine partielle Differentialgleichung der
Form

Uy = E)ax EEE™

gefiihrt.
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Verschiedene Modifikationen der Gleichung (1.22) gestatten die Einbeziehung weiterer Effekte.

¢ die inhomogene Saitenschwingungsgleichung

U = gy + f(t,x) (1.24)

berticksichtigt den zusatzlichen Einfluss einer dufieren Kraft auf die Saite. Darunter kann
man sich beispielsweise folgendes vorstellen:

— die Gravitationskraft,
— duflere Impulse, die zu gewissen Zeiten an gewissen Orten auf die Saite einwirken,
- Anregung durch Schallwellen.

¢ Befindet sich die Saite in einem Medium, das eine Reibungskraft verursacht, die proportional
zur Geschwindigkeit ist und auf die Saitenbewegung bremsend wirkt, so haben wir die
gedimpfte Saitenschwingungsgleichung oder gedimpfte Wellengleichung

Uy = iy — But (1.25)

mit B > 0 zu untersuchen.

¢ Versucht eine elastische Kraft die Auslenkung der Saite aus der Ruhelage zu verhindern, so
kommen wir zur partiellen Differentialgleichung

Uy = Culyy — ki, (1.26)

mit einer Konstanten k > 0, vorausgesetzt es gilt das Hooksche Gesetz, nach dem die riicktrei-
bende Kraft proportional zur Auslenkung ist.

Wollen wir diese drei Zusatzeffekte alle gleichzeitig in einer Gleichung zulassen, miissen wir na-
turlich die partielle Differentialgleichung

Ut = Cllgy — Puy — ku + f(t, x) (1.27)

untersuchen, die aus Griinden, die wir spédter anfiihren, auch Telegraphengleichung heifst.

Bemerkung 1.8. Die verschiedenen Arten der Wellengleichung beschreiben das Verhalten der Saite
noch nicht eindeutig. Wir brauchen zudem Informationen dartiber, wie die Saite zum Schwingen
angeregt wird, und wie sie an den Enden eingespannt ist. Darauf gehen wir in Kapitel 1.5 genauer
ein.

Der Name Wellengleichung fiir die partielle Differentialgleichung (1.22) riihrt daher, dass sie ne-
ben den Bewegungen einer Saite auch in einigen anderen physikalischen Situationen vorkommt,
in denen Schwingungsvorgéinge eine Rolle spielen. Wir wollen einige dieser Situationen beschrei-
ben:
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u(t, x)
0 X7 xtu(tx) L Tx

Abbildung 1.5: Longitudinalschwingungen eines Stabes

e Wir betrachten einen elastischen Stab mit Lange L und konstantem Querschnitt A, der aus
seiner Ruhelage entlang der x-Achse ausgelenkt wurde und sich nun infolge der Spannungs-
krifte in eben dieser Richtung bewegt. u(t, x) bezeichne nun die Verschiebung eines Quer-
schnitts, der sich im undeformierten Zustand an der Position x befindet, zur Zeit ¢, siche Ab-
bildung Die sich entwickelnden Bewegungen des Stabes nennt man Longitudinalschwin-
gungen. Betrachtet man ein diinne Scheibe des Stabes mit Dicke dx, so wird diese Dicke um
den Wert du = u,(t, x) dx gedndert. Durch diese Deformation tritt nun eine Spannkraft auf,
die wir als proportional zur Langendnderung ansehen, genauer gesagt ist diese

P(t,x) = EAuy(t, x), P(t,x + Ax) = EAu,(t,x + Ax),

wobei E der Elastizitatsmodul ist. Auf den Abschnitt des Stabes zwischen x und x + Ax wirkt
also die resultierende Kraft

P(t,x+ Ax) — P(t,x) = EAuy(t,x + Ax) — EAu,(t, x)

Setzt man dies gleich dem Produkt aus Masse und Beschleunigung, also ¢ A Ax uy mit der
konstanten Dichte ¢ des Stabmaterials, so erhélt man

0AAxuy = EA(uy(t, x + Ax) — ux(t, x)).

Division durch Ax und Grenziibergang Ax — 0 liefert wieder die Wellengleichung (1.22),
wobei diesmal aber

gesetzt wurde.

¢ Wir betrachten nun einen homogenen Zylinder, der um seine Drehachse ausgelenkt wird.
u(t, x) sei dabei die Winkelauslenkung des Querschnitts am Ort x zur Zeit ¢, siche Abbildung
Der Zylinder kann also Torsionsschwingungen ausfiihren.

Wir geben ohne Herleitung an, dass auch hier u der Wellengleichung (1.22) geniigt, mit einer
gewissen Konstanten ¢, die vom Stabmaterial und -querschnitt abhdngt.

Nach diesen eindimensionalen Betrachtungen kommen wir nun zu zweidimensionalen Proble-
men. Dazu betrachten wir eine am Rand fest eingespannte diinne Membran (,, Trommelfell”), die
ansonsten in vertikaler Richtung schwingen kann. Wir bezeichnen ihr Auslenkung mit u(t, x,y),
wobei (x,y) € G, siehe Abbildung

Wir setzen voraus, dass die Membran keinen Widerstand gegen Verbiegungen leistet, sich aber
aufgrund ihrer elastischen Eigenschaften wieder zusammenzuziehen versucht. Die in jedem Punkt
der Membran wirkende elastische Kraft (Vorspannung) kann als konstant angesehen werden, wenn
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Abbildung 1.6: Torsionsschwingungen eines Zylinders

u

Abbildung 1.7: Auslenkungen einer Membran

wir uns auf kleine Auslenkungen beschrinken. Ahnliche Betrachtungen wie bei der Saite fiihren
dann auf

Uy = AAu = (tgy + Uyy), (1.28)

die sogenannte Membrangleichung oder zweidimensionale Wellengleichung. Sie stellt das zweidimen-
sionale Analogon zur Saitenschwingungsgleichung dar und ist ebenfalls eine lineare homogene
partielle Differentialgleichung vom hyperbolischen Typ. Samtliche Varianten der eindimensiona-
len Gleichung, die wir in den Gleichungen bis betrachtet haben, gibt es sinngemif
auch fiir die Membrangleichung.

Befindet sich die Membran in Ruhe, so konnen die Variable ¢ und Ableitungen nach dieser wegge-
lassen werden. Die stationdre Gleichung zu (1.28) ist dann wieder die Laplacegleichung
Au =0 (1.29)

fiir u = u(x,y). Die spéter zu besprechenden Nebenbedingungen kénnen dabei verhindern, dass
diese Gleichung nur die Losung u = 0 hat. Die inhomogene Membrangleichung u; = c?Au + f
fuhrt dagegen bei zeitunabhéngiger (') Quelle f auf die Poissongleichung

Au = —Clzf(x,y).

Nattirlich gibt es auch noch eine dreidimensionale Wellengleichung

Uy = Au = cz(uxx + Uy + Uszz), (1.30)
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und davon abgeleitete Varianten. Beispiele fiir ihr Auftreten werden wir in den Kapiteln und
kennenlernen.

1.3.3. Die Maxwell-Gleichungen

Bei den Maxwell-Gleichungen handelt es sich um die grundlegenden Gleichungen der Elektrodyna-
mik, die das bei gegebener Ladungsdichte ¢ und gegebener Stromdichte j entstehende elektrische
Feld E und das magnetische Feld H beschreiben. Dabei sind E, H, j dreidimensionale Vektorfunk-
tionen und ¢ eine skalare Funktion von der Zeit t und rdumlichen Variablen x, y und z. Die
Gleichungen lauten in isotropen Medien im cgs-System

(uH)¢ 4+ crotE =0 (1.31)
div(eE) = 470 (1.32)

(eE); — crot H = —4mj (1.33)
div(uH) = 0. (1.34)

Hierin sind ¢ die Dielektrizitdtskonstante, y die Permeabilitdt und c die Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum. Beziiglich der Operatoren div und rot verweisen wir auf bzw. (A.9). Die Gleichun-
gen bis stellen ein instationdres, lineares System partieller Differentialgleichungen dar.
Eine tiefergehende Behandlung ist nicht Gegenstand diese Kurses, wir wollen aber einfache Spe-
zialfalle betrachten.

Im Vakuum gilt y =1, e =1, 0 = 0, j = 0. Damit lauten die vier Gleichungen

H; = —crotE (1.35)
divE=0 (1.36)
Ei =crotH (1.37)
divH = 0. (1.38)

Differentiation von (1.35) ergibt
Hy = —c2 rotE = —crotE
= ey = -
Setzt man nun (1.37) ein und benutzt (A.10), ergibt sich

Hy = —crot(crot H) = —c*(grad div H — AH) = c*AH,
(1.53)

d.h. H und damit alle drei Komponenten von H erfiillen die dreidimensionale Wellengleichung
(1.30).

Differentiation von (1.37) ergibt

0
Ey = C& rot H = crot H;.

Setzt man nun (1.35) ein und benutzt (A.10), ergibt sich

Ey = crot(—crotE) = —c*(grad div E — AE) = 2AE,
(T

20



d.h. E und damit alle drei Komponenten von E erfiillen ebenfalls die dreidimensionale Wellenglei-

chung (1.30).

In der Elektrostatik geht man davon aus, dass alle GrofSen stationdr sind und keine Strom flief3t (j =
0). Dann lautet (1.31) einfach rot E = 0, d.h. E ist ein Potentialfeld und hat daher die Darstellung
E = — grad u. Setzt man das in (1.32) ein folgt

div(egrad u) = —4mo.

Ist die materialabhidngige Funktion ¢ konstant, erhalten wir wieder dank (A.5)

Au = ——47TQ,
€

also die Poissongleichung. Gilt fiir die Ladungsdichte ¢ = 0 (ist beispielsweise aufierhalb eines

geladenen Korpers erfiillt), folgt sogar

also die Laplacegleichung, die aus diesem Grunde auch Potentialgleichung genannt wird.

1.3.4. Partielle Differentialgleichungen der Stromungsmechanik

Ein stromendes Medium (Fliissigkeit oder Gas), kann durch ein Geschwindigkeitsfeld v beschrie-
ben werden, dass von der Zeit t und dem Ort (x1, X2, x3) in einem Gebietes G C R3 abhangt, siehe

Abbildung

y

A

AAAANA A AR
AANANAA LA RN
AAANANA A AR
AAAANA A AR
AANAAAA LA RN
AANANNA A AR
AAAANA A AR
AANANANA LA RN
AANANNA A AR
AAAANAA AR
AANANANA LA RN

Abbildung 1.8: Zweidimensionale Veranschaulichung des Geschwindigkeitsfeldes eines stromen-
den Mediums
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Fiir ein reibungsfreies, elastisches Fluid ergeben sich aus dem Impulserhaltungssatz die Eulerschen
Gleichungen

at

+ (v-grad)v + — . grad p=k (1.39)

wobei 0(t, x1, x2,x3) die Dichte, p(t, x1,x2,x3) der Druck und k(t, x1, X2, x3) eine Beschleunigung
hervorgerufen durch eine duflere Kraft sind. In Komponenten ausgeschrieben steht (1.39) fiir die
drei Gleichungen

av, 3. Qv 16;9
+Z ]ax] QaTCi

Diese partiellen Different1algle1chungen sind nichtlinear. Durch die Oberfliche eines gedachten
Volumens K strebt pro Zeiteinheit die Masse

=k, i=1,23.

- ov-dy = /Kdiv(gv)d(x1,x2,x3)

nach auflen, bei der Umformung wurde wieder der Gaufische Satz (A.4) verwendet. Andererseits
ist in K die Masse

/I<Qd(x1,x2/x3)
enthalten. Aus dem Massenerhaltungssatz folgt damit
8t/ od(x1,x2,x3) /le 00)d(x1, x2,d3)

und daher
] (61 +div(en) d(x1, 22, x5) = 0.

Da K beliebig ist, haben wir die Kontinuititsgleichung

ot +div(ev) =0 (1.40)

gezeigt. Zu den Gleichungen (1.39) und (1.40) kommt nun noch ein Zusammenhang F(o,p) = 0
zwischen Druck und Dichte, z.B. die Zustandsgleichung p = K¢ fiir polytrope Gase (K > 0, v > 1
sind Konstanten) oder ¢ = const fiir inkompressible Fliissigkeiten. Eine allgemeine Behandlung
dieses Systems aus partiellen Differentialgleichung ist in dieser Einfithrung nicht moglich.

Wir wollen nun die linearisierte Ausbreitung von Schall in einem kompressiblen Medium wie Luft
beschreiben. Dazu nehmen wir an, die Zustandsgleichung liefert uns eine Funktion p = p(¢) und
damit nach der Kettenregel grad p = p’(0) grad 0. Wir nehmen an, die Dichte weiche nur wenig
von einem gewissen Wert gy ab und p’(gp) > 0. Dann kénnen wir grad p in niherungsweise
durch p’(0o) grad ¢ ersetzen und erhalten durch zusitzliches Vernachldssigen des nichtlinearen
zweiten Summanden

v+ ———grado = (1.41)

r'(eo)
Qo
In (1.40) ersetzen wir ¢ durch die Konstante ¢p und erhalten
0t +oodivo = 0. (1.42)
Differentiation von (I.41) nach ¢ und Einsetzen von (1.42) liefert

_ P oo) '(00)

Uy = rad o; =
t 00 grad gt =

_P é@o) grad (—godivo) = p'(0o) grad div v.
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Wir nehmen weiter an, das Geschwindigkeitsfeld ist rotationsfrei, rotv = 0. In diesem Falle ergibt
die Identitat (A.10) dass grad divo = Av und wir erhalten

v = p' (o) Av.
Also erfiillt v und damit auch jede Komponente von v die dreidimensionale Wellengleichung (1.30)
mit
¢ :=p'(¢o)- (1.43)
Differentiation von (1.42) nach t und Einsetzen von (1.41) liefert

/
oi = —0pdivo; = —gg div <_P SO) grad Q) = p'(00)Av

wegen (A.5). Also erfiillt ¢ die dreidimensionale Wellengleichung (1.30) mit ¢ wieder gegeben
durch (1.43).

Damit haben wir erhalten, dass Schallwellen und elektromagnetische Wellen durch dieselbe ma-
thematische Gleichung beschrieben werden, nur der physikalische Hintergrund ist ein anderer.

Falls die Schallausbreitung nur in einer Dimension erfolgt, etwa durch Longitudinalwellen in ei-
nem diinnen Rohr, so erhdlt man selbstverstandlich, dass v und ¢ der eindimensionalen Wellen-

gleichung (1.23) gentigen.

Wir betrachten nun eine stationdre Stromung (d.h. v hangt nicht von t ab) einer inkompressiblen
Fliissigkeit. Die Kontituitdtsgleichung ergibt in diesem Fall divo = 0. Ist das Geschwin-
digkeitsfeld auSerdem wirbelfrei (d.h. rotv = 0), existiert ein Potential # mit v = — grad u. Eine
solche Stromung heifst Potentialstromung und wegen folgt wieder Au = 0, d.h. das Geschwin-
digkeitspotential gentiigt der Laplacegleichung.

Wir kommen nun noch einmal zur instationdren Stromung und nehmen an, das strémende Me-
dium hat auflerdem eine gewisse Zahigkeit y. In diesem Fall werden die Eulerschen Gleichungen
durch die allgemeineren Navier-Stokes-Gleichungen ersetzt. Diese lauten fiir ein inkompressibles
Medium

v 1 oo o
5 + (v - grad)v + Egradp = EAZ) =k, divo = 0.

Auch auf diese Gleichungen kénnen wir in dieser Einfiihrung nicht weiter eingehen. Es sei ledig-
lich angemerkt, dass bei den Navier-Stokes-Gleichungen immer noch einige grundlegende Fragen
zur Existenz globaler Losungen offen sind. Das Clay Mathematics Institute in Cambridge (Massa-
chusetts) hat im Jahr 2000 das Problem der Existenz globaler Losungen der kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen als eines von sieben Millenium-Problemen benannt und fiir seine Losung ein
Preisgeld von einer Million Dollar ausgesetzt.

1.3.5. Balken- und Plattengleichung

Wir betrachten einen diinnen Balken oder Stab der Linge L, dessen Auslenkung aus seiner Ru-
helage beschrieben wird durch eine Funktion u(¢, x). Der entscheidende Unterschied zur Saite ist,
dass der Balken auch Widerstand gegen Verbiegung leistet, wahrend wir bei der Saite nur Kréfte
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durch elastisches Zusammenziehen berticksichtigt hatten. Die Funktion u geniigt dann der parti-
ellen Differentialgleichung

U + c2uxxxx =0, (1.44)

die wir Balkengleichung nennen wollen. Bedenkt man, dass uyyxx durch zweifache Anwendung des
Laplaceoperators (A.6) erhalten werden kann, lasst sich dies Gleichung auch als uy + ¢>A%u = 0
schreiben.

Die zweidimensionale Verallgemeinerung des Balkens ist die Platte. Im Gegensatz zur Membran
leistet auch sie Widerstand gegen Verbiegung. Die Plattengleichung lautet

Uy + A u = 0. (1.45)

Man beachte, dass zweifache Anwendung des Laplaceoperators (A.7) gerade
Ay = Uxxxx + Zuxxyy + Uyyyy

liefert.

Auch zu (1.44) und (1.45) gibt es zugehorige stationdre Gleichungen, die sich einheitlich als

A*u=0 (1.46)

schreiben lassen. Vierfach stetig differenzierbare Funktionen, die dieser Gleichung geniigen, heifien
biharmonisch.

1.4. Formulierungen in angepassten Koordinaten
1.4.1. Polarkoordinaten

Bisher haben wir alle partiellen Differentialgleichungen in kartesischen Koordinaten formuliert.
Mitunter ist es aber zweckmafiiger, der Geometrie des Gebietes G angepasste Koordinaten zu
verwenden. So ist fiir eine Kreisscheibe oder einen Kreisring um den Ursprung oft die Betrachtung
von Polarkoordinaten sinnvoll. Diese beschreiben die Lage eines Punktes in der Ebene durch seinen
Abstand r vom Ursprung und den Winkel ¢ zwischen der Verbindung von Punkt mit Ursprung
und der reellen Achse, siehe Abbildung

Y\

Tx

Abbildung 1.9: Polarkoordinaten 7, ¢ in der Ebene
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Aus der Skizze lesen wir die Beziehungen

‘x:rcosgo, y:rsingo‘ (1.47)

ab, die zwei Funktioen x = x(r, ¢) und y = y(r, ¢) definieren.

Wir wollen nun als Beispiel zur Umrechnung auf Polarkoordinaten einen Ausdruck fiir den zwei-
dimensionalen Laplaceoperator finden. Sei also u = u(x,y), dies liefert zugleich Formeln, die
auch fir u = u(t, x,y) giltig sind. Wir bezeichnen zur Vereinfachung die durch
i(r, @) = u(x(r,¢),y(r, 9))
definierte Funktion wieder mit u. Damit rechnen wir
Uy = UxXy + UyYy = Uy COS @ + Uy SIN @ (1.48)
Up = UxXp + Uyl y = — Uyl SIN @ + UyT COS ¢
Upy = Uyr COS @ + Uy, SIN @ = (Uxx Xy + UyyYy) COS @ + (UyxXy + UyyYr) sin @
= (Uxx COS @ + Uyy SN @) cOS @ + (1yx COS @ + Uy, Sin @) sin @
= Uy COS% @ + 2y cOS @ Sin ¢ + uyy sin? ¢ (1.49)
Upp = —Uxpl SIN Q — Uyt COS @ + Uyel COS @ — UyT SN @
= —(UnxXg + UxyY )T SIN @ — 17 COS @ + (Uyx Xy + UyyY )T COS @ — Uy SIN @
= —(—Uxx? SIN @ + Uyy7 COS Q)1 SIN @ — 17 COS @ + (—Uyx? SIN @ + UyyT COS @)1 COS @ — UyT Sin @

2 2

= Uy, 1? sin? @ — 2uxyr2 sin ¢ cos @ + uyyr cos® ¢ — Uy oS @ — Uyt sin . (1.50)

Wir benutzen zunédchst (1.48) und (1.50), um die Ableitungen u, und u, erster Ordnung zu elimi-
nieren, die im Laplaceoperator nicht vorkommen:

Flly + Ugp = Uxx?” SIN @ — 21lyyr” SN @ COS @ + 11y 1> COS” .

Addiert man dazu die mit 2 multiplizierte Gleichung (T.49), fillt auch die gemischte Ableitung
uyy heraus und wir erhalten dank trigonometrischem Pythagoras

Py + Ty 4 gy = Uxa?” + Uyt = r*Au.
Damit haben wir fiir den Laplaceoperator in Polarkoordinaten die Formel

1 1
Au = u, + ;ur + 72”4"? (1.51)

erhalten.

Beispiel 1.9 Eine kreisformige Membran mit Radius R wird durch die Auslenkung u(t,r, ¢)
mit 0 <r < Rund 0 < ¢ < 271 beschrieben. Sie gentigt wegen (1.28) und (1.51) der partiellen
Differentialgleichung

1 1
U = C2 <urr + ;ur + 1,.2M(P(P> . (152)

Beispiel 1.10 Wir biegen den wirmeleitenden Stab aus Kapitel [1.3.1]zu einem Ring vom Radius
R zusammen. Die Temperatur wird nun beschrieben durch eine Funktion u = u(t, ¢),dar = R
konstant ist. Vom Laplaceoperator bleibt daher nur der letzte Summand iibrig, d.h. die
Warmeleitungsgleichung geht tiber in
22

Ut = 73 llge- (1.53)
Da a%/R? eine Konstante ist, ist dies bis auf die Bezeichnung der Variablen wieder die eindi-
mensionale Warmeleitungsgleichung (I.T1).
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1.4.2. Zylinderkoordinaten

Ein Punkt im dreidimensionalen Raum kann beschrieben werden durch die Polarkoordinaten r, ¢
seiner orthogonalen Projektion in die x — y—Ebene und durch die Hohe z = & tiber dieser Ebene.
Die Koordinaten 7, ¢, h geniigen also

‘x = 1COoS @, y=rsing, z=h, (1.54)

siehe Abbildung

Abbildung 1.10: Zylinderkoordinaten r, ¢, h im Raum

Fiir den Laplaceoperator (A.8) gilt wegen (1.51) die Darstellung

1 1
Au = u, + ;ur + r—zuqxp + upy. (1.55)

Beispiel 1.11 Wir betrachten die Warmeleitung auf einem diinnwandigen Hohlzylinder vom
Radius R. Die Temperatur ist also eine Funktion u = u(t, ¢, h). Da hier r = R konstant ist,
entfallen von (1.55) die ersten beiden Summanden und wir erhalten aus der Wéarmeleitungs-

gleichung (1.15)

_2(1
Uy =a ﬁuq)q) + Upp | -
Dies ist bis auf eine Skalierung die zweidimensionale Warmeleitungsgleichung aus Bemerkung
Fiithrt man ndmlich durch ¢ = @R eine neue Variable ein, erhdlt man

1 1
Uy =UePyp =Upps,  HUypp = Talee

und damit
Up = a? (ul/,l,, + uhh) = a®Au,

wobei hier der zweidimensionale Laplaceoperator mit den Variablen ¢, h gebildet wird.
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1.4.3. Kugelkoordinaten

Ein Punkt im dreidimensionalen Raum kann beschrieben werden durch Kugelkoordinaten r, ¢, 9.
Dabei ist r sein Abstand vom Ursprung, ¢ hat dieselbe Bedeutung wie bei Zylinderkoordinaten
und ¢ ist der Winkel zwischen der z-Achse und der Verbindung des Punktes mit dem Ursprungﬂ
siehe Abbildung Fiir Kugelkoordinaten 7, ¢, hh gelten die Umrechnungsformeln

‘x =rsindcos ¢, y =rsindsin g, z=rcos?, (1.56)

Abbildung 1.11: Kugelkoordinaten r, ¢, ¢ im Raum

Fiir den Laplaceoperator (A.8) gilt die Darstellung

19 ,, 1 J , . 1
Au = 2 or (r ur) + r2sin ¥ 09 (sind ) + 72 sin? 19uW (1.57)
2 1 cot?d 1
Wir verzichten auf eine Herleitung.
Beispiel 1.12 Wir zeigen, dass
1

u(r,¢,0) = .

fur r # 0 die dreidimensionale Laplacegleichung Au = 0 erfiillt. Da u nur von r abhéngt, bleibt
von (1.57) nur der erste Summand tibrig und wir finden

19 (0 (1\\_ 10 (,( 1\\_10a,6
Au_rzar(rar(r>)_r28r<r ( ﬂ))_ﬂar( =0
1.5. Nebenbedingungen

1.5.1. Korrekt gestellte Probleme

Es wurde schon an verschiedenen Stellen darauf hingewiesen, dass die Losung einer partiellen
Differentialgleichung in der Regel nicht eindeutig ist. Sie kann sehr viele Freiheitsgrade enthalten,

2Mitunter wird fiir  auch der Winkel zwischen dieser Strecke und der x — y-Ebene genommen. Man beachte, dass
diese Art von Kugelkoordinaten auf etwas andere Formeln fiihrt.
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sogar willkiirliche Funktionen (wihrend ja die allgemeine Losung einer gewohnlichen Differenti-
algleichung meist noch willkiirliche Konstanten enthalt.)

Beispiel 1.13 Wir betrachten die Differentialgleichung
uyy =0,

fiir eine Funktion u(x,y), die uns schon in Beispiel [1.8 begegnet war. Schreibt man sie als

0
@(MX) =0

folgt dass u(x,y) = ¢(x) mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion ¢. Integration liefert
nun

u(xy) = [ g(x)dx = @(x) +y(v),

wobei ® eine Stammfunktion von ¢ sein soll und die Integrationskonstante ¢ eine beliebige
differenzierbare Funktion von y sein kann.

Um ein Problem mit einer eindeutigen Losung zu formulieren, ist es daher meist notwendig, noch
gewisse Nebenbedingungen an die Losung der Differentialgleichung zu stellen. Das Ziel ist es, ein
Problem mit folgenden drei Eigenschaften zu erhalten.

1. Die Losung existiert.
2. Die Losung ist eindeutig.
3. Die Losung hangt stetig von den gegebenen Daten ab.

Probleme mit diesen drei Eigenschaften nennt man korrekt gestellt. Dabei sind die Daten eines Pro-
blems alle in die partielle Differentialgleichung und die Nebenbedingungen eingehenden Zahlen,
Koeffizienten und Funktionen. Unter einer stetigen Abhdngigkeit von den Daten sollte man sich
vorstellen, dass sich die (wegen den ersten beiden Bedingungen eindeutig existierende) Losung
nur wenig dndert, wenn man die Daten stort. Ein solches Verhalten eines Problems ist auch fiir die
approximative numerischer Losung erforderlich, da hier Eingangsdaten gewohnlich fehlerbehaftet
sind. Nur bei korrekt gestellten Problemen kann man erwarten, dass die berechnete Naherungs-
16sung tatsdchlich eine Naherung der wirklichen Losung ist.

Um den Begriff der stetigen Abhdngigkeit von den Daten exakt zu formulieren wire es erfor-
derlich, den Abstand zwischen zwei Losungen quantifizieren zu konnen, und ebenso auch den
Abstand zwischen verschiedenen gegebenen Daten. Das kann durch Normen in gewissen Funk-
tionenrdumen geschehen. Besonders gut geeignet fiir die Losungen partieller Differentialgleichun-
gen sind dabei die sogenannten Sobolewriume, in denen Differenzierbarkeit von Funktionen auch
in einem erweiterten Sinn verstanden wird. Die Einfithrung solcher Rdéume wie auch der Nach-
weis der drei Losbarkeitseigenschaften von oben bei gewissen partiellen Differentialgleichungen
gehen tiber das Niveau dieser Vorlesung betrdchtlich hinaus. Wir kénnen deshalb nur intuitiv
tiber die Anzahl und Art der Nebenbedingungen befinden (was aber auch sehr niitzlich ist!). Die
erforderlichen Nebenbedingungen sind meist physikalisch gut motiviert und werden spéter eine
Bestdtigung finden, wenn wir zu gewissen partiellen Differentialgleichungen inklusiv Nebenbe-
dingungen eindeutig bestimmte Losungen berechnen konnen.

Die folgenden Abschnitte sind den verschiedenen dabei auftretenden Zusatzbedingungen gewid-
met. Die wichtigsten davon sind Anfangsbedingungen (siehe Abschnitt|1.5.2) und Randbedingungen
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(siehe Abschnitt[1.5.3). Wird eine partielle Differentialgleichung durch Hinzunahme von Anfangs-
bedingungen zum korrekt gestellten Problem, spricht man von einem Anfangswertproblem. Hierzu
gehoren viele parabolische und hyperbolische Differentialgleichungen im Ganzraum R". Geniigt
die Hinzunahme von Randbedingungen, um aus der partiellen Differentialgleichung ein korrekt
gestelltes Problem zu machen, handelt es sich um eine Randwertaufgabe. Dafiir sind elliptische Dif-
ferentialgleichungen typisch. Braucht man sogar beides, also Anfangs- und Randbedingungen, um
ein korrekt gestelltes Problem zu formulieren, spricht man von einem Anfangs-Randwertproblem.
Dies ist hdufig bei parabolischen und hyperbolischen Differentialgleichungen in Gebieten G & R”
der Fall.

1.5.2. Anfangsbedingungen

Anfangsbedingungen beschreiben den Zustand des zu modellierenden Systems zu einem Anfangs-
zeitpunkt, der standardmaflig meist auf t = 0 festgelegt wird. Anfangsbedingungen kommen da-
her nur bei instationdren Problemen vor, aber nicht bei stationdren. Als Faustregel kann man sich
merken, dass so viele Anfangsbedingungen gestellt werden konnen, wie die hochste Ordnung
einer vorkommenden Zeitableitung ist.

Beispiel 1.14 In der Warmeleitungsgleichung in einem Stab (siehe (1.II) bzw. (1.13)) kommt
eine Zeitableitung vor, daher stellen wir fiir u(t, x) eine Anfangsbedingung:

u(0,x) = f(x), (0<x<L). (1.59)

Dabei ist f eine auf [0, L] gegebene Funktion, die die Temperaturverteilung zu Prozefbeginn
beschreibt.

Beispiel 1.15 In der Wéarmeleitungsgleichung in einem dreidimensionalen Korper K (siehe
(1.15) bzw. (1.17)) kommt eine Zeitableitung vor, daher stellen wir fiir u(t, x,y, z) eine Anfangs-
bedingung:

w(0,%,y,2) = fxy,2),  (xy,2) €K).
Dabei ist f eine auf K gegebene Funktion, die die Temperaturverteilung zu Prozeflbeginn be-
schreibt.

Beispiel 1.16 In der geddmpften Saitenschwingungsgleichung (1.26) kommt eine Zeitableitung
zweiter Ordnung vor, daher konnen wir zwei Anfangsbedingungen fiir u(t, x) vorschreiben:

u(0,x) = f(x),  w(0,x)=g(x), (0<x<L).

Dabei sind f und g auf [0, L] gegebene Funktionen, die die Auslenkung bzw. die Geschwindig-
keit der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 angeben. Dies gilt natiirlich genauso fiir die ungedampfte
Saitenschwingungsgleichung (1.22)

Beispiel 1.17 In der dreidimensionalen Wellengleichung (T.30) im Raum R® kommt eine Zeit-
ableitung zweiter Ordnung vor, daher konnen wir zwei Anfangsbedingungen fir u(t,x,y,z)
vorschreiben:

u(0,x,y,2) = f(x,y,2),  w(0xyz)=g(xyx), ((xyz) R

Dabei sind f und g auf R3 gegebene Funktionen, die die Amplitudenauslenkung bzw. -ge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0 angeben. Mit diesen beiden Bedingungen entsteht im
Ganzraum RR? bereits ein Anfangswertproblem.
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1.5.3. Randbedingungen

Von einer Losung u(x1, ..., X,) einer stationdren partiellen Differentialgleichung bzw. einer Losung
u(t,xq,...,x,) einer instationdren Differentialgleichung, die fiir (x1,...,x,) € G C R” definiert ist,
wird gewohnlich verlangt, dass sie sich noch auf Punkte auf dem Rand 9dG ihres Definitionsgebie-
tes fortsetzen lafit. In solchen Randpunkten gestellte Bedingungen nennen man Randbedingungen.
Als Faustregel gilt, dass man bei einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung in jedem
Randpunkt eine Bedingung stellen kann, bei einer partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung
jedoch zwei. Wir unterscheiden nun drei Arten von Randbedingungen.

Randbedingungen erster Art werden auch Dirichletsche Randbedingungen genannt. Dabei wird in je-
dem Punkt x = (x1,...,%,) € 0G der Funktionswert von u vorgeschrieben.

Beispiel 1.18 Bei der Warmeleitungsgleichung im Stab (siehe (1.11) bzw. (1.13)) ist G das In-
tervall [0,L], das zwei Randpunkte hat, 0G = {0,L}. In jedem Randpunkt kann zu jedem
Zeitpunkt die Temperatur vorgeschrieben werden:

u(t,0) = ¢(t),  ult,L)=9()

dabei sind ¢ und ¢ gegebene Funktionen. Zusammen mit den in (1.59) formulierten Anfangs-
bedingungen ergibt sich ein Anfangs-Randwertproblem.

Beispiel 1.19 Die Gleichung der kreisformigen Membran mit Radius R hatten wir in Beispiel
in Polarkoordinaten angeben. Dirichletsche Randbedingungen fiir die Funktion u(t,7, ¢)
lassen sich schreiben als

u(t,R, @) = f(t, 9).

Dabei ist f gegeben und kennzeichnet die Auslenkung der Membran am Rand. Ist die Membran
dort eingespannt und bewegt sich nicht, ist f = 0 zu setzen. Um ein vollstindiges Anfangs-
Randwertproblem zu erhalten, miissen nun noch Anfangsbedingungen der Form

u(0,r,9) =g(r,¢),  u(0,r,9) =h(r,¢) (1.60)
hinzugenommen werden.

Randbedingungen zweiter Art werden auch Neumannsche Randbedingungen genannt. Dabei wird in
jedem Punkt von 0G der Wert der Ableitung

Ju

=—, x € 0G
on

nach der dufleren Normalen an das Gebiet G vorgeschrieben. Wir erinnern in diesem Zusammen-

hang daran, dass die duflere Normalenableitung auch als Skalarprodukt von 7 mit dem Gradienten

grad u erhalten werden kann (siehe dazu (A.2)).

Im Kontext von Warmeleitungsproblemen bedeutet die (mit —k multiplizierte) dufiere Norma-
lenableitung den Warmefluss durch die Oberfliche von G, weil der Warmeflufs geméafs des Fou-
rierschen Gesetzes durch (1.14) gegeben ist. Speziell bedeutet

Ju
%—0, xeaG,

dass kein Warmflufs nach auflen moglich ist, d.h. der Korper ist vollstandig isoliert.
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Beispiel 1.20 Randbedingungen fiir die Warmeleitungsgleichung im Stab (siehe (L.11) bzw.
(1.13)) der an den Enden isoliert ist, lauten demnach

ux(t, 0) - 0, ux(t, L) - 0.

Beispiel 1.21 Fiir die ebene Wérmeleitung im Dreieck G mit den Eckpunkten (0,0), (a,0) und
(0,b) sei der Wéarmeflu8 iiber den Rand des Dreiecks vorgegeben. Wir finden wegen der in
Abbildung eingezeichneten dufseren Normalen

kuy(t,x,0) = f(t,x), (0<x<a),
kux(t,0,x) = g(t,y),  (0=<y<b),
—kbuy(t,x,y) — kauy,(t,x,y) = h(t, x), (x/a+y/b=1).

g
— 1 T
) n= m(b,a}
T
n=(-1,0)"T
a =JC
n=(0-1)T

Abbildung 1.12: Ebenes Warmeleitproblem im Dreieck

Beispiel 1.22 Die Randbedingungen
ux(t,0) =0, ux(t,L) =0

lassen sich auch fiir die Saitenschwingungsgleichung formulieren. Gemaf unseren Uber-
legungen in Kapitel [1.3.2)ist die vertikale Kraft auf die Saite am Ort x zur Zeit ¢ gerade Pu,(t, x).
Die homogenen Neumannschen Randbedingungen bedeuten also, dass keine Krifte auf die
Enden der Saite wirken, sie konnen frei schwingen, siehe Abbildung

"y
~— >
X

Abbildung 1.13: Frei schwingende Enden der Saite

31



Beispiel 1.23 In analoger Weise kann man auch eine frei schwingende Membran beschreiben.
Die Randbedingungen fiir (1.52) lauten dann

u,(t, R, ¢) =0.
Die allgemeinere Randbedingung

ur(t,R, 9) = f(t, 9)

entspricht der Vorgabe einer Kraftwirkung auf den Rand der Membran.

Beispiel 1.24 Bei der Balkengleichung (1.44) als einer partiellen Differentialgleichung vierter
Ordnung kénnen wir sogar zwei Randbedingungen vorschreiben. Randbedingungen erster
und zweiter Art beschreiben dabei einen fest eingespannten Balken:

u(t,0) =0, u(t,L)=0
ux(t,0) =0, uy(t,L) =0.

Allgemeiner kann man in diesen Bedingungen nattirlich auf der rechten Seite vier Funktionen
von t vorschreiben. Bei einem frei beweglichen Ende kann man dagegen die Bedingungen

“xx(tro) =0 Mxx(t,L) =0
uxxx(tr 0) =0, uxxx(t,L) =0,

vorschreiben, die nicht von den Standardtypen von Randbedingungen sind.

Beispiel 1.25 Wir betrachten eine kreisformige Platte, die der Gleichung (1.45) gentigt. Da die
Gleichung vierter Ordnung ist, kénnen wir fiir u(t,7, ¢) Randbedingungen erster und zweiter

Art vorschreiben. Durch
u(t,R, ) =0, u,(t,R,¢) =0

wird die fest eingespannte Platte beschrieben. Zusammen mit zwei Anfangsbedingungen

uOr,9)=f(r,9), w0, 9)=g(r¢)
entsteht ein korrekt gestelltes Problem.

Fiir eine beweglich gelagerte Platte wird dagegen neben der Dirichletschen Randbedingung
u(t,R, ) = 0 noch die Bedingung
Au(t,R,¢) =0

gefordert.

Randbedingungen dritter Art werden auch Robinsche Randbedingungen genannt. Sie sind von der
Form

au+ba—u:c, x € G
on

mit gegebenen Funktion 4, b, c. Sie stellen also eine Kombination der Randbedingungen erster und
zweiter Art dar.

Beispiel 1.26 Wir betrachten einen Korper K, in dessen Umgebung eine Temperatur ug herr-
sche (uy darf zeitlich und rdumlich verdnderlich sein). Zu 16sen ist also die dreidimensionale
Wirmeleitungsgleichung (L.15). Der Wéarmefluss durch die Oberfldche wird (bis auf den Fak-
tor —k) durch die Normalenableitung von u gegeben (folgt aus dem Fourierschen Gesetz[1.14).
Kann der Korper mit der Umgebung Warme austauschen, so gilt entsprechend dem Newton-

schen Abkiihlungsgesetz

ou
—k% = H(u — ugp)
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wobei H der Wiirmeiibergangskoeffizient ist. Damit gilt die Randbedingung dritter Art

ou
afn—l-h(u—uo) ZO,

wobei h = H/k gesetzt wurde.

Fiir h — 0 erhdlt man daraus wieder die Randbedingung des isolierten Korpers, fiir k — oo
entstehen Randbedingungen erster Art mit Randwerten u.

Beispiel 1.27 Wir betrachten den warmeleitenden Stab, der durch Gleichung (1.11) mit u =
u(t, x) beschrieben wird. Kann der wirmeleitende Stab mit seiner Umgebung Wiarme austau-
schen, so gilt entsprechend Beispiel

—ux(t,0) + h(u(t,0) —ui(t)) =0, ux(t,L) +h(u(t,L) —ux(t)) =0

dabei sind u(t) und uy(t) gegebene Funktionen, die die Aulentemperatur in der Nihe des
linken bzw. rechten Stabendes beschreiben.

Beispiel 1.28 Auch fiir die Saitenschwingungsgleichung (1.22) lassen sich Randbedingungen

dritter Art formulieren. Betrachten wir eine Saite mit beweglichen Enden, die durch Federn in
die Ruhelage zuriickgezogen werden, siehe Abbildung

‘ ‘ 7x

Abbildung 1.14: Schwingende Saite mit elastisch befestigten Enden

Die Kraft Puy(t,a) (mit a = 0 oder a = L) auf ein Saitenende kann hier gleich Federkonstante
k mal Auslenkung u(t,a) gesetzt werden, also erhalten wir

Puy(t,0) = ku(t,0), —Puy(t,L) = ku(t, L)
und mit h := k/P die homogenen Randbedingungen dritter Art
uy(t,0) — hu(t,0) =0, ux(t,L) 4+ hu(t, L) = 0.
Inhomogene Randbedingungen dritter Art der Form
uy(t,0) — h(u(t,0) —uq(t)) =0, ux(t,L) +h(u(t,L) —uy(t)) =0

kommen zustande, wenn die eingespannten Enden der Federn sich an vertikal beweglichen
Orten uq(t) bzw. uy(t) befinden.

1.5.4. Vertriaglichkeitsbedingungen

Betrachtet werde ein Anfangs-Randwertproblem fiir eine Funktion u = u(t,x) mitt € I := [0, T)
(ein Zeitintervall, T = oo ist moglich) und x € G C R” (ein Gebiet). Die Anfangswerte wer-
den fir (t,x) € {0} x G vorgegeben, geometrisch gesprochen auf der Grundflache des Zylinders
I x G, siehe Abbildung Die Randwerte werden fiir (¢,x) € I x dG vorgegeben, geometrisch
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Abbildung 1.15: Zeit-Raum-Zylinder I x G

gesprochen also auf der Mantelfliche des Zylinders I x G. Beiden Flachen gemeinsam ist die Men-
ge {0} x dG, die in der Abbildung rot hervorgehoben ist. Damit ein widerspruchsfreies Problem
entsteht, miissen auf dieser Menge die Anfangs- und Randwerte {ibereinstimmen.

Wir konnen die Anfangs- und Randwerte also nicht vollkommen willkiirlich vorgeben, sondern
miissen gewisse gegenseitige Abhédngigkeiten beachten.

Beispiel 1.29 Wir betrachten die Warmeleitung im Stab, zur Warmeleitungsgleichung u; =
c?uixy konnen nach den Beispielen und die Bedingungen

u0,x) = f(x),  u(t,0)=¢(t),  u(t,L)=y()

hinzugenommen werden. Die Funktionen f, ¢, ¢ kénnen nun nicht unabhéngig voneinander
willkiirlich vorgegeben werden, sondern die Anfangswerte am Rand des Stabes miissen mit
den Randwerten der Anfangsfunktion {ibereinstimmen:

Beispiel 1.30 In Beispiel hatten wir ein korrekt gestelltes Anfangs-Randwertproblem fiir
die schwingende Membran formuliert. Die dort vorzugebenden Funktionen f, ¢ und i kénnen
allerdings nicht ganz unabhéngig voneinander gewédhlt werden, wir miissen folgende Ver-
traglichkeitsbedingungen beachten:

f(0,¢) =g(R, @),  fi(0,9) =h(R, ).

Eine andere Art von Vertraglichkeitsbedingungen kann erforderlich sein, wenn der Rand des Ge-
bietes G aus mehreren Teilen besteht, auf denen jeweils Randbedingungen vorgegeben werden.
Hier miissen wir darauf achten, dass diese Bedingungen an den gemeinsamen Punkten der ver-
schiedenen Randstticke zusammenfallen.

Beispiel 1.31 Wir betrachten die Laplacegleichungen Au = 0 auf dem Rechteck G = {(x,y) €
R?:0 < x < 4,0 <y < b}. Um eine Dirichletsche Randbedingung zu formulieren, kénnen
wir auf jeder Quadratseite die Funktionswerte von u vorschreiben:

u(x,0) = f1(x), u(x,b) = fa(x), 0<x<ag,
u(0,y) = g1(y), u(a,y) = g2(y), 0<y<b
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Dabei sind fi, f, auf [0,4] und g1, > auf [0,b] vorgegebene Funktionen. Damit auch in den
vier Eckpunkten des Rechtecks jeweils nur eine Bedingung gestellt wird und kein Widerspruch
entsteht, miissen diese vier Funktionen die Vertréglichkeitsbedingungen

f1(0) = £1(0),  g1(b) = £2(0),  fala) = g2(b).  fi(a) = g2(0)
erfiillen, siehe Abbildung

bTy o

On
A4

fl a =X

Abbildung 1.16: Dirichletsche Randbedingungen auf dem Rand des Rechtecks (0,a) x (0, b)

1.5.5. Weitere Nebenbedingungen

Beim Wechsel auf angepasste Koordinaten treten mitunter Periodizititsbedingungen auf.

Beispiel 1.32 In Beispiel wurde die Warmeleitungsgleichung im Kreisring hergeleitet. Der
Ring hat zwar keinen Rand, so dass keine Randbedingungen gestellt werden konnen, trotzdem
brauchen wir Nebenbedingungen, die hier in Form von Periodizitdtsbedingungen

u(t,0) = u(t,2m), up(t,0) = uy(t,2m)

gestellt werden (wir nehmen an, dass 0 < ¢ < 27 betrachtet wird; entsprechend gilt fiir
- < ¢ < 7). Zusammen mit einer Anfangsbedingung

u(0, ) = f(9)
entsteht eine korrekt gestelltes Problem.

Eine weitere Art von Nebenbedingungen, die manchmal auftritt, sind Beschrinktheitsbedingungen.

Beispiel 1.33 Wir betrachten die Laplacegleichung Au = 0 im Kreis um den Ursprung mit
Radius R. In Polarkoordinaten kann man diese partielle Differentialgleichung als

Upr + 1ur + lzuq,q, =0
r r
mit u = u(r, ¢) schreiben (vgl. (I.51)). Neben der Randbedingung
u(R, ¢) = f(9)
und den Periodizititsbedingungen
u(r,0) = u(r,2m), uy(r,0) = uy(r,2m)

brauchen wir hier auch noch eine Bedingung fiir r = 0, damit wir Losungen ausschliefSen, die

im Ursprung unbeschréankt sind:
(0, @) | < co.
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Ist das Gebiet G, in dem die partielle Differentialgleichung gestellt wird, unbeschrankt, aber nicht
der Ganzraum R", so kommen gewohnlich noch gewisse Bedingungen fiir |x| — +o0 hinzu, die
Abklingbedingungen heifSen.

Beispiel 1.34 Wir betrachten die Laplacegleichung Au = 0 im Aufleren des Kreises um den
Ursprung mit Radius R. Fiir u = u(r, ¢) fordern wir neben der Randbedingung erster Art

u(R,¢) = f(9)
und den Periodizititsbedingungen
u(r,0) = u(r,2m), uy(r,0) = uy(r,2m)
noch, dass u(r, ¢) fiir r — +oo beschréankt bleibt.

Beispiel 1.35 Fiir das analoge dreidimensionale Problem im AufBeren einer Kugel ist fiir u =
u(r, 9, ¢) die Beschrénktheit von ru fiir ¥ — +o0 zu fordern, d.h. u klingt mindesten wie 1/
ab. Warum hier eine schérfere Bedingung als im Zweidimensionalen notwendig ist, kann ohne
Rechnungen nicht verstanden werden.

2. Die Fouriersche Methode

2.1. Der Separationsansatz

Wir wollen nun eine wichtige Losungsmethode kennenlernen, die auf Jean Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) und sein beriihmtes Buch , Théorie analytique de la chaleur” von 1822 zuriickgeht und
deshalb Fouriersche Methode oder Separationsverfahren genannt wird. Wir suchen dabei zunichst
Losungen einer speziellen Gestalt, die sich als Produkt von Funktionen von jeweils nur einem Teil
der Variablen x, .. ., x,, darstellen lassen. So wird man beispielsweise u(x,y) = X(x)Y (y) ansetzen,
mit zu bestimmenden Funktionen X und Y. Es zeigt sich, dass man fiir die Ansatzfunktionen
gewohnliche Differentialgleichungen oder partielle Differentialgleichungen mit weniger Variablen
erhilt.

Beispiel 2.1 Wir untersuchen die Anfangs-Randwert-Aufgabe fiir die am Rand fest einge-
spannte schwingende Saite der Lange L:

upg =y (0<x <Lt >0) (2.1)
u(t,0) =u(t,L)=0 (2.2)
u(0,x) = f(x) =a(L/2—|x—L/2]), u;(0,x) =0, (2.3)

Dabei ist die aus bekannte partielle Differentialgleichung der schwingenden Sai-
te, sind Randbedingungen erster Art und sind zwei Anfangsbedingungen, die eine
Auslenkung der Saite durch Ziehen am Mittelpunkt und Loslassen zur Zeit t = 0 beschreiben,
siehe Abbildung

Der Separationsansatz hat hierbei die Gestalt
u(t,x) = T(t)X(x) (2.4)

mit zu bestimmenden Funktionen T und X. Einsetzen in die partielle Differentialgleichung

liefert
T"(H)X(x) = AT (1) X" (x)
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La/é’ f(x) =a(L/2—[x—L/2)

\ L/2 L

E

Abbildung 2.1: Anfangsauslenkung der schwingenden Saite

T//(t) X//(x)

cAT(t)  X(x)

Da die linke Seite der letzten Gleichung nur von ¢, die rechte nur von x abhéngt, beide aber fiir
alle t > 0 und x € (0, L) iibereinstimmen sollen, bleibt nur, dass beide Seiten jeweils konstant
sind. Wir nennen diese Konstante —A und erhalten aus

T”(t) B X/l(x>

= = —A
c2T(t)  X(x)
die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
X"(x) + AX(x) =0, (2.5)
T"(t) + Ac*T(t) = 0. (2.6)

Die Randbedingung ergibt T(t)X(0) = 0 = T(¢#)X(L). T(t) = 0 wiirde auf die uninter-
essante Losung u(t, x) = 0 fithren, deshalb sind nur die Bedingungen

X(0) = X(L) =0 2.7)

von Bedeutung. Sie stellen Randbedingungen fiir die gewthnliche Differentialgleichung
dar, die zudem eine unbekannte Zahl A enthilt. Die Anfangsbedingung wird spéter ein-
bezogen.

Im Beispiele sind wir also auf ein Randwertproblem fiir eine lineare gewdhnliche Differentialglei-
chung gefiihrt worden. Deshalb beschiftigen wir uns zunédchst mit diesem Typ von Randwertauf-
gaben allgemeiner.

2.2. Sturm-Liouville-Theorie

Unter einer Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe auf einem Intervall [a, b] verstehen wir ein Rand-
wertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung der Form

(p()X'(1))" + q()x(t) + Ax(t) =0, (2.8)
ax(a)+ px'(a) =0, (2.9)
yx(b) + 6x'(b) =0, (2.10)

hat, wobei folgende Voraussetzungen im Folgenden stets als erfiillt angenommen werden:
e p(t) ist auf [a, b] stetig differenzierbar und positiv,
e g(t) ist auf [a, b] stetig,
e a2+ B2>0,72+82>0.
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Fiihrt man durch

L(x) = (px") +qx

(2.11)

den sogenannten Sturm-Liouville-Operator ein, lasst sich die Differentialgleichung in der Kurz-

form
Lx = —Ax

schreiben.

(2.12)

Eine Zahl A heifit Eigenwert der Sturm-Liouville-Aufgabe, wenn (2.8), (2.9), (2.10) eine nichttriviale
Losung x(t) hat, d.h. x(t) # 0. Jede solche Losung heifit Eigenfunktion zum Eigenwert A. Die Menge
der Eigenfunktionen bildet zusammen mit der Nullfunktion einen Vektorraum, den Eigenraum

zum Eigenwert A.
Beispiel 22 Fira =0,b=L, p(t) =1,q(t) =0,a =1, =0, 7 = 1,6 = 0, entsteht das in
Beispiel 2.1] erhaltene Randwertproblem 2.5), 2.7).

Um die Eigenwerte zu ermitteln, bestimmen wir zunachst die allgemeine Losung der linearen
gewohnlichen Differentialgleichung X” + AX = 0 durch den Exponentialansatz

X(x) = e,
Dabei geniigt p der charakteristischen Gleichung
W24+ A =0.
Wir unterscheiden — abhédngig vom Vorzeichen des unbekannten A — drei Fille:

e Falls A < 0, so hat die charakteristische Gleichung die beiden Losungen p; = v —A,
H2 = —v —A. Ein Fundamentalsystem besteht daher aus den Funktionen

e\/ —Ax e—\/ —Ax

und die allgemeine Losung hat die Form
X(x) = Cle\/jx + Cze*\/j‘x.

Wir miissen versuchen, C; und C; so anzupassen, dass die Randbedingungen erftillt
sind. Wir setzen ein:

0=X0)=C+C

0=X(L) = CreV M 4 Cpe VAL
Es folgt C; = —C; und damit

0=C (eHL — ef\/j“)

Der Ausdruck in Klammern ist hier positiv, deshalb folgt C; = 0 und damit auch C; =

0. Das Randwertproblem hat nur die triviale Losung X(x) = 0, also ist A < 0 kein
Eigenwert.

e Falls A = 0, so ist 4y = 0 die einzige Losung der charakteristischen Gleichung, ihre
Vielfachheit ist 2. Daher ist
X(x) =C1+ Cox

die allgemeine Losung der Differentialgleichung. Die Randbedingungen ergeben
OZX(O)=C1, OZX(L) =C;+GL

und daher C; = C; = 0. Da das Randwertproblem nur die triviale Losung hat, ist A = 0
kein Eigenwert.
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e Falls A > 0, so hat die charakteristische Gleichung die beiden komplexen Losungen
Hip = +iv/A, so dass

X(x) = Cq cos (\F)\x) + Cysin (\F/\x)
hier die allgemeine Losung ist. Einsetzen der Randbedingungen ergibt
0=X(0)=C;, 0=X(L)=Ccos (\fAL) +Cysin (ﬁL) .
Wegen C; = 0 bleibt von der zweiten Bedingung nur
C, sin (\/XL) =0

tibrig. C; = 0 wiirde hier nur die triviale Losung X(x) = 0 liefern, deshalb kann es nur
eine nichttriviale Losung geben, wenn

sin (ﬁ\L) =0 & VilL=unm

Damit sind )
nrt
Ap = (T) . n=1,23,... (2.13)
die Eigenwerte und
xn(x) = sin (%x) . n=123,... (2.14)

zugehorige Eigenfunktionen. Der Eigenraum zum Eigenwert A, besteht aus allen Vielfa-
chen der Funktion x, (x).

Der Raum L?(a, b) der quadratintegrablen Funktionen auf dem Intervall [a, b] besteht aus denjenigen
dort definierten Funktionen x(t), fiir die das Integral

b
/ X (D)2 dt < oo
a

im Lebesgueschem Sinne existiert. Fiir zwei Funktionen x;(t), x2(t) € L?(a, b) kann durch

(x1,%2) = / 1 (Beat) dt (2.15)

ihr Skalarprodukt definiert werden. Die Existenz dieses Integrals ergibt sich sofort durch Integration
der Ungleichung

1
el < 5 (Il + |xal?)
welche wiederum nach kurzer Rechnung aus (|x;| — |x2|)? > 0 folgt.
Ist (x1,x2) = 0, so nennt man x4 (t) und x,(t) orthogonal.
Lemma 2.1. Sind x1(t) und x;(t) Eigenfunktionen der Sturm-Liouville-Aufgabe 2.8)-(2.10) (zu gewissen

Eigenwerten), so gilt
(x1,Lxy) = (Lx1, x2). (2.16)
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Beweis. Sei
X1 X2

/ /
X1 X

X1 X)

W= ,

= x1x) — Xjxp =

die Wronskideterminante der Losungen. Aus der Randbedingung fiir x1 und x, folgt

<x1(a) xﬁ(a)) <(x> B (0)

xa(a) xy(a)) \B 0/

Weil («,B) # (0,0) ist die Koeffizientenmatrix dieses Systems singuldr und somit ihre Determi-
nante W(a) = 0. Analog gilt W(b) = 0 und wir finden weiter

(PW)" = (p(x1xy — x1%2))" = (px3)'x1 + pagxy — (px7)'x2 — pxix;
= (pxp)'x1 — (px}) %2 = x1 ((px3)" + qx2) — x2 ((px}) +gx1) = x1Lxp — x2Lx1,

bekannt als Lagrangesche Identitiit. Damit ist

[ wOL)0) @ an) 0= [ (pOWOY = p)W(E) - paWw) =0
und es folgt

b b
/ﬂ w1 (8 (Lxa) (8) dt = / o (8 (Lx1 ) (£) di

und damit die Behauptung. O
Nach dieser Vorbereitung kénnen wir zeigen:

Satz 2.2. Alle Eigenwerte der Sturm-Liouville-Aufgabe sind reell und einfach (d.h. alle Eigenriume sind
eindimensional). Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis. Seien x1(t) und x;(t) Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A; bzw. A,. Entsprechend (2.12)
gilt also
Lx1 = —Aq1x1, Lxy = —Ayx.

Setzt man dies in die Identitit (2.16) aus Lemma [2.T] ein, folgt
(x1, =A2x2) = (—A1x1, x2)

und daraus
()\1 — Az)(xl,xz) =0. (2.17)

Sind also A; und A, voneinander verschieden, ergibt sich (x1,x2) = 0, d.h. beide Funktionen sind
orthogonal.

Ist x(t) Eigenfunktion zum Eigenwert A, so ist x(t) Eigenfunktion zum Eigenwert A. (2.17) ergibt
(A =A)(x,%) =0.

Da aber

(x,%) :/abx(t)x(t)dt:/ab|x(t)|2dt>0

wegen x(t) # 0 folgern wir 2i/ImA = A — A = 0, A mu8 also reell sein.
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Seien x1(t) und x,(t) zwei Eigenfunktionen zum selben Eigenwert A. Dann erfiillen beide Funk-
tionen dieselbe Differentialgleichung (2.8). Wie im Beweis von Lemma [2.1|ist W(a) = 0. Nach den
bekannten Eigenschaften der Wronskideterminante ist damit W(t) = 0 und x1(¢) und x,(t) sind
linear abhédngig. Also ist der Eigenraum zum Eigenwert A eindimensional. O]

Beispiel 2.3 Tatsdchlich besteht der Eigenraum zum reellen Eigenwert A, im Beispiel [2.2] aus

den Vielfachen einer Funktion x,(x), ist also eindimensional. Die Orthogonalitit bedeutet hier,
dass fiir n # m

(Xp, Xm) = /OL sin (%x) sin (anx) dx = %/OL (cos (%x — anx) — cos (%x—k anx)) dx

_ 27T<nL_ — sin ((n —Lm)nx> B 27T(nL+ - sin ((n +Lm)7rx) L

=0.
0
Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen kann auch etwas iiber das Vorzeichen der Eigenwerte
ausgesagt werden:

Satz 2.3. Falls q(t) < 0, af < 0 und 6 > 0, so sind alle Eigenwerte der Sturm-Liouville-Aufgabe 2.8),

[2.9), 2:10) nichtnegativ.

Beweis. Sei A also ein Eigenwert und x(t) eine zugehorige Eigenfunktion. Wir multiplizieren (2.8)
mit der Eigenfunktion und integrieren:

A%(ﬂP w+/’ ﬂ+A/

Da das mittlere Integral hier nichtpositiv ist, erhdlt man, wenn man es weglasst, folgende Unglei-
chung:

A/ Yt > — /ﬂﬂmmmm»wL

Partielle Integration ergibt

so dass
A/ V2 dt > x(a)p(a)x' (a) — x(b)p(b)x' (b). (2.18)
(2.9) multipliziert mit ax’(a) bzw. Bx(a) ergibt
w?x(a)x'(a) +apx’(a)> =0,  aBx(a)®+ p*x(a)x'(a) =0,

Addition liefert
(a? 4+ B%) x(a)x'(a) = — ap (x(a)*+x'(a)?) > 0.

—~—
<0
Mit a? + B2 > 0 folgt x(a)x’(a) > 0 und daher
p(a)x(a)x’(a) > 0. (2.19)
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Auf analoge Weise ergibt (2.10)
p(b)x(b)x'(b) < 0. (2.20)

Aus (2.18), (2.19) und (2.20) folgt
b
A / x(t)*>dt >0
a

und damit A > 0. 0

Beispiel 2.4 Im Beispiel 2.2) gelten wegen g(t) = 0, af = 0, 70 = 0 die Voraussetzungen von
Satz also hétte man sich die Betrachtung von A < 0 in diesem Beispiel ersparen konnen.

Wir haben bisher Aussagen iiber Eigenwerte der Sturm-Liouville-Aufgabe hergeleitet, ohne nach
ihrer Existenz zu fragen. Diese Frage erfordert tiefergehende Hilfsmittel der Funktionalanalysis
wie die Uberfithrung der Sturm-Liouville-Aufgabe in eine dquivalente Fredholmsche Integralglei-
chung zweiter Art und die Eigenwerttheorie kompakter Operatoren. Wir konnen daher folgenden
Satz in Rahmen dieser Vorlesung nur angeben:

Satz 2.4. Wenn die Funktionen p(t) und q(t) sowie die Zahlen «,p,y,d die weiter oben angegebenen
Generalvoraussetzungen erfiillen, so existieren unendlich viele Eigenwerte Ay < Ay < Ay < ... der Sturm-

Liouville-Aufgabe 2.8), 2.9), 2.10). Diese erfiillen A, — 400 fiir n — co.

Zu jedem Eigenwert A, gibt es nach Satz eine bis auf einen konstanten Faktor eindeutige
Eigenfunktion x,(t). Durch Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten kann immer erreicht
werden, dass die Norm

b 1/2
Jrall = o) = ([t 221

gleich 1 wird. Wegen der Orthogonalitdt von Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten gilt
somit

(X, Xm) = Onm (2.22)
wobei
1, n=m
Oym =< ! 2.23
nm { 0, ntm, (2.23)

das Kroneckersymbol heifst. Ein System von Funktionen mit (2.22) heifst Orthonormalsystem.

Beispiel 2.5 Wir berechnen die Normen der Eigenfunktionen x,(x) aus Beispiel

L 1/2 L 1/2 I sip 2t7x |L 1/2 1/2
5 . o NTTX x sin £ L
Il </0 xn (%) > </0 ST x) (2 ann 0) <2>

Indem wir durch diese Norm dividieren, erhalten wir ein Orthonormalsystem aus Eigenfunk-

tionen:
2 . /nm
Xu(x) =4/ 7 sin (Tx) (2.24)
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2.3. Superposition von Produktlosungen

Mit den im letzten Kapitel bestimmten Eigenwerten konnen wir nun die Produktlosungen voll-
standig bestimmen.

Beispiel 2.6 Nachdem nun das Eigenwertproblem , gelost wurde, konnen wir auch

die zweite gewchnliche Differentialgleichung 16sen, in die wir die in erhaltenen

Eigenwerte einsetzen:

n?m2c?
L2

Wieder handelt es sich um eine lineare, homogene gewohnliche Differentialgleichung, fiir die

wir den Exponentialansatz

T'(t) + T(t) =0.

T(t) = e
machen. Die charakteristische Gleichung

n2 2 c?

Wt =0

hat die komplexen Losungen
— e
H12 L
so dass die allgemeine Losung der Differentialgleichung

T, (t) = Cy cos (nTnct) + D, sin (nTnct)

mit freien Konstanten C,, und Dy, ist. Tragen wir die erhaltenen Funktionen in den Separations-
ansatz (2.4) ein, erhalten wir die Produktlosungen

uy(t,x) = (Cn cos (nTnct) + Dy, sin (nTm:t)) \/gsin (%x) .

Diese erfiillen die partielle Differentialgleichung und die Randbedingung (2.2), aber keine
von ihnen erfiillt die Anfangsbedingungen (2.3), siehe Abbildung

Uiy U2y

Y

Y

[\ AN
VAR VAAVE

Abbildung 2.2: Animation der Produktlosungen u, fiir n = 1,2,3,4 (zum Starten anklicken)

us

Um dennoch Loésungen zu erhalten, die auch die Anfangsbedingungen erfiillt, erinnern wir
uns daran, dass gemédfS Satz [1.1| eine Linearkombination von Losungen einer homogenen Dif-
ferentialgleichung wieder eine Losung ergibt. Dies gilt auch bei unendlich vielen Funktionen,
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sofern die dann entstehende Reihe konvergent ist, was wir zunédchst annehmen wollen. Wir
bilden also die Superposition

u(t,x) = i up(x,y) = i (Cn cos (%t) + D,, sin (%t)) \/zsin (%x) (2.25)
n=1

n=1

und versuchen, die Konstanten C,;, D;, so anzupassen, dass (2.3) erfiillt werden. Wegen

u(t, x) = ,i (_nTnch sin (nTnct) + DnnTnc cos (nTr(ct)) \/fsin (%x)

fihrt das auf die Gleichungen

> 2 nrit
0,x) = Cy/ = si — = , 2.26
u(0, x) 71;1 \/ Lsm( T x) f(x) (2.26)
0x) =Y D7 2 gin (") = 0. 227
(0, x) n; L Lsm( L x) (2.27)

Wiéhrend (2.27) leicht durch die Wahl D, = 0 erfiillt werden kann, fiihrt die Gleichung (2.26))
auf eine neue Problemstellung - die Entwicklung einer gegebenen Funktion f in eine Reihe
nach Eigenfunktionen einer Sturm-Liouville-Aufgabe.

Wir betrachten weiterhin die Sturm-Liouville-Aufgabe (2.8)-(2.10)) unter den frither gemachten
Generalvoraussetzungen. Seien A, die Eigenwerte und x,(t) zugehorige Eigenfunktionen, von de-
nen angenommen werden kann, dass sie ein Orthonormalsystem bilden. Unser Ziel ist es, ,will-
kiirliche” Funktionen f in eine Reihe nach Eigenfunktionen zu entwickeln, also eine Reihe der
Form

f@zinﬂ (2.28)
n=0

mit gewissen zu bestimmenden Koeffizienten c,. Wie kann man diese erhalten? Wir bilden das
Skalarprodukt beider Seiten von (2.28) mit einer Eigenfunktion x,(f) und erhalten, indem wir
ohne nidhere Begriindung Summation und Skalarprodukt vertauschen

(f xm) = <§: Cnxnrxm> = i Cn (X0, Xm)-
n=0 n=0

Wegen der Orthonormalitét (2.22) reduziert sich die Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung
auf einen Summand, d.h.

cm = (f, %m)

oder ausgeschrieben und mit m ersetzt durch n

%:/ﬁm%mm. (2.29)

Dies ist die gesuchte Formel fiir die Koeffizienten c,. Die Entwickelbarkeit von f in eine solche
Reihe ist dagegen nicht so einfach zu zeigen, weswegen wir das folgende Ergebnis nur angeben
konnen:

Satz 2.5. Seien A, die Eigenwerte und x,(t) orthonormale Eigenfunktionen der Sturm-Liouville-Aufgabe
@.8)-(2.10) unter den friiher gemachten Voraussetzungen an p(t), q(t) und «,B, 7,6 € R. Dann lisst
sich jede auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion f, die die Randbedingungen (2.9), erfiillt, in eine
absolut und gleichmiiflig konvergente Reihe der Form mit Koeffizienten entwickeln.
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Beispiel 2.7 Die Koeffizienten C,, in (2.26) ergeben sich also zu

Cn = (f, Xn) /f \/7$1n(nL )dx—/o a(L/2 — |x—L/2|)\/731n<nL )dx
:—a\/gnetcos —x —|—a\/7L//2x—L/2 sm —x dx—a\/7/ x—1L/2) sm(—x) dx

L/2
L L 2 L
—ay/ EE((_D” -1)— a\/:(x - L/Z)E cos (%x

L/2 L/Z
\/7 / —cos ) dx

L L L L 2 12 nri
_ 1__1n_\[ \[ nm
a\/;nn( (=1)") —a 2n7t+a Ln27'c2sm<Lx)
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w
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Iy
S
N—

= 2 2al? ‘
e —2k+1
\/:(2k+1)2n:2( Vo n=2k+
Eingesetzt in ( erhalten wir
2a12 ‘ (2k +1)7c 2 . [((2k+1)7
u(t, x) Z \/7 2%k+1) an —1)"cos (Lt> Zsm (Lx

- b s (B an ().

also eine Reihendarstellung fiir die gesuchte Losung. Eine durch numerische Auswertung die-
ser Reihe erzeugte Graphik findet man in Abbildung

u]+

| L

Tx

Abbildung 2.3: Animation der schwingenden Saite (zum Start anklicken)

Die Losung gestattet hier sogar eine musikalische Interpretation: Stellt man sich uq (¢, x) als
eine Grundschwingung der Saite vor, so schwingen uy(t,x), u3(t,x), ... mit der doppelten,
dreifachen, ... Frequenz wie u(t, x). Diese Schwingungen werden als Obertine des Grundtons
gehort. Der erste Oberton liegt dabei eine Oktave tiber dem Grundton, der zweite ist die Quinte
iiber der Oktave, der dritte ist die doppelte Oktave, .... Ein realer Ton ist dabei stets eine
Superposition aus Grundton mit verschiedenen Obertonen.

Bemerkung 2.1. Rechnet man mit nicht-normierten Eigenfunktionen x, der Sturm-Liouville-Auf-
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gabe, so ergeben sich die Koeffizienten der Entwicklung (2.28) zu

b
(foxa) S FBxat) dt.

(xn/ xn) N b

Cn = (2.30)

2.4. Zusammenfassung und weitere Beispiele

Bei der Losung einer partiellen Differentialgleichung mit Hilfe der Fourierschen Methode haben
wir folgende Schritte kennengelernt:

1. Produktansatz, aufspalten in gewohnliche Differentialgleichungen oder partielle Differenti-
algleichungen mit weniger Variablen

2. Formulierung einer Randwertaufgabe, Bestimmung von Eigenwerten und Funktionen
3. Bestimmung der Produktlésungen
4. Superposition der Produktlosungen

Wir wollen diese Schritte nun an einem weiteren Beispiel veranschaulichen.

Beispiel 2.8 Wir betrachten die Warmeleitung in einem Kreisring. In den Beispielen und
wurden die Gleichungen

u = gy (2.31)
u(t,0) = u(t,2m), up(t,0) = uy(t,2m) (2.32)
u(0,9) = f(g) = {

0, 0<op<m,

(2.33)
1, n<¢<2n

hergeleitet, wobei nun zur Abkiirzung c? := a?/R? gesetzt wurde. Wir machen den Produkt-
ansatz

u(t,x) = T(t)®(¢).

Einsetzen in die partielle Differentialgleichung ergibt

T'(H)®(p) = T ()" (9)
T )
AT(t)  @(¢) 7

denn jede Seite hdngt nur von einer der Variablen ab, muss demzufolge konstant sein. Wir
schlieffen auf die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

"(p) — A®(¢) =0, (2.34)
T'(t) — AT(t) = 0. (2.35)

Die erste der Periodizititsbedingungen (2.32) fithrt auf T(¢)®(0) = T(¢t)®(2m). T(t) = 0 liefert
die uninteressante Losung u(t, x) = 0, deshalb ist nur

P(0) = d(27) (2.36)

46



relevant. Analog fiihrt die zweite Bedingung in (2.32) auf
@'(0) = @' (2m). (2.37)

Wir 16sen daher zuerst (2.34) unter den Randbedingungen (2.36), (2.37). Das es sich wieder um
eine lineare, homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten handelt, machen
wir einen Exponentialansatz ®(¢) = e/? und erhalten fiir y die charakteristische Gleichung

ur—A=0.
Nun kénnen wieder verschiedene Fille unterschieden werden:

e A > 0. Wir finden die Nullstellen 1, = ++/A und damit die allgemeine Losung
D(¢) = CreVA? 4 Cye VA9,
Einsetzen der Randbedingungen (2.36), (2.37) liefert

C1+ Cp = CyeV27 4 Cpe V27
VAC, — VA, = \/Xcleﬂzn — \F)\Cze*‘/ﬁn,—
Kiirzt man in der zweiten Gleichung v/A und addiert anschliefend beide Gleichungen,

erhilt man
2C; = 2C;eVA2m

und damit C; = 0. Damit ergibt sich auch C; = 0 und wir haben die triviale Losung
®(¢) = 0 erhalten. A > 0 ist also kein Eigenwert.

* A = 0. Dann ist y = 0 einzige Nullstelle der charakteristischen Gleichung, und die
allgemeine Losung lautet
() = Co+ Crg.

Wir setzen wieder die Randbedingungen (2.36), (2.37) ein:
Co = Co+21Cy, Cy =

Daher gilt C; = 0, wahrend Cj beliebig gewdhlt werden kann, Ay = 0 ist also Eigenwert
zur Eigenfunktion ®y(¢) = Cp.

* A < 0. Wir haben nun die komplexen Nullstellen i1 » = +iv/—A und damit als allgemei-
ne Losung

®(¢) = Ccos(V—Ag@)+ Dsin(vV —Ag).
Die Randbedingungen (2.36), ergeben nun
C = Ccos(vV—A2m) + Dsin(vV —A27)
DV —A = —CvV—Asin(vV —A2m) + DV —A cos(vV —A27)

Nach Kiirzen von v/ —A in der letzten Gleichung steht somit das homogene Gleichungs-

system .
(Cosii\r/l(_ij%)Z;)l cozl(n\(/\/i}_\?i)n) 1) (g) - (8) (2.38)

da. Es hat nichttriviale Losungen genau dann, wenn die Systemmatrix singulér ist, also
ihre Determinante verschwindet:

0 = (cos(v/—A27) — 1)% + sin?(v/—A27)
= cos?(V/—A27) — 2cos(vV/—A27) + 1+ sin®(v/—A27r)
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=2 —2cos(v/—A2m)
1 = cos(v/—A2m)
V=2 =2nm
Ay = —n”~, n=12,...

Da sin(v/—A,27) = 0 ist die Systemmatrix in (2.38) die Nullmatrix, so dass C und D
beide beliebig sein kénnen.

Zusammenfassend sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen also
Ay = —n?, P, (¢) = Cpcos(ng) + Dy sin(ng), n=20,1,2,...

Bemerkung: Da die Periodizititsbedingungen Funktionswerte an verschiedenen Stellen ver-

kntipfen, sind die Randbedingungen (2.36), (2.37) nicht von der Form (2.9), (2.10), so dass —im
Gegensatz zu der allgemeinen Aussage von Satz — die Eigenrdume fiir n > 0 hier sogar

zweidimensional sind.

Damit 13sen wir jetzt ([2.35), also
T'(t) + n*T = 0.

Die Differentialgleichung ist hier trennbar (liesse sich aber auch mit einem Exponentialansatz
16sen)

ar _

dt
- fa
In|T| = —n’t+E
To(t) = Epe "t

—n?T

Damit sind die Produktlosungen

2t

uy(t, @) = (Cycos(ng) + Dy sin(ng))e ",
wobei E;, = 1 gesetzt wurde. Diese erfiillen die partielle Differentialgleichung und die Periodi-
zitdtsbedingungen, aber nicht die Anfangsbedingung. Wir bilden daher die Superposition

[e9) [e9)

u(t,p) = Y un(t, ) = Y_ (Cypcos(ng) + Dysin(ng))e™"

n= n=0

Die Anfangsbedingung (2.33) fiihrt auf

2t

(=}

io(cn cos(ne) + Dy sin(ng)) = f(¢),

also die Entwicklung von f in eine Reihe nach Eigenfunktionen. Dies ist hier eine gew6hnliche
Fourierreihe. Wir berechnen nun die Koeffizienten gemafs (2.30):

2r
1 .
o _ Do fl@)cos(np)dg [ cos(ng)dg wesin(ng)| >0
n = = - 2
f027r cos?(ng)dg f027T cos?(np) dy %(P ”, n=0,
7T
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27 . 2
fo )sin(ne) de fnn sin(ng) dg — 7% cos(ne) ’

D, =

foz sin’(ng)de T n
1 — cos(n) 0, n = 2k,
- nrm _{— 2 n=2k+1 (n>0).
K+ D) =

Also lautet die Losung

sin((2k+1)9) —(ak41)t
ult9) =37 Z TE '
Offenbar gilt
lim u(t, ¢) = L

t—c0 2

d.h. die Lésung strebt einem stationdren Zustand mit konstanter Temperatur § iiberall zu, siehe

auch Abbildung
u T

7T 27T @

Abbildung 2.4: Warmeleitung in einem Ring (zum Start anklicken)

2.5. Besselfunktionen

Alle bisherigen Beispiele zur Fourierschen Methode fiihrten auf lineare gewohnliche Differenti-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten. Leider ist das nicht immer der Fall, es konnen auch
lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten auftreten, die dann nicht mehr durch
einen Exponentialansatz gelost werden konnen. Im Zusammenhang mit Problemen in Polar- und
Zylinderkoordinaten taucht hdufig die sogenannte Besselsche Differentialgleichung der Ordnung
p > 0 auf, die die Form

Py Fxy + (- p)y =0 (2.39)

hat. Friedrich Wilhelm Bessel war ein Astronom, der 1824 eine umfangreiche Abhandlung {tiber
die Losungen dieser Gleichung veroffentlichte.

Beispiel 2.9 Wir betrachten die schwingende kreisformige Membran vom Radius a. Nach Ein-
fithrung von Polarkoordinaten ergibt sich nach Beispiel [1.9] die partielle Differentialgleichung

1 1
U = CZAM = C2 <1/lrr + ;My + rzuq,q,) . (240)
mitt > 0,0 <r <a,0 < ¢ < 2m. Dazu wollen wir homogene Randbedingungen

u(t,a,¢) =0 (2.41)

und zwei Anfangsbedingungen der Form

u0,r,9) = f(r,9),  u(0,r,9) =0 (242)
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betrachten, vgl. dazu auch Beispiel Schlieslich mufs bei Polarkoordinaten noch die Peri-
odizitdt in ¢ beachtet werden, d.h. wir fordern

u(t,r,0) = u(t,r,2m), uy(t,r,0) = uy(t,r,2m). (2.43)
Der Separationsansatz lautet nun
ult,r,9) = T(HW(r, ).
Eingesetzt in (2.40) ergibt sich

T'W = PTAW,
also
T//(t) _ AW(]’, 9”) . _/\2
aAT(t)  W(r,e) !
was auf
T + A2?T =0 (2.44)
und
AW+ A2W =0, (2.45)

die sogenannte Helmholtzgleichung, fithrt. Dabei haben wir uns wegen A2 > 0 auf die zu erwar-
tende periodische Losung der Gleichung (2.44) beschréankt. (2.41) fithrt auf die Randbedingung

W(a, @) = 0. (2.46)

(2.45), (2.46) ist ein Eigenwertproblem fiir eine partielle Differentialgleichung (genauer gesagt:
die Laplacegleichung) und kann durch einen erneuten Separationsansatz gelost werden. Wir
setzen

W(r, ) = R(r)®(¢)
an und setzen in (2.45) ein:

1 1
R'® + ;R’CIJ + 721@“ +A2R® =0

R// 1Rl 1@// ’
RTyR T TAE0

" / /!

R R
2 2,2 _ .
r X —i—r—R FAT = —— = .
Dies fiithrt auf die gewohnlichen Differentialgleichungen
R" +rR' + (A — )R =0 (2.47)

und
" +ud =0. (2.48)

(2.43) liefert die Randbedingungen
P(0) = P(2m), @'(0) = d'(2n). (2.49)

Die Eigenwertaufgabe (2.48), (2.49) wurde bereits in Beispiel 2.8 gelost. Die Eigenwerte sind
demnach y, = n?, die Eigenfunktionen

®,(¢) = Cycosng + Dy sinng, n=20,1,2,.... (2.50)
Mit diesem Wert fiir u ist nun (2.47) unter der Randbedingung

R(a) =0, (2.51)

50



die sich aus (2.46) ergibt, zu 16sen. Die Differentialgleichung, bekannt als parametrisierte Bessel-
sche Dzﬁ‘erentzalglezchung, kann durch eine einfache Variablentransformation in die Besselsche
tiberfiihrt werden. Setzen wir namlich x = Ar und

y(x) == R(3), (2.52)

so folgt
Yy =R  v'(x)=R'(§)5
Einsetzen in (2.47) liefert
7’2)\2}/” 4 x/\y/ + ()\27’2 o nZ)y — 0/

also die Besselsche Differentialgleichung (2.39) mit p = n.

Zur Losung der Besselschen Differentialgleichung (2.39) machen wir den Potenzreihenansatz
x) = Z Ay x T ap # 0
m=0

und versuchen, g und die Koeffizienten a,, zu bestimmen. Ableiten ergibt zunachst

]/(x) = Z am(q + m)xq+m71, y//(x> — Z am(q + m)<q tm— 1)xq+m72’
m=0 m=0

nun konnen wir in (2.39) einsetzen:

[ee]

Z (g+m)(qg+m—1)xT" + Z A (g + m)xTt" + Z apxTT2 = Y pPa,, 1T =0
m=0

%/_/
= Z ﬂmfleﬁm
m=2
a(q(q—1)+q—p)xT+a((g+1)g+ (g+1) — p*)xT*!

" i [am((q+m)(q—|—m—l) +(q+m) _pz) +am72} xq+m =0

m=2

Nullsetzen aller Koeffizienten zeigt

ao(g> — p?) =0, (2.53)
a1((g+1)>—p*) =0, (2.54)
(g+m)?—p*) +au2=0 (m > 2). (2.55)
Aus (2.53) folgt wegen ay # 0 dass g = £p. Wir unterscheiden demnach zwei Falle:
¢ Falls g = p, so folgt aus (2.54) dass a; = 0. (2.55) liefert die Rekursionsformel
4 = — Am—2 _ Am—2
T (ptmP—pr T m@2p+m)
Sie zeigt, dass alle Koeffizienten mit ungeradem Index verschwinden, a; = a3 = ... = 0. Um
die Koeffizienten a,; zu ermitteln, rechnen wir
= — Aok—2  _ A2k—4 _ o ‘
2k(k+p) 2% (k—1)(k+p)k+p—1) 22%klk+p)k+p—1)---(p+1)
(2.56)
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Dies lasst sich hiibscher schreiben, wenn man die traditionelle Wahl

1

T wT(p+1)

trifft. Wegen der Funktionalgleichung I'(x + 1) = xI'(x) fiir die Gammafunktion
I'(x) = / Lt dt
0
ergibt sich ndmlich

T(1+p)-A+p)2+p)...(k+p)=T(k+p+1).

Also ist die Besselfunktion erster Art der Ordnung p

o °° (_1)P x\ 2k+p
Jp(x) == ’gm (E) (2.57)

eine Losung der Differentialgleichung (2.39). Abbildung [2.5| zeigt die Graphen einiger Bes-
selfunktionen erster Art.

A
J1

Abbildung 2.5: Einige Besselfunktionen erster Art
Falls g = —p, so fiihrt eine dhnliche Rechnung auf die Funktion
> (=1)? x\ 2k=p
Jp(x) =) ———— (= .
p(¥) k;)k!r( —p+1) <2>

Da die Gammafunktion jedoch fiir nicht-positive ganze Zahlen nicht definiert ist, existiert
diese Losung nur fiir nicht-ganze p > 0. Man bildet nun

Jp(x) cos prt — ] p(x)

Yp(x):= sin prt

, pEZ,

was eine Linearkombination von ], und ], darstellt. Man kann zeigen, dass sie auch fiir p —
n € N einen Grenzwert Y, hat. Y, stellt damit fiir alle p > 0 eine zweite, linear unabhéngige
Losung von dar und heilt Besselfunktion zweiter Art der Ordnung p. Abbildung
zeigt die Graphen einiger dieser Funktionen. ], und Y), bilden ein Fundamentalsystem fiir
die Besselsche Differentialgleichung.
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Y

Abbildung 2.6: Einige Besselfunktionen zweiter Art

Ap1 Xp2 Xp3 Xpa
2.404826 5.520078 8.653728 11.791534
3.831706 7.015587 10.173468 13.323692
5.135622 8.417244 11.619841 14.795952

N = O

Tabelle 1: Erste vier positive Nullstellen «,; der Besselfunktionen erster Art J,(x) fiir p = 0,1,2.

Abbildung [2.5 suggeriert, dass ], positive Nullstellen hat. Tatsdchlich kann man zeigen, dass es
unendlich viele Nullstellen 0 < a1 < apy < ... mit ayr — oo fiir k — oo gibt. Tabelle|l| gibt einige
numerische Beispielwerte wieder.

Fiir a > 0 setzen wir o
] -
Apj = L j=12,....

Dann haben die Funktionen x + ],(A,;x) Nullstellen bei x = a. Aufierdem haben diese Funktionen
eine bemerkenswerte Orthogonalitdtseigenschaft:

Satz 2.6. Seien j, k € {1,2,...}. Dann gilt mit obigen Bezeichnungen

| /0 ), (Ax)xdx =0, j £k, (2.58)
a 2
/0 ]%(Apjx)x dx = %];%H("‘pj)- (2.59)
Beweis. Siehe [1]] oder [3]. O

Diese Orthogonalitdtseigenschaften konnen — wie im Abschnitt[2.3|— zur Koeffizientenbestimmung
bei Reihenentwicklungen verwendet werden. Soll etwa eine auf [0, 4] definierte Funktion g in eine
Fourier-Bessel-Reihe, also eine Reihe der Form

g(x) = iAjfpmpjx)
L

entwickelt werden, so liefert eine Multiplikation mit x und J,(A,xx) und anschliefende Integration
iiber [0, a]:

| s (pxixdx = [*F A5, (01 p)xdx = 47 [T ()] () xx
j=1 j=1
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2
= Ak ]p+1 (lxpk)

so dass wir erhalten

2 a
Ap = 22(“Pk)/0 8(x)Jp(Apkx)x dx.

ol

Beispiel 2.10 (Fortsetzung von Beispiel2.9) Wir kennen nun die Funktionen ], und Y, als
Losungen der Besselschen Differentialgleichung mit p = n. Allerdings sind dabei die
Funktionen Y} in 0 unbeschrénkt (siehe Abbildung [2.6), was zu unbeschrankten Losungen der
Wellengleichung im Ursprung fiihren wiirde. Deshalb kommen hier nur die Funktionen [, als
Losungen in Frage. Die Losung der parametrisierten Besselschen Differentialgleichung
ist wegen (2.52)

R(r) = Ju(Ar).

Wegen der Randbedingung (2.51) mufs Aa eine Nullstelle von ], sein, also sind

14
A 1= ’;’”, Rum (7) := Ju(Aumr), n=01,...m=12,...

die Losungen von (2.47), (2.51). Wir erhalten mit (2.50) die Eigenwerte und Eigenfunktionen
des Randwertproblems (2.45), (2.46) fiir die Helmholtzgleichung als

A= Aum, Wim (1, @) = Jn(Aum?) (Cy cos ng + Dy, sinng), n=0,1,....m=12,....

Es bleibt, mit A = A, die Differentialgleichung (2.44) zu losen. Da sie konstante Koeffizienten
hat, konnen wir mit einem Exponentialsansatz rechnen und erhalten

Toum (1) = Apm coS(Apmct) + Bpm sin(Aypct).
Damit lauten die Produktlosungen
Unm (8,7, @) = (Anm c08(Anmct) + Bum sin(Apmct)) Jn(Aum?) (Cp cos ng + Dy, sinng).

Wir bilden davon die Superposition

u(t,r, @) = ZZunmtrgo

n=0m=

HMS

Z nm €08 (Aumct) + By Sin(Apmct)) Jn (Aumt) (Cp cos ng + Dy sin ne)

und miissen durch Anpassung der Konstanten die Anfangsbedingungen (2.42) erfiillen, d.h. es
muss gelten

f(r,@) = i i ApmJn(Anm7)(Cp cosng + Dy sinng)

n=0m=1

= Z Z BumAnmCJn(Anmr)(Cn cosng + Dy sinng).
n=0m=1

Die zweite Gleichung kann durch By, = 0 fiir alle n, m erfiillt werden. Setzt man in der ersten
Cum := AumCyp und Dy, := ApmDy, so nimmt sie die Form

f(r, @) = i i Jn(Aum?) (Crm cos 1 + Dy sin ng)

n=0m=1
= i ((i ]n(/\nmr)Cnm> cosng + (i ]n(Anmr)Dnm> sinngo)
n=0 m=1 m=1
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[e)

=ao(r) + ) (an(r) cos ng + by(r) sin(ng))

n=1
an. Dies ist eine gewohnliche Fourierreihe mit r-abhédngigen Koeffizienten

o)

an(r) = i ]n(/\nmr)cnmr Z Anm” Dym.

m=1 m=1

Damit sind C,;;; und Dnm die Koeffizienten einer Fourier-Bessel-Entwicklung von a,(r) bzw.
by (r), die wir wegen (2.60) erhalten konnen aus

2 a
Cum = 7/ an (r) Jn(Apmr)rdr, Duym =
nm ﬂ2]721+1(anm) 0 n( ) n( nm ) nm

2

”2]13“ (@nm)

/0 b () Ju(Anmr)r dr.

Andererseits gelten die Koeffizientenformeln fiir eine gewohnliche Fourierreihe, nach denen

1 27
ag(r) = 5~ ; f(r.@)de,
ay(r) = % Oznf(r,(p)cos nede, (n>0))
by(r) = % (;Mf(r,qo) sinngde, (n>0).

Damit lautet die Losung

u(t,r, ) Z 2 co8(AumCt) Jn (Aum?) (Crm cos g + Dy sinng)

0m 2]1 0 f r,Q ]O( 0 7’)7’ @ar,
e S T —— ? 0os(n d d n 0
Cum / / @) In\Anm @ ¢ ’
7lﬂ2]2+1 D(nm f " )] ( T>C S( )1’ r ( > )
DOm =0,
Dy = 2]”111/ / f r,Q ]n()\nmr) sm(n(p)rd(pdr (1’1 > 0)

3. Die Methode der Fouriertransformation

3.1. Einfithrung der Fouriertransformation

Eine Integraltransformation F ordnet einer Originalfunktion f mit Hilfe einer Abbildungsvorschrift

der Form

eine Bildfunktion F =

b
F(©) = FF(©) = [ K(xo)f(x)dx

ein leichter 1osbares Problem fiir die Bildfunktion F umzuwandeln.

Die erste Integraltransformation, mit der wir uns beschéftigen wollen, ist die Fouriertransformation,

die gegeben ist durch

@) = = [ e
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Zweck der Integraltransformation ist es, ein schwer 16sbares Problem fiir die Originalfunktion f in



Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Integrals (3.1) ist f € L!(R), d.h. das Integral
| 1)l dx <o

existiert im Lebesguesches Sinne. Unter dieser Voraussetzung ist die Fouriertransformierte F f stetig
und

lim Ff(¢) = 3.2)

g—rtoo

bekannt als Satz von Riemann-Lebesgue.

Wir fithren nun die wichtigsten Eigenschaften der Fouriertransformation auf:

Satz 3.1. Sei f € L'(R). Falls die folgenden Fouriertransformationen existieren, gelten folgende Rechenre-
geln (k € IN):

F(x*f)(2) (3.3)
Fdyf)(g) (3.4)

i*di F£(2)
(i&)* F£(2)

Beweis. Wir differenzieren nach ¢ unter dem Integralzeichen, dann folgt id=F f({) = F(xf)({).
k-fache Anwendung ergibt (3.3).

Partielle Integration von ergibt i F (&) = F(f')(&). k-malige Anwendung liefert (3.4). O
In Worten sagt Satz Einer Differentiation im Originalbereich entspricht eine Multiplikation im
Bildbereich, einer Multiplikation im Originalbereich entspricht eine Differentiation im Bildbereich.

Dies wird fiir die Anwendung auf partielle Differentialgleichungen von entscheidender Bedeutung
sein.

Wir berechnen nun die Fouriertransformierten einiger Funktionen:

Beispiel 3.1 Sei f,(x) = e~?* mit a > 0. Nun setzen wir in die Definition der Fouriertransfor-
mation ein und teilen das Integral in zwei Teile:

F(fa)(& \ﬁ/ e el gy = \ﬁ/ —(i+a)x gy 4 \ﬁ/ DX gy
1 (ig+a) e—(lé—u)x 1 1 1
TV \ —@ra)|, T —@-a)| |~ Vax ((z’c+a> B <i¢—a>)

1 —2a \ﬁ a

N R

2 a
Ffa(G) = \/;M.

Beispiel 3.2 Sei 6, die Deltadistribution. Dies ist eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution,
die [ da(x)f(x)dx = f(a) fiir alle glatten Funktionen f mit kompaktem Triger erfiillt. Wir
erhalten insbesondere

also

Fl6)(§) = =
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Beispiel 3.3 Sei f,(x) = =% mit a > 0 eine Gaufsche Glockenkurve und

F.(&) = Ffal€ m / o ixE i o

ihre Fouriertransformierte. Differenzieren nach ¢ liefert

/

z za d ie_“xz
F / —ix e —ax? dx = / —ix dx
o \/271: V27T dx 2a

e a2
(% s _ixgle ax J
./—oo lére 2[1 X

_ 1 g i€ ax
V2 2a

6 —ix& ,—ax? (;(
— e Moe dx = —2F,(¢),
2a+/27mw J - 2a ()
also eine gewohnliche Differentialgeichung fiir F,. Trennung der Veranderlichen ergibt
dF, (;"
T T 24
ng
/ 2%
In|E| = -2
n|F,| = 4a + C
;1'2
F,(¢) =Ce 4.
Als Konstante ergibt sich
C=F(0 \ﬁ / e dy.
Substituieren wir y = /ax, dx = %, erhalten wir
_ 1 oV dy = VT _ 1
V2ar J— V?2ar \/ﬂ

wobei der Wert des letzten Integrals (das eine wichtige Rolle bei der Normalverteilung spielt),
durch eine zweidimensionale Integration und Umrechnung auf Polarkoordinaten erhalten wer-

den kann:
[e.9) 2 [0 9) [0 9)
(/ eV dy) = /e*"2 dx / eV dy = // g*(x2+y2)d(x,y)

— 00 —o0 —o0 RZ
oo 27T 6o o0
e 2 2
://e’rdgodrzzﬂr/re'dr:—ner =T.
00 0 0
Damit ist gezeigt dass
1 1 22
F = —¢ w5, 3.5
fol6) = o= @5)

Inbesondere geht f;,, unter der Fouriertransformation in sich selbst tiber:

Ff12(8) = f1/2(8)

Hat man ein Problem im Bildbereich gelost, entsteht die Aufgabe, die zu einer Bildfunktion gehori-
ge Originalfunktion zu finden. Das ist Aufgabe der inversen Fouriertransformation. Leider ist fiir
f € LY(R) nicht automatisch auch F f € L!(IR). Setzt man dies voraus, gilt:
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Satz 3.2. Falls f, Ff € L'(R), gilt die Fouriersche Umkehrformel

£(x) W / FCFF(E) dE = F(FF)(x). (3.6)

Man beachte, dass die Umkehrformel sich nun durch das Vorzeichen des Exponenten der Expo-
nentialfunktion unterscheidet, wir haben also

Ff(x) = Ff(—x). (3.7)

Dieser Zusammenhang wird mitunter ausgenutzt, um die inverse Fouriertransformation zu be-
stimmen, wenn man bereits die Fouriertransformation einer Funktion kennt.

Fiir f,¢ € LY(R) ist ihre Faltung die durch

= /_ fl—y)gy)dy (3.8)
definiert Funktion. Es zeigt sich nun, dass das Faltungsprodukt von zwei Originalfunktionen unter

der Fouriertransformation bis auf einen Faktor in das punktweise Produkt der Fouriertransformier-
ten {ibergeht:

Satz 3.3. Fiir f,g € L'(R) gilt

F(f*8)(&) = V2re(Ff)(E) - (F&)(E)-
Beweis. Wir setzen die Definition der Fouriertransformation und dann die des Faltungsproduktes

ein. Anschliefsend vertauschen wir die Integrationsreihenfolge und substituieren z = x —y, dz = dx
bei festgehaltenem y:

F(f )@ = o= [ e ) dx

= m/we‘”‘@ /Wf(x—y)g(y) dy dx
_ \/1271 /_O:Og(y) /_O; e f(x —y) dxdy
_ \/%T [ st [ e i) azay

- = / " gle ™ [T e pz) dzdy
= [ sy M FNE@) dy
= (FHE) / _g)e ™ dy

= V21 (Ff)(6)(Fg)(@)
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3.2. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen

Losungen partieller Differentialgleichungen sind Funktionen, die von mindestens zwei Variablen
abhangen. Wir werden die Fouriertransformation nur beztiglich einer dieser Variablen anwenden,
man spricht daher von der partiellen Fouriertransformation. Ist beispielsweise f(x,y) eine Funktion
von x und y, bezeichnen wir mit F, die Fouriertransformation von x — f(x,y) bei festgehaltenem
y, also

Fef@y) = = [ ey d

mit F, dagegen die Fouriertransformation von y — f(x,y) bei festgehaltenem x, also

Fyf(x,6) = e Ve f(x,y) dy

e

Die Gesetze fiir die Fouriertransformation sind dann sinngemdss anzuwenden. So erhilt man als
Fouriertransformierte beziiglich x der partiellen Ableitung 9% f(x,y) entsprechend (3.4)

fx(ala(cf)(gry> = (ié)kfxf<’§/y)'

Setzt man hingegen eine partielle Ableitung 0¥ yf (x,y) in die Fouriertransformation Fy beziiglich x
ein, kann man (unter gewissen Voraussetzungen) die Ableitung einfach aus dem Fourierintegral
herausziehen und erhalt

F(@yf)(E,y) = 3 Ff(Ey).

Fiir die inverse partielle Fouriertransformation nutzen wir eine analoge Bezeichnungsweise. Ist
beispielsweise g(¢,y) = F«f (¢, y), so ist unter geeigneten Vorausstzungen (vgl. Satz flx,y) =

F:lg(xy).

Beispiel 3.4 Wir losen nun das Cauchy-Problem fiir die Wellengleichung

Ut = CPllyy (x eR,t>0) (3.9)
u(0,x) = f(x) (3.10)
u(0,x) = g(x) (3.11)

Da die gesuchte Funktion nur beziiglich x auf ganz R definiert ist, kommt nur die Bildung
der partiellen Fouriertransformation beztiglich x in Frage. Wir bezeichnen die transformierte
Funktion mit

o(t, &) = Faf(£,0).

Daher ist fiir die partielle Ableitung uy, die Regel aus Satz anzuwenden, wahrend sich
die Ableitungen nach t einfach mit der Bildung der Fouriertransformierten beztiglich x vertau-
schen:

Faltxe) (4,8) = (i0)%0(1,),  Faluw) = vu(t,0).

Somit liefert die Anwendung der Fouriertransformation auf
tt = —CZCZU-

Da hier nur noch Ableitungen nach t vorkommen, ist dies (bei festgehaltenem () eine lineare
gewohnliche Differentialgleichung, die wir wieder durch einen Exponentialansatz v(t, &) = e
losen. Die charakteristische Gleichung

AZ — _C2€2
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hat die Losungen A4, = +icg, die allgemeine Losung lautet daher

o(t,¢) = C(€)e" + D(g)e ™,
Anwendung von F, auf die Anfangsbedingungen (3.10), ergibt
v(0,¢) = Ff(Z),  v(0,8) = Fg(?).
Mit
vs(t,&) = Cice'*st — Dicfe %
fihrt dies auf das System

C+D=Ff(), (C—D)icg=Fg(l),

c—z(Fro+ 752, o= (Fre-TE2)

woraus wir

und damit

o(6.0) = 3 (#ri@)+ DY eet 1  (p(g) - T8O ) ooie,

erhalten. Dies ist die partielle Fouriertransformierte der gesuchten Losung, es bleibt also nur
noch, diese Funktion riickzutransformieren. Unter Beachtung von (3.2) rechnen wir

u(t,x) = ]—"v(tx F/ (1, E) dE
lxg( £(@) (6 + e ) + 78 (eicf;t_e—icf;t)> i

2\/7 ic&
_ i(x+ct)l i(x—ct)g ‘Fg(g) i(x+ct)g _ i(x—ct)l
72@ w(?f(é)(e Fet)e 4 ptlx—ct ) ice ( et pilx—ct )) ac
_ 1 B 1 © ~+ct i
=UGHe)+fa—e)+ == | Fg) [ e aya

x~+ct

1 o
S Fg(e)ded
2c\/ 27 Jx—ct w/fooe 8(¢) dédy

= 2(flcet) + flx—ch) +

und erhalten

u(ey) = 3(FG+en +f—en)+ o [ gy

2C ct

Dieses Ergebnis ist als Formel von d’Alembert (entdeckt 1746) bekannt. Es zeigt, dass die An-
fangsauslenkung f in zwei Teile geteilt wird, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ nach links.
bzw. rechts bewegen. Der Einflufl der Anfangsgeschwindigkeit wirkt sich nur in einem Inter-
vall aus, dass ebenfalls mit Geschwindigkeit ¢ nach links und rechts wéchst.

Beispiel 3.5 Wir losen nun das Dirichlet-Problem fiir die Laplacegleichung in der Halbebene:

Au(x,y) = thyx + ttyy =0, (y >0, xeR) (3.12)
u(x,0) = f(x), (3.13)
u(x,y) =0 (y — ). (3.14)

Hier kommt nur die Fouriertransformation beziiglich x in Frage, denn beziiglich y ist u nur auf
einer Halbachse definiert. Wir setzen also

0(¢,y) == Fxu(G,y)
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und erhalten durch Transformation der Gleichungen (3.12) bis (3.14)

ot oy =0, (3.15)
v(g,0) = F£(S), (3.16)
v(¢,y) =0 (y— o0). (3.17)

Wir 16sen zuerst die gewdhnliche Differentialgleichung (3.15) durch den Ansatz v = ¢*Y. Die
charakteristische Gleichung
—FZ+A2=0

hat die Losungen A = £¢. Also ist die allgemeine Losung
v(Z,y) = C(0)e? + D()e™*.

Die Bedingung (3.17) zeigt nun, dass C(¢) = 0 fiir { > 0 und D(¢) = 0 fiir { < 0. Daher konnen
wir die Losung schreiben als

o(¢,y) = E(§)e” .
Die transformierte Randbedingung zeigt nun, dass E(§) = Ff(&), so dass

(&, y) = Ff(&)e oW

die Fouriertransformierte der Losung ist. Wir haben also ein Produkt im Bildraum erhalten,
das nach dem Faltungssatz |3.3|in ein Faltungsprodukt im Originalraum iibergeht:

u(x,y) = \/%f* ]_-51(67\§|y)

Aus Beispiel 3.1| kennen wir die Fouriertransformierte von x — e~ 1Y mit y > 0:

FleM)(@) = \/zyzﬁgz

Ersetzen wir hier ¢ durch —¢, erhalten wir den Wert der inversen Fouriertransformation

Fle M)(@) = Fle ")) = \/ZM_QZ

Vertauscht man nun die Bezeichnungen ¢ und x, erhilt man wieder die tiblichen Variablenbe-

Zeichnungen:
/2
1 Y
F (e \CW)(X) 7]ﬁ

Dabher liefert das Faltungsprodukt von f mit dieser Funktion die sogenannte Poissonsche Inte-
gralformel fur die Halbebene:

_ 1 y
M(X,y)—%/iwmf(t)dt XE]R,y>0.

Beispiel 3.6 Schliefllich behandeln wir die Warmeleitung in einem unendlich langen Stab, mo-
delliert durch das Anfangswertproblem

ur = kilyy, (x eR,t >0)

u(x,0) = f(x).
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Wir bilden abermals die Fouriertransformation beziiglich der Variablen x und erhalten fiir
v(t, &) == Fxu(t,¢) das parameterabhingige Anfangswertproblem

v = k(ig)*0 = —k¢%v,
v(0,¢) = Ff(S)- (3.18)
Dieses Problem kann durch Trennung der Verdnderlichen gelost werden:

do _ —k&? dt

(Y

do

2 /kg2 dt
In|v| = —k&?t+C
o(t, &) = C(&)e *.

(3.18) zeigt nun, dass C(&) = Ff(&), so dass

o(t,&) = e FF)(©).

Dies ist ein Produkt im Bildraum, nach der Riicktransformation entsteht daraus nach Satz
ein Faltungsprodukt:

1

Va2

Laut Beispiel [3.3|ist die (inverse) Fouriertransformation von g gegeben durch

ut, ) = ——(F'g)«f,  g(6) =e ",

_ a2
ek,

1
Filg(x) =
z g(x) ki

Daher gelangen wir zur Losungsdarstellung

0= [ e g
u(t,x) = e
o V/Arekt ne
Abbildung 3.1] zeigt die Kernfunktion dieses Integrals fiir verschiedene Zeiten. Man kann sich
also die Entstehung der Temperatur u(t, x) als gewichtete Mittelung der Anfangstemperatur f
vorstellen, wobei Werte f(y) umso geringer gewichtet werden, je weiter y von x entfernt ist.
Je Kkleiner ¢ ist, desto stdrker ist der Kern um x konzentriert, fiir ¢ — 0+ strebt er gegen die
Deltadistribution dy, so dass u(t, x) — f(x) gegen seine Anfangswerte konvergiert.

A f

x Y

1 (x—y)*

Abbildung 3.1: Darstellung der Kernfunktion vy — e~ 4kt fir verschiedene Zeiten 0 <
& & 4 VAartkt

Hh<th<ts

62



4. Die Methode der Laplacetransformation

4.1. Einfiihrung der Laplacetransformation

Die Laplacetransformation ist eine weitere Integraltransformation, die zur Losung gewohnlicher und
partieller Differentialgleichungen verwendet weden kann. Im Gegensatz zur Fouriertransformati-
on ist die Laplacetransformation bestens geeignet, um Probleme auf halb-unendlichen Intervallen
zu diskutieren. Um die Laplacetransformation zu definieren, benétigen wir — wie bei der Fourier-
transformation — eine Klasse zuldssiger Funktionen. Dazu setzen wir fiir v € R

L1(0,00) := {f (0,00) = C: /OOO |f(t)]e "dt < oo}.

Sei f € LL(0,00). Dann ist die Laplacetransformierte L f gegeben durch

LF(s) = /Ooo eUF(H)dt,  Res > v. @&.1)

Tatsichlich konvergiert fiir f € L1(0,0) und s € C mit Res > v das Integral in (£.1) absolut:

|l = [T g [ Sesimor de = [T pleRestar < [l dt < o,

Die Laplacetransformierte ist also in der Halbebene {s € C: Res > v} definiert, siche Abbildung
41l

Im,

Res > v

Abbildung 4.1: Die Halbebene {s € C: Res > v}

Wir berechnen nun eine wichtige Laplacetransformierte.

Beispiel 4.1 Fiir a € C definieren wir die Funktion
X-a: (0,00) > C,  x_q(t) =™ (4.2)

und bestimmen ihre Laplacetransformierte:

~ 00 o 1
_ —st ,—at 34 _ —(s+a)t g 15 —(s+a)t| _
(Ex-a)(9) = [ emtemtar = e ar = fim, —me | = oo
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fiir Res > — Rea. Aus

, Res > —Rean (4.3)

folgt insbesondere fiir 2 = 0

L(1)(s) = -, Res > 0. 4.4)

Wir fithren nun die wichtigsten Rechenregeln fiir die Laplacetransformation auf:

Satz 4.1. Seien v € R, f1, f» € LL(0,00) und cy,cp,s € C mit Res > v. Dann gilt auch cif1 + cafs €
L1(0,00) und

E(lel + szz)(s) = clﬁfl(s) + Czﬁfz(s).

Beweis. Folgt aus der Linearitit des Integrals. O

Wir wenden dies an, um weitere Laplacetranformierte zu berechnen:

Beispiel 4.2 Sei f : (0,00) = R, f(f) = cost die Kosinusfunktion. Wegen | cos x| < 1 fiir alle
x € R gilt f € L1(0, 00) fiir alle v > 0. Da

eix +e—ix
cos X = —

gilt f = % Xi + % X—i, und wir erhalten unter Ausnutzung von Beispiel und der Linearitat
aus Satz fiir Res > 0

1 1 11 11 s+i+s—i s
Lf(s) = EEXZ(S)JFEEXﬂ(S) 25— 25t 2(s—i)(s+i) 241

Da man bei der Laplacetransformation immer den Integrationsbereich (0, co) betrachtet, schreibt
man auch suggestiv £(cos) statt £(f) und erhilt

S

L(cos)(s) = 21

Res > 0. (4.5)

Beispiel 4.3 Sei f : (0,00) = R, f(t) = sint die Sinusfunktion. Wegen |sinx| < 1 fiir alle x € R
gilt f € L1(0, ) fiir alle v > 0. Da

siny = ————
2i

ix —ix
e

gilt f = % Xi— % X—i und wir erhalten unter Ausnutzung von Beispiel |4.1|fiir Res > 0

1111 s+i—s+i 1

T 2is—i 2is+i 2i(s—i)(s+i) $2+1°

LF($) = 5 £21(5) — 3:Lx—i(5)

Hierfiir schreiben wir wieder

L(sin)(s) = i o Res>0 46)
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Beispiel 4.4 Sei f : (0,00) — R, f(t) = cosht. Wegen |coshx| < e* fiir alle x € [0,0c0) gilt
f € L1(0,00) fiir alle v > 1. Da

e +e ¥
coshx =
2 7

gilt f = % X1+ % X—1, und wir erhalten unter Ausnutzung von Beispiel 4.1/ und der Linearitat
aus Satz fiir Res > 1

1 1 1 1 1 1 s+1+s—1 s
ﬁf(s)_EL:Xl(S)—FEﬁX*l(S)_Es—1+§s+1_2(571)(s+1)_52—1'
s
L(cosh)(s) = 21 Res > 1. 4.7)

Satz 4.2. (Dampfungssatz) Seien v € R, f € L(0,00), a,s € C mit Re(a +s) > v. Dann gilt mit der
Funktion x_, aus (4.2)

L(x-af)(s) = (£f)(s +a).

Beweis.
LO-af)s) = [ e xaldf)dt = [Te ety dr = [T e (1) dt = Lf(s +a).
OJ

Eine Multiplikation mit einer Exponentialfunktion wird also in eine Verschiebung im Bildbereich
umgewandelt.

Beispiel 4.5 Seien 4,5 € C mit Re(a + s) > 0. Dann gilt unter Verwendung von Beispiel

s+a
L(x-acos)(s) = (Lcos)(s+a) = TT6ta?
Satz 4.3. (Verschiebungssitze) Seien v € R, f € LL(0,00), h > 0 und s € C mit Res > v. Dann gilt
mit der Konvention f(t) = 0 fiir t < 0:

(EFC=)(s) = ¢ (LN
h
(Lf s = (L) - [ o).

Beweis. Fiir die erste Behauptung substituieren wir x = t — h, dx = dt und erhalten

(LF(-—h))(s) = /OooeStf(t —h)dt = /oo =S+ £(x) dy = ¢ /Ooe*sxf(x) dx = et L f(s).

—h 0

Im zweiten Integral substituieren wir x = t + h, dx = dt und rechnen
(LF(-+h))(s) = / e~ f(t+h)dt = /h e~ £ (x) dx
0 .
00 h h
= e (/ e ¥ f(x)dx —/ e ¥ f(x) dx) = et <£f(s) —/ e Sf(t) dt> .
0 0 0
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Beispiel 4.6 Sei

filt) = {0' e

1, t>h
mit & > 0. f ist die Verschiebung der Funktion g(f) = 1, unter Beachtung der Konvention
g(t) = 0 fiir t < 0 gilt ndmlich f(t) = g(t — k). Daher finden wir wegen

efsh

Lf(s) = (Lg(- —h)) = e Lg(s) =

s

Satz 4.4. (Ahnlichkeitssatz) Seien v € R, f € L1(0,00), a > 0 und s € C mit Res > v. Dann gilt

L(f(at))(s) = LLF(3).

Beweis. Wir substituieren x = at, dx = adt und erhalten

1 oofsux _1 S
e ar = ().

a

L)) = [ e lanar= [T e =

Beispiel 4.7 Sei a > 0. Dann gilt fiir s € C mit Res > 0 entsprechend

(E(cos(a))(s) = 1 =

Satz 4.5. (Multiplikationssatz) Fiir n € IN sei p,(t) := #". Falls pyf € L1(0,00) fiirk =0,...,n, so gilt
fiiralle s € C mit Res > v

L(paf)(s) = (=1)"(LH)"(s).

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir n = 1. Mehrfache Anwendung ergibt dann die allgemeine
Formel. Differentiation der Definition (4.1) nach s ergibt

(£f) () = 5 [Tepwar = [T (e fle) e = —L (e (0)6).

Beispiel 4.8 Sei n € N und s € C mit Res > 0. Dann gilt fiir p,(t) = t" wegen

n!

(Lpn)(s) = (=D)"(£D)"(s) = 7.

Allgemeiner gilt fiir Rea > 0

wobei p,_1(t) = t*~1 und

die Gamma-Funktion ist.
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Satz 4.6. (Integrationssatz) Seien v > 0, f € L.(0,00) und F: (0,00) — C gegeben durch F(x) =
Jo f(t)dt, d.h. F ist eine Stammfunktion von f. Dann ist F € L}(0,00) und fiir s € C mit Res > v gilt

(LF)(s) = LLf(5).

Beweis. Wir vertauschen die Integrationsreihenfolge:

(CF)(s) = /O T e SE(f) dt = /O st /O () dxdt = /0 ” / et £(x) dt dx
" = /O " ée—sx Flx) dx = %(c £)(s)

L]

O]

Satz 4.7. (Differentiationssatz) Sei n € IN, v € R und f sei zusitzlich n-mal stetig differenzierbar
mit fU) € L1(0,00) fiir j = 0,...,n. Auflerdem besitze fU) einen rechtsseitigen Grenzwert in 0 fiir alle
j€{0,...,n—1}. Dann gilt fiir alle s € C mit Res > v

(LF™)(s) =s"(Lf)(s) = ES”_l_jf(j) (0+). (4.8)
j=0

Beweis. Wir zeigen die Aussage fiir n = 1, mehrfache Anwendung liefert dann die Formel fiir die
n-te Ableitung.

(Lf)E) = [ et fWdt=eft)| = [ (=)t ft)dt = —F(0+) +LE(s)
0 o Jo
O
Beispiel 4.9 Sei f(t) = cosht. Dann ist f'(t) = sinht und wir erhalten unter Verwendung von
Beispiel [4.4]
L(sinh)(s) = sL(cosh)(s) — cosh0 = 52 S_ 1 1=
und damit
. 1
L(sinh)(s) = 27 Res > 1. 4.9)

Die Faltung zweier Funktionen f, g € L!(0,c0) wird definiert durch

(Frg)t) = | " F (- 5)g(s)ds.

Dies ist dasselbe wie die in (3.3) definiert Faltung, wenn man die Konvention f(t) = g(t) = 0 fur
t < 0 annimmt.

Satz 4.8. (Faltungssatz) Sei v € R und f,g € L1(0,00). Dann ist auch f x g € LL(0,00) und fiirs € C
mit Res > v gilt

L(f*g)(s) = Lf(5)L£g(s)- (4.10)
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Beweis.

L(F+g)e) = [ e (Fx )b

_/ *St/ft—u u) du dt
:/ u/ e~ F(t— ) dt du

/ / S0 £(2) dz du
_ / (1)e" / e~ f(z) dzdu

= ["gtwe (L)) du

= (L)) /0 gw)e™" du
= (LA)()(£9)(6)

Wir widmen uns nun der Umkehrung der Laplacetransformation.

Wie bei der Fouriertransformation gibt es auch fiir die Laplacetransformation eine explizite Um-
kehrformel. Diese erfordert allerdings komplexe Kurvenintegration entlang einer Geraden in der
Konvergenzhalbebene und wird oft mit Hilfe des Residuensatzes der komplexen Funktionentheo-
rie ausgewertet.

Satz 4.9. (Komplexe Umkehrformel) Seien v € R und f € LL(0,00) stiickweise stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir y € R mit y > v. Dann gilt fiir alle t € R

1yt () + f(t-), t>0,
gﬁozm/w e (L) (s)ds = { 3£(0+), t=0,
0, t<0.

Eine andere Umkehrformel kann durch folgenden Satz gewonnen werden.

Satz 4.10. Sei

F(s)= Y &

h)
k=0 5"

mit ay € Cund 0 < Ag < Ay < - - absolut kopnvergent fiir alle s € C mit |s| > v, d.h.
— | <
kg%) ’s)‘k =

Dann ist F die Laplacetransformierte der Funktion f gegeben durch

00 t/\k—l
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Beweis. Die Voraussetzungen gestatten, dass die Laplacetransformierte der Reihe gliedweise gebil-
det wird. Wir wenden dann Beispiel [4.8 an. O

Fiir die Praxis wichtiger ist folgendes Vorgehen: Die Bildfunktion wird mit Hilfe der Partialbruch-
zerlegung in einfacher zu handhabende Bestandteile aufgespalten. Die inversen Laplacetransfor-
mierten der einzelnen Summanden sind tabelliert.

Beispiel 4.10 Sei Lf(s) = ﬁ mit a # 0. Der Ansatz fiir eine Partialbruchzerlegung lautet

1 A B

s(s+a) s+s+a'

es folgt
1= A(s+a)+Bs=(A+B)s+ Aa.

Koeffizientenvergleich liefert
A+B=0, Aa=1,

so dass A = 1/a und B = —1/a gilt. Riicktransformation von
1 1
L£fls) = as  a(s+a)
ergibt

4.2. Anwendung auf partielle Differentialgleichungen

Der Anwendung der Laplacetransformation auf partielle Differentialgleichung liegen dieselben
Prinzipien zugrunde wie bei der Fouriertransformation. Wir wenden die Transformation nur be-
ziiglich einer der Variablen an und vermerken diese als Index am Operatorsymbol (z. B. £;, wenn
t transformiert wird). Dank Satz 4.7| gibt es dann beziiglich dieser transformierten Variablen kei-
ne Ableitungen mebhr, es entsteht also eine gewohnliche Differentialgleichung (bzw. eine partielle
Differentialgleichung mit weniger Variablen).

Beispiel 4.11 Wir betrachten die Warmeleitung im halbunendlichen Medium bei vorgeschrie-
bener Temperaturverteilung im Nullpunkt beschrieben durch

Uy = Kllyy t,x >0, (4.11)
u(0,x) =0, (4.12)
u(t,0) = f(t), (4.13)
u(t,x) =0 t € (0,00), x — oo, (4.14)

f(0) =0.

Im folgenden schreiben wir v(s,x) = (Lu)(s,x). Nach dem Differentiationssatz [4.7] erhalten
wir unter Verwendung von (4.12)

(Leur)(s,x) = s(Lyu)(s,x) — u(0,x) = sv(s, x).
Da die Laplacetransformation nur auf die Zeit wirkt, gilt

(Lityx) (s, x) = vxx(s, x).
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Dabher liefert eine Transformation der Warmeleitungsgleichung (4.11)
sv(s,x) = kvxx(s, x),

bei zunéchst festgehaltenem s ist dies eine gewohnliche Differentialgleichung, die wir durch
einen Exponentialansatz v(s, x) = ¢** losen konnen. Die charakteristische Gleichung

s = kA2

S
Ao = 4/~
1,2 \/;,

so dass die allgemeine Losung dieser Familie von gewohnlichen Differentialgleichungen

hat die Losungen

v(s,x) =1 (s)e*"m + cz(s)ex‘/STk

ist. Aus der Abklingbedingung (4.14) ergibt sich v(s,x) — 0 fiir x — oo und damit c;(s) = 0.
Aus der Randbedingung ergibt sich v(s,0) = Lf(s) und damit ¢1(s) = (Lf)(s). Daher

ist
o(s,x) = e VYKL (s),
Man kann nachrechnen (dass ist allerdings nicht so einfach), dass
2

-1 ( —xv/s/k _ X — X
£ () 9= g

Entsprehend des Faltungssatzes ergibt sich dann im Originalbereich die Losung als Faltung
von f mit dieser Funktion:

x2
u(t,x) /f 2\/71-3/26 “ik dt.

Beispiel 4.12 Die Warmeleitung im halbunendlichen Medium bei vorgeschriebenem Warme-
fluss im Nullpunkt

Ur = kilyy t,x >0, (4.15)

u(0,x) =0, (4.16)
—auy(t,0) = g(#), (4.17)
u(t,x) — 0 t € (0,00), x — oo, (4.18)

Fir die Laplacetransformierte v(s,x) = (L:u)(s,x) der Losung erhalten wir wie im Beispiel
die allgemeine Losung

v(s,x) =c1 (s)e"‘\/sTk + cz(s)e’“/m.
(4.18) impliziert wieder c;(s) = 0, wihrend eine Transformation von (4.17) auf
—avy(s,0) = Lg(s)

fiihrt. Wegen
s

vx(s,0) = =/ 21 (s)
ist
kL
c2(s) = \/Zi(s)
und wir erhalten
o(s, %) = 21/ E(£g) (s)e VTR,

xys
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Ohne Rechnung sei nun mitgeteilt, dass

Es—l (i\/fe—x s/k) (t) — i\/zt—l/ze—j{:,,

so dass die Losung durch das Faltungsintegral

t 2
u(t,x) = i\/Z/o g(t — 1)t V2 am dr

ausgedriickt werden kann.

A. Partielle Ableitungen und Operatoren der Vektoranalysis

Sei u eine reellwertige Funktion, die in einem Gebiet G C R" definiert ist, also u : G — R.
Die partielle Ableitung von u nach der Variablen xj in einem Punkt x = (x3,...,x,) € G ist die
gewohnliche Ableitung der partiellen Funktion x; — f(x1,...,%,...,X,), bei der die tibrigen
Variablen xi,...,x¢_1,Xk+1,..., X, festgehalten werden. Bezeichnet wird die partielle Ableitung
mit 5
u
aTCk(x)
oder 1y, (x), auch dy,u(x) oder d;u(x) sind tiblich. Leitet man die Funktion u mehrfach ab, z. B
zuerst nach x; und dann nach x;, so schreibt man

Pu_ 9 (o
axlaxk T axl axk

Unexy -= (uxk)x, :

bzw.

Man beachte die unterschiedliche Reihenfolge von x; und x; in beiden Bezeichnungsweisen. Ist
allerdings u zweimal stetig partiell differenzierbar, so sagt uns der Satz von Schwarz, dass es nicht
auf die Reihenfolge der Differentiation ankommt:

u %
axlaxk N axkaxl'

In dieser Vorlesung wird die Anwendbarkeit des Satzes von Schwarz meist stillschweigend vor-
ausgesetzt.

Die Ordnung einer (einfachen oder mehrfachen) partiellen Ableitung gibt an, wie oft die Funktion
u insgesamt abgeleitet wurde, d.h. eine Ableitung der Ordnung k hat die Gestalt

oku

m, k1++kn:k.
1 n

Der Vektor aus den partiellen Ableitungen ist der Gradient von u, geschrieben

gradu := (Uy,, ..., Uyx,) -
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Daneben ist die Bezeichnung Vu fiir den Gradient sehr verbreitet. Der Operator

V= (aa) (A1)

8x1 E)xn
ist dabei der sogenannte Nablaoperator.

Ist v € R" ein Einheitsvektor (d.h. fiir seinen Betrag gilt |v| = 1), so fithrt man die Richtungsablei-
tung in Richtung v mittels

Bl(x) — lim u(x +tov) —u(x)

Jv t—0 t
ein. Die Richtungsableitung kann berechnet werden als Skalarprodukt zwischen dem Vektor v und

dem Gradient von u:

a—M(x) = v - grad u(x). (A.2)

v
Alle diese Begriffe lassen sich anschaulich deuten: Die partielle Ableitung nach xj ist gerade der
Anstieg einer Tangente an den Graph von u parallel zu einer der Koordinatenebenen. Die Rich-
tungsableitung ist der Anstieg einer Tangente an den Graph von u in Richtung v. Derjenige Ein-
heitsvektor v, fiir den die Richtungsableitung am grofiten wird, ist gerade der auf Lange 1
normierte Gradient. Daher ist der Gradient grad u(x) in jedem Punkt x € G ein Vektor, der in die
Richtung des grofiten Anstiegs einer Tangente an den Graph von u zeigt.

Eine Veranschaulichung dieser Zusammenhénge fiir n = 2 findet sich in Abbildung[A.1] Statt x1, x,
sollen die Variablen hier einfach x und y heifien. Die partielle Ableitung u, ist dann der Anstieg
der gelben Tangente, u, ist der Anstieg der griinen Tangente. Den grofiten Anstieg hat die rote
Tangente, sie zeigt in Richtung des Gradienten grad u.

Abbildung A.1: Graph von z = u(x,y) und Interpretation der partiellen Ableitungen

Ein Vektorfeld f ordnet jedem Punkt des Gebietes G C IR” einen Vektor im R” zu, d.h. f : G — R".
Wir nehmen an dass f = (f, ..., fn), wobei jede Komponente f; eine reellwertige Funktion auf G
ist. Die Divergenz des Vektorfeldes f ist die skalare Funktion

div f := i +...F gf . (A.3)
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Formal kann man die Divergenz auch erhalten, indem man das Skalarprodukt des Nablaoperators
(A.1) mit dem Vektorfeld f bildet: div f = V - f.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Divergenz ist der Satz von Gauf§ (auch Divergenzsatz ge-
nannt): Fiir ein glatt berandetes Gebiet G und ein auf dem Abschluf G := G UJG definiertes
glattes Vektorfeld f gilt

/G div f(x) dx = /a _fdi (A4)

Dabei steht auf der linken Seite von (A.4) ein Volumenintegral iiber das n-dimensionale Volumen
des Gebietes, wihrend auf der rechten Seite ein Oberflichenintegral zweiter Art tiber die (n — 1)-
dimensionale Oberflache von G steht. Dieses Oberflichenintegral heifst auch der Fluss von f durch
dG. Fur das vektorielle Oberflichenelement dij gilt dabei

dij = ndy

wobei 1 der nach aufsen orientierte Normalenvektor zu dG ist und diy das skalare Oberflichenelement.

Ist f beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums (Fliissigkeit oder Gas),
stellt dieses Integral das pro Zeiteinheit tiber den Gebietsrand nach auflen flieSende Fliissigkeits-
bzw. Gasvolumen dar (kann auch negativ sein). Was abfliefst mufl im Inneren entstehen, daher
kann man die Divergenz eines Vektorfeldes auch als seine Quelldichte deuten.

Wendet man die Divergenz auf den Gradienten einer mindestens zweifach differenzierbaren Funk-

tion u an, erhilt man
_ 0%u 0%u
Au = div(gradu) = BTC% +...+ oz
Der hierdurch definierte Operator A heifst Laplaceoperator. Er ist also die Summe der zweiten par-
tiellen Ableitungen nach allen Variablen. Wegen der schon erwdahnten Darstellungen grad u = Vu

und div f = V - f schreibt man mitunter auch V2 fiir den Laplaceoperator.

(A.5)

In vielen Anwendungen lésst sich eine der Variablen, von denen u abhéngt, als Zeit deuten, die
anderen als rdumliche Variable. Es ist eine Konvention, dass sich der Laplaceoperator immer nur
auf die rdaumlichen Variablen bezieht und keine Zeitableitungen gebildet werden. Konkret heifst
das:

e Falls u = u(x) oder u = u(t, x) gilt
AU = Uyy. (A.6)

e Falls u = u(x,y) oder u = u(t, x,y) gilt

e Falls u = u(x,y,z) oder u = u(t,x,y,z) gilt

Au = Uyy + Uyy + Uz (A8)
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Sei f : G — R3®> mit G C R® nun ein dreidimensionales Vektorfeld, also f = (fi, f2, f3)T mit
drei reellwertigen Komponentenfunktionen fi, f>, f3. Unter der Rotation von f versteht man das
Vektorfeld

ofs _of
dy 0z
rotf = | 90 _9fs | (A.9)
0z dx
ofa _oh
ox  dy

Formal kann man die Rotation auch als das Vektorprodukt des Nablaoperators V = ( 3573
mit dem Vektorfeld f erhalten: rot f =V x f.

Fiir jedes Vektorfeld f kann man leicht die Identitét
rotrot f = graddiv f — Af (A.10)

nachrechnen.

Ist das Vektorfeld f der negativeE] Gradient einer (zweifach stetig differenzierbaren) Funktion u :
G — R, also f = —gradu = —(uy, uy, uz)’, so gilt

0
g Uy sz - uyz
0
I‘Otf = — @ X uy = — Uyy — Ugy =0.
0
— Uz Uyyx — Uxy
0z

Dieser Schlufs lasst sich in einfach zusammenhdngenden Gebieten G umkehren: Erfiillt das Vek-
torfeld f die Bedingung rot f = 0, so hat es die Darstellung f = — grad u mit einer geeigneten
Funktion u. Diese Funktion # nennt man dabei Potential und f heifdt ein Potentialfeld oder konserva-
tives Vektorfeld.

B. Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Eine lineare gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung ist von der Form
X () 4 a, (DX (E) + . 4 ag(H)x(t) = b(1). (B.1)

Dabei wurde durch eine Division der Koeffizient vor x(")(t) zu 1 gemacht. Ist hier b(t) = 0, so
heifst die Gleichung homogen, sonst heifdt sie inhomogen. Die Losungen der homogenen Differential-
gleichung bilden einen Vektorraum der Dimension 7. Jede Basis dieses Vektorraums heifst Funda-
mentalsystem. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung besteht damit aus allen

3Das Minuszeichen hat nur traditionelle Griinde, keine inhaltlichen.
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Linearkombinationen eines Fundamentalsystems. Um zu entscheiden, ob Losungen x1 (¢), ..., x,(¢)
ein Fundamentalsystem bilden, kann man die Wronski-Determinante

y(t)  x() xu(t)
W) o ’“{(” xzft> x@
e (I el () IR Ll 1)

heranziehen. So liegt im Falle W(t) # 0 fiir ein (und damit alle) ¢ ein Fundamentalsystem vor,
andernfalls ist W(t) = 0.

Besonders einfach ldsst sich ein Fundamentalsystem berechnen, wenn die homogenen Gleichung
konstante Koeffizienten hat, also von der Form

XM () 4+ ay_x" V() + .+ agx(t) =0 (B.2)

mit ao, ..., 4,1 € R ist. Wir machen dazu den Exponentialansatz x(t) = eM. Es zeigt sich, dass diese
Exponentialfunktion genau dann Losung von (B.2) ist, wenn p der charakteristischen Gleichung

u' + an_ly”’l +...4+a9=0 (B.3)

gentigt. Da es sich hierbei um eine Polynomgleichung handelt, hat sie stets n Losungen, die aber
zusammenfallen kénnen. Seien py, . . ., pi,, die paarweise verschiedenen Nullstellen, und ny, ..., 1y,
ihre Vielfachheiten, so dass ny + ... 4+ n, = n. Dann bilden die Funktionen

xj(t) = He,  k=1,...,m, j=0,...,n—1 (B.4)

ein Fundamentalsystem. Dies gilt auch dann, wenn pyj = 7, + iwy komplex ist. Da man aber meist
die reellen Losungen benétigt, nimmt man in diesem Fall den Real- und den Imaginérteil der kom-
plexwertigen Losung in das Fundamentalstem auf, wegen e/ = e(+iwit = ¢kt (cos(wyt) +
isin(wyt)) also die Funktionen

uj(t) == te cos(wyt), Oki(t) = te'™ sin(cwyt), j=0,...,m—1 (B.5)

Man beachte, dass mit py auch i, = 1 — iwy Nullstelle von (B.3) ist und (bis auf das Vorzeichen)
dieselben Losungsfunktionen liefert.
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