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3. �Ubung: Fouriersche Methode

Aufgabe 2 kann schriftlich bis 12. 1. 2026 abgegeben werden.

1. Wir betrachten die Laplacegleichung

�u = 0

im Rechteck [0; a]� [0; b] unter den Randbedingungen

u(0; y) = u(a; y) = 0 (0 � y � b);

u(x; 0) = g(x) (0 � x � a);

uy (x; b) = f (x) (0 � x � a)

mit gegebenen Funktionen f (x) und g(x).

a) Klassi�zieren Sie die Randbedingungen! M�ussen Vertr�aglichkeitsannahmen ge-

macht werden?

b) F�uhren Sie einen Separationsansatz durch und l�osen Sie die entstehenden Rand-

wertprobleme f�ur gew�ohnliche Di�erentialgleichungen.

c) Ermitteln Sie die L�osung der Laplacegleichung im Rechteck unter den angege-

benen Randbedingungen!

2. Wir betrachten die W�armeleitung durch eine Wand. Diese sei unendlich ausgedehnt,

so da� wir die Temperatur u(x; t) nur in Abh�angigkeit von der Wandtiefe x (0 �

x � L) betrachten k�onnen. Bei x = 0 sei innen, bei x = L = 0:24m au�en. Die

W�armeleitungsgleichung ist

uxx =
1

K
ut ;

wobei die W�armeleitf�ahigkeit K = 5; 27 � 10�7 m
2

s
f�ur eine Ziegelmauer und K =

4; 69 � 10�7m
2

s f�ur Gasbeton betr�agt. Zum Zeitpunkt t = 0 herrsche die konstante

Temperatur u0, d.h.

u(x; 0) = u0; 0 � x � L:
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Vom Zeitpunkt t = 0 bis zum Zeitpunkt t1 = 4h heizen wir innen mit einem kon-

stanten W�armestrom Q. Somit lauten die Randbedingungen

ux(0; t) =

{
�

Q
D
; 0 � t � t1;

0; t > t1;

u(L; t) = u0

Die Materialkonstante D betr�agt 0; 79 W
mK

f�ur Ziegel und 0; 197 W
mK

f�ur Gasbeton.

a) Erkl�aren Sie, welche Modellannahme mit der Randbedingung an der Au�enwand

(x = L) getro�en wurde.

b) Wir wollen das Anfangsrandwertproblem zun�achst im Intervall 0 � t � t1 l�osen.

Finden Sie eine Funktion u1(x; t), die die Di�erentialgleichung und die Rand-

bedingungen in diesem Zeitintervall erf�ullt! (Hinweis: eine lineare Funktion in x ,

unabh�angig von t ist geeignet.)

c) Wir machen f�ur das Anfangsrandwertproblem den Ansatz u(x; t) = u1(x; t) +

u2(x; t) mit einer noch zu bestimmenden Funktion u2. Welche Anfangs- und

Randbedingungen mu� u2 erf�ullen?

d) L�osen Sie das Anfangsrandwertproblem f�ur u2 (immer noch f�ur 0 � t � t1) mit

Hilfe der Fourierschen Methode und geben Sie dann die L�osung u des urspr�ung-

lichen Problems an!

e) Um die L�osung f�ur t > t1 zu ermitteln, formulieren wir ein Anfangs-Randwert-

Problem f�ur u, wobei wir die Werte der schon ermittelten L�osung u zum Zeit-

punkt t1 als neue Anfangswerte nutzen.

f) Das entstandene Problem l�a�t sich durch einen einfachen Ansatz auf ein Problem

mit homogenen Randwerten �uberf�uhren. Finden Sie diesen und l�osen Sie das

erhaltene Problem mit Hilfe der Fourierschen Methode!

g) Wie lautet lautet also die L�osung des W�armeleitungproblems f�ur t > t1?

h) Visualisieren Sie
u � u0

Q
, also die erzielte Temperatur�anderung im Verh�altnis

zum erzeugenden W�armestrom, indem Sie die ermittelten Reihen numerisch

auswerten und mit Hilfe geeigneter Software Graphiken erzeugen. Dargestellt

werden kann zum Beispiel der Temperaturverlauf an der Innenwand bei x = 0.
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