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Partielle Differentialgleichungen fur Nichtmathematiker
3. Ubung: Fouriersche Methode

2. Wir betrachten die Warmeleitung durch eine Wand. Diese sei unendlich ausgedehnt, so daB wir
die Temperatur u(t, x) nur in Abhangigkeit von der Wandtiefe x (0 < x < L) betrachten kdnnen.
Bei x = 0 sei innen, bei x = L = 0.24m auBen. Die Warmeleitungsgleichung ist

1
Uyxx = Rut, (1)

wobei die Warmeleitfahigkeit K = 5,27 - 107 7™ fiir eine Ziegelmauer und K = 4,69 - 1071
fiir Gasbeton betragt. Zum Zeitpunkt £ = 0 herrsche die konstante Temperatur ug, d.h.

u(0, x) = up, 0<x<L. (2)

Vom Zeitpunkt t = 0 bis zum Zeitpunkt £; = 4h heizen wir innen mit einem konstanten Warme-
strom Q. Somit lauten die Randbedingungen

-5 0<t<ty,
U (t,0) = {O’ . (3)
u(t,L) = ug (4)

T

Die Materialkonstante D betrégt 0,79 - fiir Ziegel und 0,197 Vle fiir Gasbeton.

(a) Erklaren Sie, welche Modellannahme mit der Randbedingung an der AuBenwand (x = L)
getroffen wurde.

(b) Wir wollen das Anfangsrandwertproblem zunachst im Intervall 0 < t < ty l6sen. Finden
Sie eine Funktion u1(t, x), die die Differentialgleichung und die Randbedingungen in diesem
Zeitintervall erfiillt! (Hinweis: eine lineare Funktion in x, unabhangig von t ist geeignet.)

(c) Wir machen fiir das Anfangsrandwertproblem den Ansatz u(t, x) = u1(t, x) + ua(t, x) mit
einer noch zu bestimmenden Funktion u,. Welche Anfangs- und Randbedingungen muB w»
erfiillen?

(d) Losen Sie das Anfangsrandwertproblem fiir vy (immer noch fiir 0 < t < t;) mit Hilfe der
Fourierschen Methode und geben Sie dann die Losung u des urspriinglichen Problems an!

(e) Um die Losung fiir t > t; zu ermitteln, formulieren wir ein Anfangs-Randwert-Problem fiir u,
wobei wir die Werte der schon ermittelten Losung v zum Zeitpunkt t; als neue Anfangswerte
nutzen.

(f) Das entstandene Problem 1aBt sich durch einen einfachen Ansatz auf ein Problem mit homo-
genen Randwerten iiberfiihren. Finden Sie diesen und |6sen Sie das erhaltene Problem mit
Hilfe der Fourierschen Methode!

(g) Wie lautet also die Losung des Warmeleitungproblems fiir t > t17



u— U

(h) Visualisieren Sie , also die erzielte Temperaturanderung im Verhaltnis zum erzeugenden

Warmestrom, indem Sie die ermittelten Reihen numerisch auswerten und mit Hilfe geeigneter
Software Graphiken erzeugen. Dargestellt werden kann zum Beispiel der Temperaturverlauf
an der Innenwand bei x = 0.

Lésung:

(a) Es wurde angenommen, dass sich die AuBentemperatur nicht dndert, sondern konstant bei
ug bleibt. (Dirichletsche Randbedingung, Randbedingung erster Art)

(b) Wir machen den Ansatz u1(t,x) = ax + b fiir t € [0, t1]. Einsetzen in (3)), ergibt

Q@ 0
D= afxul(t, 0) = a,
Q@ QL
UO—Ul(t,L)—aL“‘b—_EL—i—b = b_ﬁ—i_uo-
Also ist o
u(t, x) = E(L—x)+u0_ (5)
Diese Funktion erfiillt die Differentialgleichung (1), da
8 10
ﬁul(t,X) =0= ?aul(t,x).

(c) Da u und uy fiirt € [0, t1] dieselben Randbedingungen erfiillen, erfiillt u, = u— uy auf diesen
Intervall homogene Randbedingungen,

68XU2(t,O) =0, (6)
Uz(t,L):O. (7)

Fiir t = 0 folgt
u(0,x) = u(0,x) — u1(0,x) = ug — %(L —X)— Uy = %(X —L). (8)

(d) Wir machen den Ansatz
u(t, x) = T(t)X(x).

Einsetzen in die partielle Differentialgleichung ergibt

T(HX(x) = 2 T'(DX()

X' T
X(x) _ KT(t)

Da in der letzten Gleichung jede Seite nur von einer der Variablen x bzw. t abhangt, miissen
beide Seiten konstant sein und kbénnen daher gleich \ gesetzt werden. Wir erhalten die
gewohnlichen Differentialgleichungen

X" —AX =0 (9)
T —AKT =0 (10)

Wegen (0)), folgen die Randbedingungen
X'(0)=0,  X(L)=o0, (11)



unter denen wir (9)) I6sen. Mit dem Exponentialsansatz X (x) = e#* erhalten wir die charak-
teristische Gleichung
p2—x=0.

Folgende Fille kbnnen auftreten:

e falls A > 0, lauten die Losungen der charakteristischen Gleichung 1> = +v/\ und die
allgemeine Lésung von (9)) ist

X(x) = CreV™ + Cpe V™,

Wegen
XI(X) = Clﬁeﬁx - CQ\/XG_\/XX

ergeben die Randbedingungen
O:X,(O):Cl\/X—CQ\/X = Cy=Co,
0=X(L)=Cre¥™ + Cre=VPL = ¢4 (e\/ﬂ n e—ﬁL) ,

und damit C; = Co = 0. X(x) = 0 ist die triviale Lésung und \ > 0 kein Eigenwert.

e Falls A =0, hat die charakteristische Gleichung nur die Lésung u = 0 und die allgemeine
Lasung von ([9)) ist
X(x) = Cy + Cox.

Die Randbedingungen ergeben

0=X'(0)=Cs
0=X(L)=Cy+Col =Cy,

also die triviale Lésung X(x) =0, so dass A = 0 kein Eigenwert ist.

e Falls A < 0, lauten die Losungen der charakteristischen Gleichung p1 > = £iv/—X und
die allgemeine [ 0sung von @]) ist

X(x) = C1 cos(v/=Ax) + Co sin(v/=x).

Wegen
X'(x) = =C1V=Xsin(vV=Xx) + Cov/=X cos(v/—x)

ergeben die Randbedingungen

0=X'(0)=CovV—X = Co =0,
0= X(L) = Cycos(v/=AL) + Casin(v/=AL) = Cy cos(v/—=AL).

Somit gibt es nichttriviale Lésungen der Randwertaufgabe falls cos(v/—AL) = 0, d.h.

T (2n + 1)%m2
V—>\L:§+n'ﬂ' = An:—T

)
X

n=20,1,...

sind die Eigenwerte und

Xn(x) = cos <2n

die zugehédrigen Eigenfunktionen.



Eingesetzt in folgt

(2n + 1)%x2
412

eine gewohnliche Differentialgleichung, die wir durch Trennung der Verdanderlichen I6sen:

dT on+ 127K
ar _ <n+>7f/dt

T = - KT,

T 412
2n+ 1)272K
In|T|:—(n+4L)27rt+C

(2n+1)21r2K

To(t) = Cpe ™ wz *.

Damit erhalten wir die Produktlosungen

_(2n+1)21r2K 2n —+ 1
Uy p(t, x) = Cpe w? fcos < X | .

2L

Wir bilden nun die Superposition

@n+1)272K on+1
us(t, x) = ZCe T tcos( Q—Z 7rx>

und miissen die C, so anpassen, dass up die Anfangsbedingung erfiillt. Wegen
Q > 2n+1 >
1(0, %) = S(x = L) = nzzocn cos ( i 7rx> = ;C,,Xn(x). (12)

Die Eigenfunktionen X,(x) sind orthogonal (aber nicht orthonormal), deshalb rechnen wir

(Q(x —L)/D, Xp)
(X, Xn)

L
2n+1 L
(X,,,X,n,):/0 cos2< 51 7rx> dx:E

@~ 0/D.x) =2 [~ Deo s (22 e o
g ((X - L) (2n2+L1)7r sin <2n21r 17rx>
—/OL (2n2+L1)7r sin (2n22— 17rx> dx)

4QL2 2n+1 t
= D(2n + 1)272 COS( 2L ”X>
4QL?
-~ D(2n+ 1)272
co___ 8L
T D(2n+1)2w2

Cp=

L

0

0

Fiir t € [0, t1] erhalten wir damit die Ldsung

u(t,x) = ui(t, x) + ua(t, x)

Q > 8QL _@nt12n2k 2n+1
:D(L—X)+UO_nZOD(2n+1)27T2€ 4L? Cos 51 X




(e) Fiir t > t1 l6sen wir die partielle Differentialgleichung unter den Randbedingungen
Eu(t 0)=0 u(t,L) = u
ox - T )0

und der Anfangsbedingung

) = 8QL _ (@nt1)2n2K 2n+1
U(tl,X):E(L—X)'FUO_ZWe 412 thOS( o 7TX>.
n=0

(f) Wir setzen fiir t > ty
u(t, x) = uo + us(t, x).

Dann erfiillt us ebenfalls die partielle Differentialgleichung (1)), die homogenen Randbedin-
gungen

0
&Ug,(t,O) =0, LI3(t,L) =0

sowie die Anfangsbedingung

Q > 8QL _ni12e2K 2n+1
U3(t1,X) = D(L_X)_HZ:OW 412 COS( oL 7rX> . (13)

Durch den Ansatz us(t,x) = T(t)X(x) wird man wieder auf die gewohnlichen Differenti-
algleichungen (9)), und die Randbedingungen gefiihrt. Dies ergibt wie oben die

Lésung
_ (@n+1)2n2k 2n+1
u3(t, x) = Z D,e”  #Z  ‘'cos < 22_ 71'X> ,

wobei die Konstanten D, nun so angepasst werden miissen, dass die Anfangsbedingung
erfiillt wird. Wir gelangen also zu den Gleichungen

_ (@n+1)27 2Kt 2n+1 @]
2 = X(] _
ZD” aL cos < 5L 7rx> D(L X)
B i QL e_(2n+41L)§1r2K B cos 2n+1 x
paard D(2n +1)272 2L

B i 8QL  (2n+1
N = D(2n+1)2nm? 2L

N i 78QL (QHTL%‘ o cos 2n + 17rx
— D(2n+ 1)27r2 2L

wobei im letzten Schritt die Entwicklung eingesetzt wurde. Koeffizientenvergleich liefert

_ (@n+1)272K 8QL 8QL 7(2n+1)27r2Kt
D T _ iyt
ne " D(2n+ 1272 D(2n+ 1)2m2° "
und damit 801 s
(2n+1)°m4K
D, = —— Taz o n_ 1),
" D(2n+1)272 (e " >

(g) Damit lautet die Lésung fiir t > t;

QL @n+1)272K _ @n1)?%K 2n+1
ut, X)—UO+ZD(2n+1)27r2(e t1‘1>e tc"s( ”X>'




(h) Die folgenden Bilder wurden mit der Programmiersprache Julia erzeugt (frei verfiigbar unter
https://julialang. org/|). Der Quellcode ist als waermeleitung. j1 auf OPAL erhéltlich.

Ziegelwand Gasbetonwand
05 0.5

04 ya 0.4 /o ya

03 0.3

02 0.2

01 T 01

00 LY . : ; : : | : . . . .
0 1.ox10" 2.0x10" 3.0x10" 4.0x10" 5.0x10" 0 1.0x10" 2.0x10" 3.0x10" 4.0x10" s.0x10"

Dargestellt wird der zeitliche Verlauf der Temperatur an verschiedenen Orten. Die oberste
Kurve y1 entspricht dabei der linken Seite x = 0 der Wand, die folgenden Kurven entsprechen
regelmaBig verteilten Orten im Inneren der Wand. Man erkennt jeweils einen Temperaturan-
stieg durch Heizen, dann einen Temperaturabfall. Die Maximaltemperatur wird umso spater
erreicht, je tiefer man in der Wand ist. AuBerdem werden die Temperaturverldufe mit zuneh-
mender Wandtiefe immer flacher und die Ziegelwand dammt besser als die Gasbetonwand.


https://julialang.org/

