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1. VEKTORANALYSIS

1.1. Untermannigfaltigkeiten und Vektorfelder. Wir fixieren [, m € N mit [ > m. Es
sei daran erinnert, dass ein glatter Diffeomorphismus (Diffeo) ¢ : U — V zwischen offenen
Teilmengen U,V C R! eine bijektive C*°-Abbildung ist, deren Umkehrabbildung ebenfalls
C* ist.

Definition 1.1.1. Eine nichtleere Menge M C R! heifit eine m-dimensionale glatte Un-
termannigfaltigkeit (UMF) des R!, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
U C R! von a, eine offene Menge V C R! und einen glatten Diffeo ¢ : U — V mit

dMNU)={z €V :ixpy=-=x,=0}

gibt.
So ein ¢ heifit dann eine extrinsische Karte fiir M bei a und M N U ein extrinsisches
Kartengebiet fir M.

Bemerkung 1.1.2. 1. UMF’en M C R! werden mit der induzierten Euklidischen Abstands-
funktion selbst wieder stillschweigend metrische Rdume. Hier ist U C M offen in M, genau
dann wenn U = U’ N M fir eine offene Teilmenge U’ C M gilt. Ist ¢ : U — V eine extr.
Karte fiir M, so wird die induzierte Abbildung

G:M>DU—VCR™ ar— ¢(a),
mit
U=MnU V:=¢MnNU)
eine Karte fiir M genannt. Hierbei haben wir
{reR 2y = =2, =0} XR™

identifiziert. Karten sind Homoomorphismen (stetig, bijektiv, Umkehrabbildung stetig)
zwischen offenen Teilmengen von M bzw. R™.

2. Extr. Karten deren extr. Kartengebiet die ganze UMF iiberdecken werden manchmal auch
globale extr. Karten genannt. Diese brauchen nicht zu existieren. Auch ist es manchmal der
Fall, dass extr. Kartengebiete komplett in der UMF' liegen.

3. Ersetzt man in der Definition eines glatten Diffeos C* durch C*, mit k € N, so bekommt
man den Begriff des C*-Diffeos und so den Begriff einer C*¥ UMF des R'. Wir werden in
der Regel aber immer in der C'*° - Situation arbeiten.

4. Es existiert der abstrakte Begriff einer m-dimensionalen glatten (oder C*) Mannigfaltigkeit.
Tatsachlich lasst sich nach dem berithmten Einbettungssatz von Whitney aus dem Jahre
1936 jede abstrakte m-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit als glatte m-dimensionale UMF
des R?™*! realisieren - allerdings auf keine kanonische Art.

Beispiel 1.1.3. 1. Jede offene Teilmenge U C R! eine glatte I-dimensionale UMF: Man
wahle die globale extr. Karte ¢ :=idy : U — U.
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2. Ist M C R' eine glatte m-dimensionale UMF, so wird jede (im Sinne von M!) offene
Teilmenge N C M eine glatte UMF des R": Ist ¢ : U — V extr. Karte bei a € N fiir M, so
wird

UNN— ¢(UNN), aw ¢a)
eine extr. Karte bei a fir V.

3. Sind M; C R% glatte m;-dimensionale UMF, j = 1,2, so ist M; x My C R" x R"2 eine
glatte (my + mgy)-dimensionale UMF. Ist ¢; : U; — V; eine extr. Karte fiir M; bei a;, so
wird ¢ := (¢1, ¢2) eine extr. Karte fiir M; x M; bei (aq, as).

4. Die Sphére
S ti={reR :|z| =1} c R
ist eine glatte (I — 1)-dimensionale UMF: Sei a; := (0,...,0,1) der Nordpol und ay :=
(0,...,0,—1) der Stiddpol und seien
o;: S\ {a;} — {z € R : 2y =0}
die entsprechenden stereographischen Projektionen. Diese sind extr. Karten, deren extr.

Kartengebiete in S¢~Y enthalten sind und SU~V {iberdecken, sie bilden also einen extr.
Atlas.

5. Die Menge aller invertierbaren [ x | Matrizen GL(l) ist eine offene Teilmenge von
R >~ RP | also eine glatte (2-dimensionale UMF von R, Die behauptete Offenheit kann
man wie folgt sehen: Die Abbildung det : R”*! — R ist stetig, und GL(I) ist das Urbild
unter det der offenen Teilmenge R\ {0} C R.

Satz 1.1.4. Seil'’ € N, sei Q C R offen und f : Q — RY glatt. Dann ist der Graph

M :={(z, f(z)) :z € Q} CR' x R"
von f eine glatte l-dimensionale UMF.
Beweis. Mit U := Q x R" definiere

¢ U — U7 ¢($ay) = (.T,f(l’) - y)
Dies ist offenbar ein glatter Diffeo und bildet den Graphen von f auf Q x {0} ab, d.h. ¢ ist
eine extr. globale Karte von M (deren extr. Kartengebiet nicht in M enthalten ist). W
Ist ! €N, U C R offen und

f=f. fr):U—R

glatt, so bezeichnen wir fiir @ € U mit f/(a) € R"*! die Jacobi-Matrix von f, d.h. f'(a); =
d; fi(a). Die i-te Zeile von f’(a) ist gerade f](a) € R*!. Manchmal ist es vorteilhafter, f’(a)
einfach als lineare Abbildung f’(a) : R* — R" zu betrachten. Im Falle ' = 1 ist f’(a) gerade
die Transponierte des Gradientenvektors (ein Spaltenvektor)

Vi(a) = (9;f(a),...,df(a)",
also der Zeilenvektor

f'(a) = (Vf(a))".
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Satz 1.1.5. Eine nichtleere Teilmenge M C R! ist genau dann eine glatte m-dimensionale
UMF, wenn es fiir alle a € M eine offene Umgebung U C R! von a und eine glatte Funktion
f: U — R=™ mit folgenden Eigenschaften gibt:
(i) Es gilt

MNU={zeU: fi(x) ="+ fi_m(z) = 0}.
(ii) Die Zeilen der Matriz f'(a), also fi(a),..., f|_,.(a), sind linear unabhdngig.
Beweis. =: Wahle eine extr. Karte ¢ : U — V um a und definiere f durch f; := ¢y, fir
j=1,...,1 —m. Dann folgt i) aus
(1) dMNU)={z eV izp=-=x,=0}
und der Tatsache, dass die quadratische Matrix ¢'(a) ein Isomorphismus ist (also linear
unabhéngige Zeilen hat).
<: Wegen (ii) existieren vy, ..., v, € R™™ sodass vi,...,vm, fi(a),..., f|_,.(a) eine Basis
des R! bilden. Fiir die Abbildung

o:U—RL 6x):=v,z),..., 0mz), f1(2), ..., from())
ist die quadratische Matrix ¢’ (a) ein Isomorphismus. Nach dem Satz iiber die lokale
Umkehrbarkeit existiert eine offene Umgebung Uy C U von a, sodass
¢: Uy — o(Uy), x+— d(x)
ein glatter Diffeo wird. Wegen (i) gilt dann auch (1).
[ |

Definition 1.1.6. Sei I’ € N, U € R und F : U — RY glatt. Dann heiit ¢ € R ein
regquldrer Wert von F, wenn fiir alle a aus der Niveaumenge F~!(c) die Matrix F’(a) vollen
Rang !’ hat (es folgt dann [ > I').

Satz 1.1.7. In obiger Situation sei ¢ ein regulirer Wert von F und M = F~'(c) # 0.
Dann ist M eine m-dimensionale UMF des R!, mit m :=1—1.

Beweis. Definiere
f::F—c:U—HRl_m.
Dann ist M = f~!(0) und die Bedingung (i) von Satz 16 ist erfiillt. Die Bedingung (ii)

folgt aus der Tatsache, dass fi(a),..., f_,.(a) = F{(a),..., F/_,,(a) fir alle a € M nach
Voraussetzung linear unabhéngig sind, da F”(a) vollen Rang hat. |

Es bezeichne Ré;rln den Raum aller symmetrischen [ x [ Matrizen tiber R. Mit dem obigen

Satz kann man folgende wichtige UMF’en bekommen:

Beispiel 1.1.8. 1. Fiir jedes A € Rl ist
M :={z cR': (z, Az) = 1}
eine (I — 1) dimensionale glatte UMF des R'. Denn: Es gilt M = F~!(1), mit

F:R' — R, F(z)=(z,Az) = 27 A,
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und F'(z) € R ist gegeben durch F'(z) = 2T A. Mittels A := FE, kann so auch S"! c R!
konstruieren.

2. Orthogonale Gruppe O(l) aller Matrizen A € R™! mit A*A = F ist eine glatte 3/(1 — 1)
dimensionale UMF des R™!. Es gilt O(l) = F~'(E;) mit

F:RX —— RX F(A) = ATA.

sym?

Fiir A € R™! ist die lineare Abbildung F’(A) gegeben durch
FI(A) R — RX - P'(A)B = ATB + BT A.

Sym?

Die orthogonale Gruppe ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Lie-Gruppe: Diese sind glatte
UMF’en, welche zugleich Gruppen mit glatten Gruppenoperationen sind. Lie-Gruppen
spielen u.a. eine fundamentale Rolle in der theoretischen Physik.

Wir kommen nun zum Konzept einer glatten UMF mit Rand:

Definition 1.1.9. Eine nichtleere Menge M C R’ heifit eine m-dimensionale glatte UMF
des R! mit Rand, wenn es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R! von a,
cine offene Menge V' C R und einen glatten Diffeo ¢ : U — V gibt, sodass eine der beiden
folgenden Bedingungen erfillt ist:

i) Es gilt

dMNU)={ze€V zpy=-=x,=0}
ii) Es gilt
dMNU)={zeV: 2, >0, pp1 =---=12,=0}
und fir die m-te Koordinate von ¢ in a gilt ¢,,,(a) = 0.

So ein ¢ heifit dann eine extr. Karte fiir M bei a und M N U ein extr. Kartengebiet fir M.

Wir werden der folgenden Konvention folgen:

Bemerkung 1.1.10. 1. Ist A C R™ eine beliebige (also nicht notwendigerweise offene)
Teilmenge, so nennen wir eine stetige Abbildung f : A — R™2 glatt, falls jeder Punkt a € A
eine offene Umgebung U C R™ hat, sodass sich f|any sich zu einer glatten Funktion auf
U fortsetzen lasst.

2. Ist B C R™2, so nennt man f : A — B glatt, falls die induzierte Abbildung A — R™?
glatt ist. Falls m; = mo = m, so definiert man glatte Diffeos f : A — B als bijektive und
glatte Abbildungen mit f~!: B — A glatt.

Definition 1.1.11. Sei M C R! eine m-dimensionale glatte UMF des R! mit Rand.

1. Ist ¢ : U — V eine extr. Karte fiir M, so wird der induzierte Homéomorphismus
¢:U—V, ar— ¢a),

mit

U=MnU, V:=¢MnNU)
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eine Karte fiir M mit Kartengebiet U genannt. Hierbei ist V im Falle i) eine offene Teilmenge
von R™ und im Falle ii) eine offene Teilmenge des Halbraumes
RY :={z € R™ : x,, > 0}.

2. Sind ggj : Uj — Vj, mit j = 1,2, Karten fiir M mit U; N Us # 0, so nennt man den glatten
Diffeo o 3 3 3 .

G20 07" o1 (U NUs) — ¢o(Ur N Us)
einen Kartenwechsel oder eine Koordinatentransformation fir M.
3. Eine Familie von Karten ¢; : U; — V;, i € I, heift ein Atlas fir M, falls die Kartengebiete
M tberdecken, also .

iel

Satz 1.1.12. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand und sei a € M. Dann

gilt fiir jede extr. Karte fir M bei a genau eine der Bedingungen i) und ii) aus der obigen
Definition.

Beweis. Ubung. [ |
Definition 1.1.13. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand. Dann heifit
OM :={a € M : es existiert eine extr. Karte bei a mit ii) von Def. 1.1.9} ¢ M

der Rand von M, und
M :={a € M : es existiert eine extr. Karte bei a mit i) von Def. 1.1.9} ¢ M
das Innere von M.

Es ist also in obiger Situation M die disjunkte Vereinigung M = M UOM , und es ist leicht
zu sehen, dass M C M offen ist und somit M C M abgeschlossen.

Beispiel 1.1.14. 1. Jede glatte m-dimensionale UMF M C R! ist nach Konvention auch
eine glatte m-dimensionale UMF des R! mit Rand. Es gilt 0M = 0.

2. Jede glatte m-dimensionale UMF M C R! mit Rand ist eine glatte m-dimensionale UMF
des R!, genau dann wann M = ().

3. M :={z e R': |z] <1} C R ist eine [-dimensionale UMF mit Rand. Es gilt OM = S'~1,

4. Der Halbraum Rﬂr C R! ist eine glatte I-dimensionale UMF mit Rand. Es gilt 8Rl+ =
{x e R': ;= 0}.

5. Jede offene Teilmenge U C M einer m-dimensionalen glatte UMF M C R! mit Rand ist
ebenfalls so ein Raum. Es gilt O0U = U N oM.

Bemerkung 1.1.15. Fiir eine offene Teilmenge M C R stimmt der Rand bzw. das
Innere im Sinne von UMF (also wie oben) nicht mit dem Rand/Inneren im Sinne von
Teilmengen des metrischen Raumes Rﬂr wie in Ana2 tiberein. Z.B. ist ]Rﬂr als metrischer
Raum natiirlich per Definition offen (hat also keinen topologischen Rand), sein UMF - Rand
ist aber {z € R' : 2; = 0}.
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Satz 1.1.16. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand, und es gelte OM # ().
Dann ist OM C R! eine glatte (m — 1)-dimensionale UMF und M C R' eine glatte m-
dimensionale UMF.

Beweis. Aus OM # () folgt M # 0 (wieso?) und die zweite Behauptung wird trivial. Fiir

die erste Behauptung sei a € M und wéhle eine extr. Karte ¢ : U — V bei a vom Typ

(i), also

oMNU)={2eV 2, >0, zpp=--=x=0}, ¢p(a)=0.

Fir alle y € OM N U folgt ¢,(y) = 0, da man sonst wegen ¢,,(y) > 0 durch Einschrinken

eine extrinsische Karte um y vom Typ (i) erhalten wiirde. Es folgt
pOMNU)={z eV iz, =--=x=0}

und man hat die gewtinschten extr. Karten bekommen. |

Definition 1.1.17. Sei M C R! eine m-dimensionale glatte UMF mit Rand. Ein Vektor

v € R! heifit ein Tangentialvektor an M im Punkt a € M, falls es eine glatte Kurve

v : I — M mit v(0) = a und 4(0) = v gibt, wobei I ein Intervall der Art (—¢,e€), [0,¢€),

(—e, 0] ist. Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkt a wird mit T, M bezeichnet und

der Tangentialraum von M in a genannt.

Oft kann man sich den affinen Tangentialraum a + T, M besser vorstellen.

Satz 1.1.18. Sei M C R! eine m-dimensionale glatte UMF mit Rand. Fiir alle a € M st
dann T,M C R" ein Unterraum der Dimension m.

Beweis. Man wihle eine extr. Karte ¢ : U — V fiir M bei a. Dann ist ¢/(a) : R' — R! ein
linearer Isomorphimus und erhélt daher die Dimensionen von Teilraumen. Wir zeigen im
Folgenden

(2) o) ' ({z eR 1y =+ =2 =0}) = T,M.
Sei hierzu w € {z € R' : 2,41 = - -+ = 2; = 0} und betrachte die glatte Kurve
T I U A1) = 67 (Bla) + tu),

wobei .
(—¢€,¢€), falls a € M,

I =1410,¢), falls a € OM und w, > 0,
(—€,0], falls a € OM und w, <0,
und € > 0 geniigend klein ist, sodass ¢(a) + tw € V fiir alle t € I. Es folgt
pla)+twe{r eV iay = - =x,=0}

und
() = ¢ (p(a) +tw) € M NU C M.
Weiterhin gilt v(0) = a und mit der Kettenregel

7'(0) = (671 (d(a))w = ¢'(a) w,
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also nach Definition von T, M auch ¢'(a)~'(w) € T, M.
Ist umgekehrt v € T, M, wéhle eine glatte Kurve v : I — M mit 7(0) = a und +/(0) = v.
Macht man I klein genug, so folgt ~(¢) € U fiir alle t € I, also

dp(yt) e{r eR tappyy = =2, =0}
Aus der Kettenregel folgt dann
¢ (a)y(0)e{z eR 2y =+ =2, =0},
also
v=~(0)€¢a)'{reR : zpy = =2, =0}).

Satz 1.1.19. Sei ' e N, U C R und F : U — R glatt, sowie ¢ € RV ein regulirer Wert
von F. Dann ist mit m =1 — U, fiir die glatte m-dimensionale UMF M := F~'(c) C R!
der Tangentialraum in a € M gegeben durch
T.M = Ker(F'(a)).
Beweis. Fiir jede glatte Kurve v : I — M gilt o~y = ¢, und so F'(a)¥(0) = 0, also
T,M C Ker(F'(a)).
Da F’(a) : R' — RY surjektiv ist, folgt
dimKer(F'(a)) =1 -1 =m,
also dann auch T, M C Ker(F'(a)).
|
Beispiel 1.1.20. 1. Fiir jede offene Teilmenge U C ]Rﬂr und jedes a € U gilt T,U = R!.
2. Fir A e Ri;rln sei
M :={z c¢R": (z, Ar) = 1}.
Fir alle a € M ist dann
T.M = {v € R": (a, Av) = 0}.
Insbesondere folgt fiir S € R so auch
T.87 = {v € R": {(a,v) = 0}.
3. Fiir das Einheitselement E; € O(1) gilt
TgO(l) ={B e R*": BT + B = 0}.

l

Definition 1.1.21. Sei M C R! eine m-dimensionale glatte UMF mit Rand und a € M.
Der Normalenraum N,M in a ist definiert als das orthogonale Komplement zu T,M C R!,
also

N, M = (T,M)*.
Es gilt also dim(N,M) =1 —m.
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Korollar 1.1.22. Seil’ ¢ N, U C R! und
F=(F,. ,F):U—=R"

glatt, ¢ € RY ein requlirer Wert von F und M = F~=Y(c) # 0, sodass also M C R! eine
glatte m-dimensionale UMF wird, mit m := 1 —1". Dann bilden fiir alle a € M die Vektoren
VFi(a),...,VFy(a) eine Basis von N,M.

Beweis. Die i-te Zeile von F'(a) ist gerade (VF;(a))T. Damit ist ein Vektor v € R! genau
dann in 7T, M, wenn

0 = F/(a)o = (VE(a))"v = (VE(a), ).

und es folgt zundchst VFi(a),...,VEy(a) € N,M. Da c ein regularer Wert ist, sind diese
I'-vielen Vektoren linear unabhéngig, und bilden somit eine Basis von N, M.
|

Definition 1.1.23. Seien M;, M, C R! glatte UMF’en (moglicherweise verschiedener
Dimension), die sich in einem Punkt a € R schneiden. Dann sagt man M; und M, stehen
senkrecht aufeinander in a, falls N My L N M.

Bemerkung 1.1.24. 1. Man mache sich klar, warum man Normalenrdume und nicht

Tangentialrdume fiir diese Definition nimmt (senkrechte Ebenenen!).

2. Gilt M; = F~(c), My = G7Y(d), wobei F': U — R und G : V — R glatt sind mit
UV C R offen und ¢ € R bzw. d € R einem reguliren Wert von F bzw. G, so ist
N M, L N,M, aquivalent zu VF(a) L VG(a).

Beispiel 1.1.25. Sei

M1 = S2 C ]Rg
die Sphére und

My :={z €R*: 23 =0} C R
die x-y Ebene und a = (1,0,0) € M; N M,. Dann ist
a+TaM1:{ZEER3II1:1}, G+TaM2:M2
also
T.M ={zr €R*: 2, =0}, T,My= M,
und
NoMy={x €R® 2y =23=0} L {z € R*: 2y = 23 = 0} = N, M,.

Nun betrachten wir glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten und ihre Differentiale:

Definition 1.1.26. Seien M; C R% glatte [;-dimensionale UMF mit Rand. Dann bezeichnen
wir mit C°(M;, M,) die Menge aller glatten Abbildungen f : M; — M, im Sinne von
Bemerkung 1.1.10.

Das folgende Lemma liefert eine intrinsische Charakterisierung von glatten Abbildungen:
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Lemma 1.1.27. Seien M; C RY glatte l;-dimensionale UMF mit Rand. Dann ist eine
Abbildung f : My — My genau dann glatt, wenn fir jede Karte ¢; : U; — V; von M; die
induzierte Abbildung

g20 fodr' by (UhN fH(Us) — Vy
glatt ist.
Beweis. Ubung. |

Glatte Diffeos M; — M sind nun wieder auf die offensichtliche Art definiert: glatt, bijektiv,
Umkehrabbildung glatt. Jede Karte ist ein glatter Diffeo.

Definition 1.1.28. Seien M; C R glatte m -dimensionale UMF mit Rand, f € C°°(M;, M)
und x € M;. Unter dem Differential von f in x versteht man die Abbildung

df(.I) : Tli — Tf(ac)M27 df(J?)U = (f o 7)/(0)7
wobei v = +/(0).

Bemerkung 1.1.29. 1. Diese Konstruktion ist wohldefiniert: Ist ¢ : U — V eine Karte bei
x € M, so folgt aus der Kettenregel fiir die Abbildung fo~y:1 — M C R,

(for)(0) = (fod ) (d(2))d(x)y'(0).

Diese Formel zeigt auch, dass df (x) : T,M; — T t(z) My eine lineare Abbildung ist und die
Kettenregel im Fall fiir eine weitere glatte Abbildung g : My — Mj gilt:

d(g o f)(z) = dg(f(z))df (z).
2. Sind M; C R™ offene Teilmengen, so gilt fir x € M;, v € T, M; = R™,

d
df (z)v = %f(:c +t0) =0 = f'(2)v,
d.h. f'(z) ist gerade die Jacobi-Matrix in x von f.

Sei von nun an M C R’ eine glatte [-dimensionale UMF mit Rand.

Definition 1.1.30. Eine glatte Abbildung X : M — R! heifit ein glattes Vektorfeld auf
M, falls X(z) € T, M fir alle x € M. Die Menge aller glatten Vektorfelder auf M wird mit
X (M) bezeichnet.

Die Menge
C*(M) = C*(M,R)
wird mit punktweise definierter Addition und Multiplikation ein Ring. Fir X|Y € X(M)

ist X + X, punktweise definiert und wieder in X(M), und fir f € C*°(M) und X € X(M)
gilt mit punktweiser Definition auch fX € X(M). D.h., X(M) ist C°°(M)-Modul.
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Beispiel 1.1.31. 1. Fiir M C R! offen ist X(M) gerade die Menge aller glatten Abbildungen
X:M— R
2. Betrachte X : S? — R? gegeben durch
X(z,y,2) = (—y,z,0)".
Dann ist X glatt (als Einschrinkung des glatten Vektorfeldes (x,vy,2) — (—y,z,0)" auf
R3). Es gilt
(X(a),a) =0
fir alle a € S?, also X (a) € T,S?, also X € X(S?) nach Beispiel 1.1.20.
Lokal bekommt man in Karten immer kanonische Vektorfelder:
Beispiel 1.1.32. Sei ) ) .
d=(x1,....0p): U —V
eine Karte fiir M, d.h. z; ist die j-te Komponentenfunktion von ¢. Dann erhalten fiir alle
t=1,...,m ein glattes Vektorfeld
0
8@»
das j-te kanonische Basisvektorfeld beziglich ¢, via

;’ (a) 1= (67 (5(a) + 1e1)) = d6™(B(a))es = 067 (6(a)) € TM.

< :{(U>7

Da
dp(a)™' : R — R
ein linearer Isomorphismus ist, welcher nach dem Beweis von Satz 1.1.18
{reR:2ppy = =2,=0} — T,M
abbildet, ist o .
do™ (¢(a)) = dp(a)”" : R™ — T,M

ein linearer Isomorphismus, und aus

I (a) = dd™ Bla)e,
folgt, dass
0 0 . ~ . . :
5 (a),..., 5 (a) € T,M fur alle a € U eine Basis von T, M ist.
iz x*

Beispiel 1.1.33. a) Euklidische Koordinaten: Sei
&:¢:($1,...,$1):Rl—>Rl’ (b(a/):a_

Dann ist ¢ = ¢ und die j-te Komponentenfunktion x; von ¢ gerade a — a;. Es folgt:

0
8@'

(a) = ¢; fiir alle a € R".
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b) Polarkoordinaten fiir M = R?: Betrachte den glatten Diffeo
Y :(0,00) x (0,27) =V — U := R*\ {(2,0) : > 0}

gegeben durch

(s, a) := (scos(a), ssin(a))’.

Dann ist

p=¢=¢ ' =(r0):U—V

eine Karte fiir M. Fiir a = (a1, a2)” = (s, a) € U folgt
0 o

a) = —(s,a) = (sin(a), cos(a))

E( ) or

T'=a/s.

und
D
20" ~ 90
Bemerkung 1.1.34. Sei

(5,a) = (—scos(a), ssin(a))’ = (—ag, ar)’.

b= (x1,....,0m): U —V

eine Karte fir M und sei X € 4 (zum Beispiel die Einschrankung auf U eines glatten
Vektorfelds auf M). Dann gibt fir alle « € U und i = 1,...,m eine eindeutig bestimmte
Zahl (;(a) € R mit
ul 0
X(a)=>» X; :
(@) = > Xila) 5 —(0)

=1

Die Funktionen X : U — R sind glatt, denn es gilt
o 0
Xlasl(a) = 3 Xi(a) 5 ~[w;)(a) = X;(a),
i=1 i

und die linke Seite hingt nach Ubungsblatt 2 glatt von a ab.

1.2. Orientierbare Untermannigfaltigkeiten. FErinnerung: Ist V' ein m-dimensionaler
reeller Vektorraum, so heiflen zwei geordnete Basen (ay,...,a,,) und (by,...,b,) von V
gleichorientiert, falls die Basiswechselmatrix

.....

die Bedingung

-----

erfiillt. Gleichorientiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten Basen
von V. Eine Orientierung von V ist eine Aquivalenzklasse

O =[(a,...,an)]

von geordneten Basen von V. Eine Basis (by,...,b,) auf dem orientierten Vektorraum
(V, O) heifit positiv orientiert, falls (by,...,b,) € O, d.h. falls (by,...,b,) zu einer/jeder
die Orientierung von V' definierenden Basis gleichorientiert ist.
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Jeder endlich-dimensionale reelle Vektorraum hat immer genau zwei Orientierungen. Der
Raum R™ fixieren wir immer die Orientierung

ORm = [(61, Ce ,em)].

Z.B. ist dann jede geordnete Basis (b1, by) von R? genau dann positiv orientiert, wenn
by durch eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn um einen Winkel < 7 in ein positives
Vielfaches von by tiberfithrt werden kann (Daumen/Zeigefinger). Inbesondere ist (es, e1)
nicht positiv orientiert. Im R?® gibt es die Drei-Finger-Regel.

Definition 1.2.1. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand. Dann heifit
eine Familie Oy = (Or, 1) zenr, mit Op,py einer Orientierung von T, M fiir alle z € M, eine
Orientierung von M, falls fiir alle x € M eine Karte

b= (x1,...,20):U—V

mit z € U existiert, so dass

09&1 ’ 8:101

Eine Karte wie oben heifit positiv orientiert, und das Paar (M, Oy) heit orientierte glatte
m-dimensionale UMF des R' mit Rand. Die Orientierbarkeit von M bedeutet per Definition,
dass eine Orientierung von M existiert.

(a(y), - a(y)) € Op,M fir alle y € U.

Es gilt folgende Charakterisierung der Orientierbarkeit:
Satz 1.2.2. Sei M C R eine glatte m- dzmenszonale UMF mit Rand. Dann ist M genau

dann orientierbar, wenn ein Atlas ¢; - U; — Vi, i € I, von M existiert, sodass fir alle
i,j €l mitU;n UJ # () die Bedingung
(3) det ((¢;06;") () >0 fiir alle u € ¢;(U; N T;)

erfillt ist.
Beweis. Ubungsaufgabe. [
Im Falle von Hyperfldchen:

Satz 1.2.3. Sei M C R'! eine glatte -dimensionale UMF mit Rand (also eine sogenannte
Hyperfliche ). Dann ist M genau dann orientierbar, wenn auf M ein stetiges Einheitsnor-
malenvektorfeld existiert, also eine stetige Abbildung n: M — R mit n(x) € N,M und
n(x)| =1 fir alle x € M.

Beweis. =: Sei M orientiert, sei x € M und wahle eine positiv orientierte Karte
(21,...,2): U —V
mit z € U. Wir setzen

D () x e x 2 ()
_: Ox1 ox;
"= ) 2 @)
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Wegen 2 (z) € T, M folgt n(z) € N, M aus den Eigenschaften des Kreuzprodukts. Um zu
J
zeigen, dass n(z) wohldefiniert ist (also nicht von der Wahl der positiv orientierten Karte

abhiingt), stellt man nur fest, dass fiir linear unabhingige Vektoren ay, ..., q; € R und
linear unabhéngige Vektoren by, ..., b € RI*! die den gleichen Unterraum aufspannen, die
Gleichheit

a; X -+ X q b1><'~-><bl

’CLl X "'XCL[| N |b1 X Xbl’

dquivalent ist zur Aussage
(ay,...,a;) und (by,...,b) sind gleichorientiert.
A posteriori ist x — n(x) glatt, weil es die Abbildungen = — a%j(x) sind.
<: Wir definieren
(v1,...,v) € Or,nr 2 (vy,...,u,n(x)) € Op, x € M.
Dies ist eine Orientierung auf M: Sei
(21,..., %) : U —V

eine Karte mit = € U und U zusammenhéngend. Dann &ndert aus Stetigkeitsgrinden fiir
alle y € U die Determinante der Matrix

(Gt i)

ihr Vorzeichen nicht. Ist dieses Vorzeichen positiv, so haben wir eine positiv orientierte
Karte gefunden. Im anderen Falle erhalten wir so eine Karte durch

(=21, @g . X)) U — V,
und der Beweis ist fertig. |
Beispiel 1.2.4. 1. Die glatte UMF S' C R!*! ist orientierbar, denn durch
n: M —R, nz) =22/l
ist ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld definiert.

2. Das Mobiusband ist nicht orientierbar (Ubung).

3. Ist M C R!! eine glatte Hyperflaeche, welche als M = F~1(c) gegeben ist, mit I glatt
von einer offenen Teilmenge des R*! nach R, so ist M orientierbar, denn

n: M — R n(z):= |§§E3|

ist ein glattes Einheitsnormalenvektorfeld.
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1.3. Glatte k-Formen auf Untermannigfaltigkeiten. Sei im Folgenden V' ein ein reeller
Vektorraum der Dimension m.

Definition 1.3.1. Sei k£ € N. Eine k-Form auf V', ist eine multi-lineare und alternierende
Abbildung

w:VF=Vx.-..xV —R,

k mal
d.h.
o fiir alle fixierten vq,...,v, und alle i = 1,..., k ist die induzierte Abbildung
V—R, wr—wy,... w,..., 0,

die w auf den i-ten Slot schickt, linear
o fiir alle vy,...,vp und alle 1 <1 < j < k gilt

W1, .oy V) = —w (U1, o Uy Uiy e, V).
D.h., w ist linear in jeder einzeln betrachteten Variablen und produziert ein negatives

Vorzeichen beim Vertauschen zweier Variablen.

Die Menge aller k-Formen auf V' bilden offensichtlich einen reellen Vektorraum, welcher mit
AFV* bezeichnet wird. Fiir k = 0 setzt man A°V* := R.

Beispiel 1.3.2. 1. Es gilt A'V* = V*. Insbesondere ist
dim(A'V*) = m.

2. Ist k > m und w € AFV* so folgt w = 0, denn wegen der Alternierungseigenschaft ist
verschwindet w(vy, ..., vg), wenn mindestens zwei der v; gleich sind. Ist & > m so lasst sich
mindestens einer dieser Vektor als Linearkombination der anderen schreiben, somit wird
w(vq,...,vx) die Linearkombination von Termen die mindestens zwei gleiche Argumente
enthalten.
3. Man kann die Determinante von quadratischen Matrizen mit Eintragen aus R als
Abbildung

det : (R™)™ — R
betrachtet (jeder Matrizen wird als Kollektion von Spaltenvektoren betrachtet). Dann ist
det die eindeutig bestimmte m-Form auf R mit

det(ey,...,em) = 1.

Fiir jedes w € A™(R™)* gilt w = w(ey, ..., ey )det, d.h. w ist ein skalares Vielfaches von det.
Insbesondere ist

dim(A™(R™)*) = 1.

Es bezeichne fiir £ € N das Symbol Sy die Gruppe aller Permutationen von {1,...,k}, also
die Menge aller Bijektionen

m:{l,...,k} — {1,...,k}
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Mit der Hintereinanderausfithrung als Gruppenoperation. Die Signatur einer Permutation
T € S}, ist definiert als

SigH(T) = (_1>Anzahl der Fehlstédnde von 7 c {1’ _1}

Man unterscheidet in diesem Sinne gerade Permutation (Signatur 1) und ungerade Per-
mutationen (Signatur —1). Z.B. ist die Anzahl der Fehlsténde der Permutation 7 € Sy,
die
1—1,2—~23—2,4—14
abbildet, die Zahl 2, und somit ist dies eine gerade Permutation.
Definition 1.3.3. Seien r, s € N. Dann ist das Dachprodukt definiert als
AV* X NSV —s NPTV
(W>77) — (w N 77)(@17 B aUT-i-S)
11

= T! g Z sign(T) . w(’UT(l), N ,UT(T)) . n(UT(r+1), e 7U7(r+s))-

TGSr+3

Man erinnere sich daran, dass Sy genau k! Elemente besitzt, was letztlich der Grund fiir die

normierenden Faktoren %% in obiger Definition ist. Es offensichtlich, dass w A 7 multi-linear
ist. Die Alternierungseigenschaft ist etwas komplizierter und wird in der Ubung bewiesen.
Wir bemerken die folgenden Spezialfalle:

a) Fiir alle w € A°V* = R und n € A*V* hat man w A = w - 7, also Multiplikation mit
dem Skalar w.

b) Fiir alle w,n € A'V* gilt
(w An)(v1,02) = w(vr)n(vz) — w(va)n(v1).
c) Fiir alle w € A"V*, € A'V* gilt

r+1
(W A 77)(’017 cee 7/UT+1) = Z<_1)T+1_ZW(/01, e ,'lj\l', . ,'UT+]_) . 77(?]2‘),
i=1
mit (vy,...,0;,...,0.41) dem r-Tupel, welches aus dem (r + 1)-Tupel (vq,...,v.41) durch

das Streichen des i-ten Elements v; ensteht.

Lemma 1.3.4. Das Dachprodukt ist bilinear, distributiv, assoziativ, und antikommutativ
in dem Sinne das

nAw=(=1)"wAn firaleweNV* ne NV

Beweis. Die Bilinearitat und Distributivitat sind einfach einzusehen. Die Assoziativitat und

Antikommutativitiat sind Ubungsaufgaben. |
Bemerkung 1.3.5. Definiert man®
AV* = P AV,
k=0

ITatsichlich folgt aus dem unten zu findenden Lemma 1.3.7, dass dies eine endliche direkte Summe ist.
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so besagt das obige Lemma, dass dieser reelle Vektorraum zusammen mit dem Dachprodukt
eine (mild) nicht-kommutative Algebra mit Einselement 1 € R = A°V* wird.

Wegen der Assoziativitat des Dachproduktes sind Ausdriicke der Art wy A - - - A wy wohldefi-
niert. Fir Aufgrund der Antikommutativitdt des Dachprodukts gilt fiir Linearformen

b1, ... 0 €V =AWV

die Identitat ¢q A--- A ¢ = 0 genau dann, wenn mindestens zwei dieser Linearformen gleich
sind. Weiterin gilt

Gry Ao AN ey = sign(T)pr A== A gy fiir alle ¢,..., ¢ € V", 7€ S,.

Aus dieser Formel, der obigen Eigenschaft ¢) des Dachprodukts, und dem Entwicklungssatz
fiir Determinanten folgt unmittelbar:

Lemma 1.3.6. Fir alle ¢1,..., ¢, € V*, vy,...,0p €V, gilt

(4) (@1 A Ade)(vr, ..., 0) = det<<¢i(vj))i,j=1,...,m>‘

Fiir eine Basis wy, ..., w, € V von V bezeichne wj, ..., w; € V* die dazu duale Basis, also
mit dem Kronecker-Delta-Symbol:

w; (wy) = d;j = {

1,fallsi =7
0, sonst

Satz 1.3.7. Ist k > m so ist dim(AFV*) = 0. Ist k < m und ist Basis wy,...,w, €V von
V', so bildet die Kollektion von k-Formen wj N--- /\w;“k, 1<4 <+ < < m, eine Basis
von N*V* | insbesondere ist dim(A*V*) = Binom(m; k).

Beweis. Ist k > m, so folgt die Behauptung aus Beispiel 5.

Fir £ < m und k-viele Indizes i1, ...,i; € {1,...,m} gilt

w; A+ Aw; =0, falls mindestens zwei Indizes gleich sind.

Sind alle Indizes paarweise verschieden, so folgt aus Lemma 1.3.6 fiir alle ji,...,j, €
{1,...,m} die Identitat
wi A A w;"k(wjl, . wj,) = sign(7),
falls (41,...,Jk) = 7(i1, ..., i) fur eine Permutation 7 € S, und
wi, A Awj (wyy, - wj) =0
sonst. Insbesondere gilt also fiir alle wachsend geordneten 1 < 41 < --- < 7, < m und

1 <71 < -+ < gk <m die Identitét

17 falls (jl, ce 7]k) = (i17. .. ,Zk)

(5) w;/\“'/\w:k<wj1?"'>wjk) = {0 sonst
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Damit sieht man, dass wj, A---Aw; , 1 <4y <--- <ix < m, linear unabhéngig sind: Aus
Z >‘i1 _____ ka;/\/\w:k:o
1<i1 << <m

folgen fiir alle 1 < j; < - < jir < m die Identitéiten

f— . . * .« .. * . . P—
)‘1§jl<"'<jk§m - Z >‘11,-~~,Zk Wi, A A Wy, (w.h? s 7w]k) =0.
1<ii << <m

AuBerdem lisst sich jedes w € A*V* schreiben als

* *
w= > wW(Wwi, .., Wy )wi, A= Awj
1<i1 << <m

also erzeugen die obigen Vektoren auch A*V*. Die letzte Identitit muss nur auf der Basis
tiberpriift werden, wo sie wegen (5) offensichtlich ist. |

Definition 1.3.8. Sei W ein weiterer endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und 7 :
V' — W lineare Abbildung. Dann heif3t

T NFW* — ARV Trw(vy, .. o) i= w(T oy, . .., Ty)
die durch T induzierte Pullback-Abbildung auf k-Formen.
Es gelten folgende offensichtliche Rechenregeln:
(6) T (w An) = (T"w) A (Tn),
(7) (TS)" = S*T".
Es sei daran erinnert, dass det(7") € R fiir eine lineare Abbildung 7' : V' — V definiert
ist als det(A), wobei A die Darstellungsmatrix fiir eine Basis von V ist. Diese Zahl hangt

nicht von der Wahl einer Basis ab, da Determinanten invariant unter Konjugation mit
invertierbaren Matrizen ist.

Satz 1.3.9. Fir jede lineare Abbildung T :V — V und w € N™V* gilt T*w = det(T")w.

Beweis. Sei wy, ..., w, eine Basis von V und (t;;); j=1....m die induzierte Darstellungsmatrix
von T', also Tw; = >, t;;w;. Es folgt

m
UJZ*(TUJ]) = Z tkjéik = tija
k=1

also
T (wi A Awp)(wy, ..., wy,)
=wi A ANw(Twy, ..., Tw,)
= det(T")
= det(T)wi; A--- ANwp(wy, ..., wy,)

wobei wir fiir die zweite Identitdt Lemma 1.3.6 benutzt haben. Da fiir jedes w € A"™V* die

Formel
*
n?’

w=w(wy,...,w)wj A+ Aw
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gilt, folgt hieraus sofort die Behauptung. |

Sei von nun an M C R! eine glatte UMF mit Rand der Dimension m. Fiir x € M heifit der
m-dimensionale reelle Vektorraum

T:M = (T, M)*
der Kotangentialraum von M in x.

Definition 1.3.10. Eine Familie von k-Formen w(x) € AKT* M, x € M, heifit eine glatte
k-Form auf M, falls fiir alle glatten Vektorfelder Xy, ..., X} € X(M) die Funktion

M—>R7 me(x)(Xl(x%an(x))
glatt, also in C*°(M) ist. Die Menge der glatten k-Formen auf M wird mit Q¥(M) bezeichnet.
Man setzt Q°(M) := C>°(M).

Offensichtlich lasst sich jede glatte k-Form w auf M auf eine offene Teilmenge U von M
einschrénken; das Ergebnis ist eine glatte k-Form auf U, welche mit w|y bezeichnet wird.

Beispiel 1.3.11. Ist f € C*(M), so ist das Differential df eine 1-Form auf M, also
df € Q'(M). Dies folgt aus der Darstellung

df (z) = X[f](x),
welches nach Ubungsblatt 2 eine glatt von z abhingende Funktion ist.

Bemerkung 1.3.12. 1. Man definiert die Addition zweier glatter f-Formen punktweise
macht so QF(M) zu einem reellen Vektorraum.

2. Man definiert fiir w € Q"(M) und o € Q°(M) ihr Dachprodukt punktweise durch
(wAo)(x) =w(x)Ao(x)
Damit erhdlt man eine C'°°(M)-bilineare, assoziative, distributive, antikommutative Abbil-
dung
A QI (M) x Q (M) — Q" (M)
und

QM) = én;m(M)

wird eine Algebra mit Einselement der konstanten Funktion x + 1 auf M.

3.Ist (z1,...,2m, U) eine Karte auf M, so bilden die glatten 1-Formen dz1, . . ., dz,, € Q'(U)

die zu 8%1, ey % € X(U) duale Basis. Fiir alle w € Q¥(U) (2.B. die Einschrankung einer
glatten k-Form auf M auf U) gilt folgende lokale Darstellung
W = Z Wiy,..., ikdl'il VANEIVA dxl-k,

1<i1<-<ip<m
mit den eindeutig bestimmten glatten Funktionen

Wiy ikzw( 0 8) ECOO(U).

77777 8@-1"”’8;1:%
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Wir werden hierfir kurz
w = Z wrdz!
I
schreiben.

Definition 1.3.13. 1. Ist M’ C R” eine glatte UMF mit Rand der Dimension m/, und
f e C>®(M, M), so erhélt man eine lineare Abbildung

£ 0F M) — Q)
den von f induzierten Pullback, via
(f*w)(z) = df (z)"w(f (z)).
2. Ist X € X(M), k > 1, so wird die lineare Abbildung
vx  QF(M) — QF (M), (exw) (@) (v, ... vpe1) = w(@) (X (2), 01, ..., V1),

wobei vy, ...,vp_1 € T, M, die Kontraktion mit X genannt.
Bemerkung 1.3.14. Ist U C M offen, w € Q¥(M), und iy : U € M die Inklusion, so ist
ihw = wly.

Es gelten folgende Rechenregeln fiir diese Operationen:
Lemma 1.3.15. a) Man hat
Lixw = fixw fiir allew € QF(M), X € X(M), f € C®(M).
b) Man hat
ix(wWAo)=(xw) Ao+ (=1)wA (txo) firalewe Q' (M), X € X(M), o € Q°(M).
c¢) Sei M' C RY eine glatte m’-dimensionale UMF mit Rand. Sei f € C®(M,M’), X €
X(M),Y e X(M') mit Y[f] =df o X. Dann gilt
fyw) = 1x(frw)  fiir alle w € QF(M').
Beweis. Ubungsaufgabe. [ |

Unser nachstes Ziel ist, das Differential von Funktionen auf Differentialformen zu ver-
allgemeinern. Hierzu sei daran erinnert, dass fur X € X(M), f € C*°(M) die Funktion
X[f] € C*(M) in den Ubungen durch

X[f] = df(X)

definiert worden ist. Véllig analog definiert man fiir Y € C*(M,R!) die Funktion X[Y] €
C>(M,R"), indem man das Differential komponentenenweise wirken ldsst. Insbesondere
gelten folgende Rechenregeln

(8) (X +Y)[f] = X[[T+Y[f], XU +g]=X[f]+ X]g]
(9) (f - X)lgl = f - X]g]
(10) X[f-Y]=f- XY+ X[f] -V
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Definition 1.3.16. Fiir X,Y € X(M) ist der Kommutator [X,Y] € C*(M,R') definiert
durch

(X, Y](z) = X[Y](z) - Y[X]().

Satz 1.3.17. Seien X,Y € X(M) und sei (¢ = (21, ...,2,),U) eine Karte mit den lokalen
Darstellungen

il 0 - 0
X|g = — Y5 = —
15 jz::l@axj» o ;n]axj
Dann gilt
s 0
(X, Y]|5 E —
U = ])axj7

insbesondere [ X,Y] € X(M).
Beweis. Aus der Produktregel (10) folgt

X.¥1lg X[g:lmaaj v icai]
= Sxln) - Vi + 3 (¥ 57| - o [52])

Der letzte Kommutator verschwindet wegen

0 0| _ 90 .~_1O~_i PR
[m,%]—axiw )odl - 5[0 0d
(0:0;0) © & — (9;0:) © 6 = 0,
aufgrund des Lemmas von Schwarz. |

Es gelten folgende elementare Eigenschaft des Kommutators:

Satz 1.3.18. Seien X,Y,Z € X(M), f,g € C®(M). Dann gilt:
a) Die Abbildung

[]: X(M) x X(M) — X(M)
ist R-bilinear und schiefsymmetrisch.
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b) Es gilt die Jacobi-Identitdt
(X, Y, 2+ [V, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

c) Man hat
[fX,9Y] = fglX, Y]+ fX[g]Y — gY[f]X.
d) Es gilt:
(X, Y]] = XIY[f]] = VXTSI
Beweis. Ubungsaufgabe. [ ]

Bemerkung 1.3.19. Ein K-Vektorraum V' zusammen mit einer schiefsymmetrischen
K-bilinearen Abbildung

[y : VXV —V

welche die Jacobi-Identitét erfiillt, heifit eine Lie-Algebra. Die obigen Eigenschaften a) und
b) besagen also, dass X (M) zusammen mit [-, -] eine Lie-Algebra wird.

Damit kénnen wir folgende Definition geben:

Definition 1.3.20. Das dufere Differential ist die lineare Abbildung
d: QM (M) — QFH(M)

definiert fiir w € Q*(M), X, ..., X}, € X(M) durch

k
dW(XQ, < 7Xk> = Z(-l)]Xj[W(Xo, “on ,Xj, “on ,Xk)]
j=0

+ Z (—1)i+jw([Xi,Xj],X0, PN ,Xl‘, ce ,Xj, ce ,Xk),

0<i<j<k

wobei ein Hut auf einem Eintrag bedeutet, dass dieser weggelassen wird.

Bemerkung 1.3.21. 1. Dass dw multilinear ist, folgt aus der Linearitdt von X|[-], der
Multilinearitdt von w und der Bilinearitat von [-,-]. Dass dw alternierend ist, folgt aus
der gleichen Eigenschaft von w und der Schiefsymmetrie von [-,]. Somit ist das dufere
Differential als Abbildung wohldefiniert.

2. Fiir f € C®(M) = Q% M) ist das &uBlere Differential von f gerade das Differential aus
Definition 1.1.28.

3. Fiir w € QY(M) gilt
do(X,Y) = X[w(Y)] - Yw(X)] - w([X,Y]),
4. Fiir w € Q2(M) gilt
(X, Y, Z) = X[w(Y, 2)] - YIw(X, Z)] + Z[w(X,Y))
~w([X, Y], 2) + w(X, 2),Y) - w(]Y, Z), X).
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Satz 1.3.22. 1. Seiw € QF(M). Gilt in einer Karte ((xy, ..
I
wlg = Z wrdx’,

. Tp),U) die Darstellung

so gilt
dw|g = dwr A da.
2. Es gilt I
dwAo)=dwNo+ (—1)wAdo firallewe Q(M), o € Q°(M).

3. Es gilt d(dw = 0) fiir alle w € Q*(M). Kurz: d*> =0
4. Fiir alle f € C®*(M,M') und w € Q¥(M) gilt

d(F*w) = F*dw.
Beweis. 1. Es gilt

dwlg = > dw( 0 ,...,aa )dx‘]
Jk) '

J=(j0 ..... 81;.70 J;Jk
- d ) 0 o 0
(=1)%w yee ey e dz’ + Terme mit [ ]

also durch Vertauschen der Differentiale

dwlg = > Z ( [ ) dazj, A "

J:(jo """ .]k:)

j=1 Yg

ULR
= (Z (%[wl]dxj> /\d.TI
I
= Zdwl A dxt,
I

wobei J \ j, den Multi-Index der Lénge k bezeichnet, der aus J entsteht, wenn man j,
weglésst.

2. Aufgrund der Lokalitdt der Aussagen und der Linearitiat des d&ufleren Differentials konnen
wir OBdA w = fdz! und 0 = gdz’ annehmen, mit glatten Funktionen f und ¢ auf einem
Kartengebiet. Dann gilt

dw A o) =d(fgde’ Ndz”) = d(fg) Adax' A dx?
= (gdf + fdg) Ndx' Ndx? = df Adx' A gdo” + dg A fdo' A dx?
=df Nde' No+dgAwAdr’d=dw Ao+ (—1)wAdo,

wobei wir die C*°(M)-Bilinearitdt von A fir die erste Identitédt, Teil 1) fir die zweite
Identitat, die Produktregel fiir die dritte Identitat, und wieder Teil 1) fur die letzte Identitét
benutzt haben.
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3. Sei zunéchst k =0 und f € C®(M) = Q°(M). Dann gilt fir X,Y € X(M). Dann gilt

d(df)(X,Y) = X[df (X)] = Y[df (X)] = df (X, Y]) = X[Y[f]] = YIX[f]] = [X, Y][f] = 0,
wegen Teil d) von Satz 1.3.18. Sei nun k£ > 1 und w € QF(M) mit

w= Zw[de
i

in einer Karte. Dann bekommen wir

d(dw) =" d(dwy Ada') = |d(dwr) A da’ — dwy A d(da’)]

I

wobei wir Teil 1) und Teil 2) benutzt haben. Der erste Summand ist = 0 wegen des k =0
Falls. Dass der zweite Summand = 0 ist, folgt wegen

de’ =dz™ A .. N da'
und Teil 2) ebenfalls aus dem k£ = 0 Fall.

4. Wir fithren Induktion tiber den Grad k von w. Sei k=0 und f € C*(N) = Q°(N). Fir
alle z € M gilt

(£ f) (@) = f(F(2)),
also fur alle v € T, M,
d(F” )(x)(v) = d(f o F)(z)(v) = (df)(F(2))(dF (z)(v)) = (F*df)(z)(v),

nach der Kettenregel, d.h. d(F*f) = F*df. Sei nun die Behauptung bewiesen fir glatte
k-Formen und w € QFF1(N). Sei erneut OBdA w = fdz’, wobei J = (jo,..., ). Sei
I := (jo,.-.,Jk—1)- Dann gilt

d(F*w) = d(F*(f dz”))

=d(F* [(fda? A+ A dalv=1) A da'¥))

= d (F*(f da’) A F*da™)
= d(F*(f da)) A F*da?* + (—=1)*F*(f dz") A d(F*dx?*)
= F*(d(f dx')) A F*da’* + (=1)*F*(f dz") A F*(d da?*)
F*(d(f dx') A da*)
= F*(d(f dx’ A dx*))
= I (dw),

wobei wir (6) fir die dritte, Teil 2) fiir die vierte, die Induktionsvoraussetzung fur die fiinfte,
Teil 3) und (6) fiir die sechste, und Teil 2) fir die siebte Identitdt benutzt haben. |

Bemerkung 1.3.23. Die Folge von linearen Abbildungen
QM) -L QYM) L5 - -5 Q™ (M)
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wird der de-Rham Kokomplex von M genannt (bitte schlagen Sie nach, was ein Kom-
plex/Kokomplex ist). Wegen d? = 0, ist dies tatsdchlich ein Kokomplex: Man hat

Bild(d : Q51 (M) — QF(M)) C Ker(d : QF(M) — Q'(M))
und der Faktorvektorraum
 Ker(d: 0F(M) — QF1(M))
* Bild(d: Q1(M) — QF(M))

HY (M 7
heifit k-te deRham Komologiegruppe von M - ein zentrales Objekt der algebraischen Topo-
logie. Formen in

Bild(d : QF1(M) — Q*(M))
nennt man ezakte (glatte) k-Formen, und Formen in

Ker(d : QF(M) — QF+1(M))

nennt man geschlossene (glatte) k-Formen. Einige lose Bemerkungen, die die Wichtigkeit
dieser Daten unterstreichen sollen:
e Fiir jede kompakte glatte UMF M gilt dim Hfy (M) < oo fiir alle k =1,...,m.
e Zwei kompakte, orientierbare, zusammenhéangende glatte zweidimensionale UM-
Fen M; und M, sind genau dann diffeomorph, wenn ihre sogenannten Euler-
Charakteristiken tbereinstimmen, also x(M;) = x(M;). Hier ist fiir eine glatte
kompakte m-dimensionale UMF M die Zahl (M) definiert als
(M) =Y (—1)F dim Hfy (M).
k=0
e Auf einer kompakten glatten UMF M existiert genau dann ein X € X(M) ohne
Nullstellen, wenn y (M) = 0.
e Ist M eine sternférmige und offene Teilmenge des R™, so gilt HYz (M) = 0 fiir alle
k=1,...,m. Der Grund dahinter ist das Lemma von Poincare, welches besagt dass
auf solchen M’s jede geschlossene glatte k-Form mit k£ > 1 exakt ist.

Wir schlieflen diesen Abschnitt noch mit der Charakterisierung der Orientierbarkeit mittels
glatter m-Formen. Hierzu und (an vielen anderen Stellen in der Differentialgeometrie)
benotigt man sogenannte Teilungen der Eins:

Satz 1.3.24. Sei
¢; U — V;, jE
eine abzdhlbarer Atlas von M, der lokal endlich ist, d.h. fir jede kompakte Menge W C M
qgilt
#{je J:UNW # 0} < oo
Dann ezistiert eine Familie von glatten Funktionen f; : M — [0,1], j € J, mit folgenden
FEigenschaften:
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o fir alle j € J gilt fir
supp(f;) := {z € M : f;(x) # 0},

dem sogenannten Trager von f;, dass supp(f;) eine kompakte Teilmenge von Uj ist.

e Man hat
Z fj (ZE) =1,
jed
was nach der vorherigen Eigenschaft eine lokal endliche Summe ist. Eine Familie
(f;)jes wie oben heift eine der offenen Uberdeckung (U;);cs untergeordnete Teilung
der Eins.

Beweis. Behauptung: Ist ¢ : U —> V eine Karte, so existiert eine glatte Funktion f: M —
[0,00) mit f =1 auf einer offenen Teilmenge von U und supp(f) C U kompakt.
Beweis der Behauptung: Die Funktion

eV r>0

¢:R—1[0,00), ¢q(r):= {0 "<

ist glatt mit g(r) > 0 genau dann wenn r > 0. OBdA existiere ein p € U mit ¢(p) = 0.
Wahle 0 < a < b mit By,(0) C V' (wobei der offene Ball im Falle einer Karte vom Typ ii) in
der Teilraumtopologie der Halbebene zu verstehen ist) und setze

q(b=|(x)]) 2
0< f(x) = {q(b—é(z)>+q<|¢”sgx)|—a)7 zeU
- 07 T € M U

Dies ist eine glatte Funktion auf M mit
supp(f;) = ¢ 1 (By(0)) C U

Die Funktion ist = 1 auf

was die Behauptung beweist.
Wahlen wir nun zu jedem éj eine zugehorige Funktion h; : M — [0,00) wie in der
Behauptung setzen wir
b

fi=="-2>0
’ ZleJ hy
so ist diese Funktion glatt auf M, da die Summe lokal endlich ist. AuBerdem gilt supp(f;) =
supp(h;) und

ZjeJ hj
Z- pr— p— ]_’
Z f ZleJ hl

jeJ

was den Beweis vervollstandigt.
[

Teilungen der Eins erlauben es also, Konzepte die auf offenen Teilmengen des R™ oder R’
bekannt sind, durch zusammenkleben auf M zu tiibertragen.
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Satz 1.3.25. M ist genau dann orientierbar, wenn ein w € Q™ (M) existiert mit w(z) # 0
fiir alle x € M. Jede solche Form wird eine glatte Volumenform auf M genannt. Sind w,
und wy zwei Volumenformen auf M, so existiert ein f € C°°(M) mit f(x) # 0 fir alle
xr € M und ws = fwy.

Beweis. Die letzte Behauptung sieht man wie folgt: Wegen dim A™ (T M) = 1 ist wy(z) €
A™(T*M) eine Basis fiir alle fixierten z € M. Es folgt wa(x) = f(z)wi(x) fir ein eindeutig
bestimmtes f(x) € R\ {0}. Dass  — f(z) glatt ist, folgt aus

wg(&cl, P ,(%m)
wl(&ﬁ, . ,0%)'

f=
in jeder Karte nahe x. Zur Aquivalenz:

=: Man wahle? einen abzéahlbaren und lokal endlichen Atlas

G =@V, 20T, —V;, jel

Sei (f;)jes eine diesem Atlas untergedordnete Teilung der Eins. Auf jedem U ; ist
wj = dz A A dz9) € Q™ (U;)
eine Volumenform (als punktweise Basis von A™(T*U;)). Wir setzen
w= Y fiw; € Q™(M),
jeJ

wobei wir uns implizit die in Uj kompakt getragene und glatte m-Form f;w; durch 0
auf M fortgesetzt vorstellen. Die obige Summe ist lokal endlich und produziert so in der
Tat ein Element aus Q™(M). Noch z.z.: w(z) # 0 fir alle x € M. Sei OBdA z € U;.
Wegen Satz 1.3.9 und der Tatsache, dass die Ubergangsmatrlx des Basiswechsels von der
kanonisches Basis von ngJ zZur kanomsohen Basis von ¢, gerade durch (gbj o qbl 1Yo ¢, gegeben
ist (Ubungsaufgabe), folgt die Formel

Wy (8x§1), c ,896%))
= det((¢; 0 ¢;!) ¢1)(d1‘§1) AR dfcg))(azg), s 0m)
= det((¢j 0 61") 0 du),

auf U, N Uj, falls dieser Schnitt nichtleer ist. Wahle nun eine offene Umgebung U(x) C U,
von x mit kompaktem Abschluss; dann ist mit n(z) der Anzahl aller j mit U(z) N supp(f;)
die Bedingung n(x) < oo erfillt. Es gilt n(z) > 0, da sich die f;(x) sonst nicht zu 1

2Abstrakte topologische Eigenschaften (Parakompaktheit, Lokalkompaktheit, Separabilitit) von UMFen
mit Rand erlauben es, aus jedem Atlas so einen Teilatlas auszuwéhlen. Im Falle, dass M kompakt ist, kann
man natirlich einfach einen endlichen Teilatlas wéhlen.



VEKTORANALYSIS UND GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 28

aufsummieren wiirden. Damit folgt

2

x) ~ ~
w(@)(0,m (), ..., 9 m(x) = 3 fi(x)det((¢; 0 61")'du(z)) > 0,

T
1

<.
Il

wobei die Summe lokal endlich ist.
<: Auf jeder zusammenhéngenden Karte
b= (x1,...,2m): U —V
existiert eine nirgends verschwindende Funktion ¢ € C*°(U) mit
wlg =vdry A Nday,.
Es folgt
W(Ogyy ey Op, ) =0 #0.

Die Funktion v kann ihr Vorzeichen nicht wechseln und wir kénnen ¢ > 0 annehmen (sonst
ersetze z.B. x1 durch —x).
Sei nun '

b; = (q:gj),...,x,(j?) U — V;, jEN,

ein abzahlbarer Atlas aus solchen Karten, mit den entsprechenden Funktionen v; > 0. Auf
einem nichtleeren Schnitt U; N U; gilt

also

0<¥;=w(@,m, - 0,0)= det((cl;jocl;{l)'wz‘)w(amgm o 0.0) = det((§506, ) 0 i) .

Tom

Es folgt det((¢; 0 ;') o ¢;) > 0, so dass der so konstruierte Atlas M orientierbar macht.
|
1.4. Integration von glatten m-Formen auf orientierten UMFen. Sei in diesem
Abschnitt erneut M C R! eine glatte und orientierte m-dimensionale UMF mit Rand.
Analog zu Funktionen, ist der Triger einer glatten k-Form w € Q¥(M) definiert als

supp(w) == {z € M : w(z) # 0}.

Wir bezeichnen mit
QF(M) := {w € Q¥(M) : supp(w) C M ist kompakt}

den linearen Raum aller glatten und kompakt getragenen k-Formen auf M, und Q7 (M)
den linearen Raum aller nichtnegativen glatten m-Formen auf M, d.h. alle w € Q™ (M) mit

w(v,...,Uy) >0 firalle x € M, and alle positiv orientierten Basen (vy,...,v,,) € T, M.

Bemerkung 1.4.1. Anhand der Definition des &ufleren Differentials ist es leicht zu sehen,
dass das Differential einer kompakt getragenen k-Form ebenfalls kompakt getragen ist.
Grundsétzlich sind alle linearen Differentialoperatoren in diesem Sinne lokal.
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Unser Ziel ist es, das Integral von glatten m-Formen mit kompaktem Tréger bzw. nichtne-
gativen glatten m-Formen zu definieren.

Sei im Folgenden ), das Lebesgue-Mafl auf R™. Wir betrachten es als definiert auf der
Borelschen Sigma-Algebra (Elemente einer Borel Sigma-Algebra nennen wir im Folgenden
Borelmengen). Ist A C M eine Borelmenge und ¢ : U — V eine Karte, so ist p(ANU) C R™
eine Borelmenge, denn Bilder von Borelmengen unter Homoéomorphismen sind Ebenfalls
Borelmengen.

Ist w € Q™(M) und ist
b= (x1,...,20): U —V
eine Karte, so lasst sich w|; schreiben als

wlg =wg doy A -+ Adzp,

mit einer eindeutig bestimmten glatten Funktion wy : U — R. Ist w nichtnegativ, so gilt
dies auch fir wy, wegen

Wg = W0y, 0n,).
Satz 1.4.2. Fiir jede Borelmenge A C M existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
O"(M) — R, wrs /Aw,
so dass fir alle positiv orientierten Karten
b= (x1,...,29): U —V
und alle w € Q™ (M) mit supp(w) C U kompkakt, gilt

/w:/~ ~w¢~)oq~5_1d/\m.
A $(ANT)

Es kann in obiger Aussage iberall QU(M) durch Q7(M) ersetzt werden und liefert dann
eine lineare Abbildung

QT (M) — [0,00], wr— / w,
A
Beweis. Eindeutigkeit: Ist
Q'(M) — R, wr— /w,
A

eine weitere solche lineare Abbildung, so wiahle man einen abzahlbaren, lokal endlichen,
positiv orientierten Atlas

qgj:(mgj),...,xg)):ﬁj—)%, 7€ J.

Sei (fj);es eine untergeordnete Teilung der Eins (insbesondere ist f; kompakt getragen in
U;). Setze

1:=#{jeJ:U;nsupp(w)} < co.
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Dann gilt
I I I ) Lo .
= w = w = 500 dhn =3 [ fiw= [ w.
/Aw /A;f]w j;/Afjw ;[j(mﬁj)w¢0¢ ; Afjw P

Existenz: Wir definieren zundchst [, w fiir den Fall, dass der Triger in einer positiv orien-
tierten Karte kompakt enthalten ist. Ist

ggz(xl,...,xm):0—>\~/,

so eine Karte, so definieren wir nattrlich

Jw=[ wgod drm
A B(ANT)

Diese Konstruktion ist wohldefiniert: Ist
)= (yl,...7ym):W—>X,
eine weitere positiv orientierte Karte mit supp(w) C W, so gilt mit dem Kartenwechsel
T =1 o ¢! die Formel

Wy = wW(0y, - -+, 0p,) =det(T" o 95)%,
und da beide Karten positiv orientiert sind,

wg = |det(T" o é)|w¢,

und somit B . .

wg © ¢t = |det(T" o })|wg o v o,
und mit der Transformationsformel fiir Lebesgue Integrale

Wy o o7 d\, = / _wgo Y o T|det(T" 0 ¢)| dAm

/zZJ(AﬂVV):T(é(AﬂU)) #(ANU)

:/ wy0d7 dAn.
3An0)

Ist der Trager nicht notwendig in einer Karte enthalten, so nehmen wir einen Atlas und
eine zugehorige Teilung der Eins und setzen

/A W= 326;] /A fiw.
Diese Konstruktion héngt nicht von der Wahl dieser beiden Daten ab: Sei
Vi Wi — X;, i€l
ein weiteres Atlas wie oben mit zugehoriger Teilung der Eins (g;)ier. Es ist f; =3 f; - gi
und g; = >2; g - f;. Es gilt

S [ =S8 [ =55 [ (5
=% [ XU 9o =X [ o
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da alle Summen endlich sind.
Es ist noch zu zeigen, dass im Falle dass der Trager von w in einer positiv orientierten
Karte enthalten, die letzte Definition mit der vorherigen tibereinstimmt. Sei

6:U—V,
eine positiv orientierte Karte die den Tréager von w enthélt. Wir wollen zeigen, dass

_ ~71d>\m: / )
/¢3(Am0) w509 ZJ: Af]w

gilt. Zur Berechnung von [, f,w konnen wir eine beliebige positiv orientierte Karte, z.B. )
wahlen. Daraus ergibt sich

= wg | o gt dA
A(Uij) (Zj: f]w¢) o) ¢
= / wg © gz;_l d\".

o(A)

Damit ist der Beweis vollstandig fiir 27*(M). Der gleiche Beweis funktioniert fir Q7'(M),
wenn man feststellt, dass die Summen mit den Integralen aufgrund von monotoner Konver-
genz vertauscht werden konnen. [

Elementare Eigenschaften dieser Konstruktion werden im folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 1.4.3. 1. Seiw € Q7'(M)N QT (M) und A C M eine Borelmenge. Ist
N
A=A U A
i=1

eine Zerlequng von A in héchstens abzdhlbar viele, paarweise disjunkte, messbare Mengen,
wobei Ay eine Nullmenge ist, so gilt
N
w = w.
=31,

2. Ist w € Q7 (M) und sind f,g: M — R zwei glatte Funktionen mit f < g, dann gilt

[gos [

3. Sei F': M — N ein orientierungserhaltender glatter Diffeom, mit N einer weiteren
glatten orientierten UMF mit Rand. D.h., F ist ein glatter Diffeo und

dF(SC) : TxM — TF(w)M
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bildet positiv orientierte Basen auf ebensolche ab fir alle x € M. Ist dann A C M eine
Borelmenge und w € Q' (N) U QT(N), so gilt

/F*w:/ w.
A F(A)

4. Es Bezeichne —M die glatte UMF mit Rand M, versehen mit der entgegengesetzten Ori-
entierung, d.h. auf jedem Tangentialraum wird jeweils die anderen der beiden Orientierungen
gewdhlt. Dann gilt:

/ w= —/ w  fiir jede Borelmenge A C M.
—A A

Beweis. Alle Eigenschaften folgen in Karten aus entsprechenden Eigsnchaften des Lebesgue
Integrals; Details werden in den Ubungen erklart. [ |

Korollar 1.4.4. Ist w € QT(M), so ist
A s j(A) = /Aw € [0, 0]
ein Borel-Maf$ auf M, mat
/M f(@)py(dx) = /M fw  fir alle f € C(M).
Beweis. Dies folgt aus der ersten Eigenschaft aus Satz 1.4.3. [

1.5. Satz von Stokes. Wir erinnern an den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung,

[, s = [ fiade = 50) - fla),

d.h. das Integral von f’ kann durch den Rand a, b von |[a, b] ausgedriickt werden. Der Satz
von Stokes stellt eine weitreichende Verallgemenerung dieses Sachverhalts dar.

Ist M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit OM # 0, so wird OM eine (m —
1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit, und fiir einen Randpunkt € 9M ist der Tangential-
raum 7,0M von OM im Punkt = ein (m — 1)-dimensionaler Unterraum des m-dimensionalen
Tangentialraumes T, M.

Definition 1.5.1. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit M # (). Die eindeutig
bestimmte glatte Abbildung

OM > x v+ v(z) € T,M C R
mit
(1) v(z) L T,.(0M),
(2) [v(@)] =1,

(3) es existiert eine Kurve vy : (—¢,0] — M mit v(0) = z und +/(0) = v(z),
heifit Vektorfeld der dufleren Normalen auf dem Rand OM.
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Die erste Bedingung legt die Gerade fest, auf der v(x) liegt, der zweite den Abstand zu
x und der Dritte auf welcher Seite von OM dieser Punkt liegt. Es muss strikt gesprochen
noch die Glattheit von z +— v(z) gezeigt werden (Ubung).

Definition 1.5.2. Sei M C R! eine und glatte m-dimensionale UMF mit OM # ) mit
Orientierung Oy = (Or,ar)zenr und v : OM — RY das Vektorfeld der dueren Normalen
des Randes. Wir definieren eine Orientierung Oy;; auf dem Rand durch

(v1,. .., V1) € Opyonn) = (V(2),v1,...,05-1) € O, p
Diese Orientierung Ogys heilt die durch Oy induzierte Orientierung auf OM.

Von nun an wird der Rand einer orientierten UMF mit nichtleerem Rand auf diese Art
orientiert. Damit kommen wir nun zu einem der zentralen Resultate dieser Vorlesung:

Satz 1.5.3 (Satz von Stokes). Sei M C R' eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand. Ist
M orientiert (also auch OM im obigen Sinne), so gilt

/ dew = / W fir alle w € Q" Y(M).
M oM

Bemerkung 1.5.4. 1. Auf der rechten Seite wird w als Form auf OM betrachtet, indem
man nur Tangentialvektoren aus OM einsetzt. Ist 155, : OM — M die Inklusion, so ist dies
gerade die Pull-back Form },,w. In dieser etwas pedantischen Notation wird der Satz von

Stokes zu
/ dw = / iw.
M OM

2. Die Formel gilt auch im Falle 9M = (), wobei dann die rechte Seite durch 0 zu ersetzen
ist.
Beweis. Wéhle einen abzahlbaren, lokal endlichen, positiv orientierten Atlas
¢, U —V;, je
Sei (fj);es eine untergeordnete Teilung der Eins. Dann ist

W= ijwa
J

wobei die Summe endlich ist. Da die linke und rechte Seite von (x) der zu beweisenden
Formel linear in w ist, geniigt es zu zeigen, dass

J = [ 1

gilt. Deshalb konnen wir zum Beweis 0.B.d.A. annehmen, dass der Trager von w in einem
positiv orientierten Kartengebiet von M liegt. Wir werden (*) nun durch direktes Ausrechnen
beider Integrale beweisen.

Berechnung von [y, dw:

Sei
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eine positiv orientierte Karte mit V C R? offen. Beziiglich dieser Karte ist w durch

w:Zwi(:p)dml/\---/\jx\i/\---/\dxm
i=1

w29 0
=g g e )

Wenden wir das duflere Differential an, so ergibt sich,

gegeben, mit

m /\ m a —
dw:Zdwi/\d:vl/\---/\dxi/\---/\dmm: Z T[wi]d:ﬂj/\dwl/\--~/\dxi/\--~/\dxm,
i=1 ij=19%Tj

und durch Umordnen,

dw => (-1)""" (‘;jv- [wi]dzy A -+ A dxy,.

=1

Daraus folgt:
[do=3(-0" [ oo d ) ey da
M i=1 R

i
m—1
— _1z‘71/ //81 ;o o x)dz doy - day - - - dxy,
;< ) [0,00) R JR (WO(b )(SE17 , L ) Xz 1 €T T

J— mil PEEEEY ~71 00000
+ (—1) /R /R/[o,oo) O (Wm0 "Ny, ... T )y, day Az,

wegen Fubini. Wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (HDI) gilt fir
alle 1 < m,

/R@i(wi o (5_1)(:(:1, oy Ty )dx; = 0.

Dies ist ein Argument der Art

[ F@de = [~ a)de = Jim lim (/) - f(a) =0,

a—r00 h—o0

wenn f bei +oo verschwindet.
Fir @ = m gilt, wieder wegen des HDI
© 0

0 %(wm o Qg_l) dmm = _wm(¢_1($17 -y -1, O))

Dies ist ein Argument der Art

[ e = Jim (70— £(0)) = (0),

wenn f bei 400 verschwindet. Also,

/M dw = (—1)™ /Rm,l (@1, 1, 0)) At

Berechnung von [y, w:
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Ist UNAM =0, so ist V eine Teilmenge des Inneren von R’ und wy, o ¢~ verschwindet
auf dem Rand von R, daher

/dwzo und w =0,
M oM

und die Formel gilt in diesem Falle. . .
Sei also U NIM # (). Wegen supp(w) C U gilt supp(w|snr) € U NIM. Die Abbildung
0= (T1,.. ., Tip—1)

ist eine Karte von M mit Definitionsbereich UNOM. Sei v: OM — R! das Vektorfeld
der duBeren Normalen. Fiir € U N dM sind die folgenden geordneten Basen von T, M
gleichorientiert

@@m£@> auﬁ~ﬁi@x ammﬂww@

g R
9 9 9
~ (@ g a1 5 (@),

da per Definition v(z) nach aulen zeigt und %(m) nach innen. Also ist ¢ eine positiv
orientierte Karte von dM falls m gerade ist und eine negativ orientierte Karte falls m
ungerade ist.

Fiir die lokale Darstellung von w|g5,, als (m — 1)-Form beztiglich der Randkarte ¢ gilt

B} — P
Wlgnoy = wfdri AL AN de,_y

mit
0 0 m e 9 9
u)cp—w(axl,...,axm_l) —;wi.(dxl/\.../\da:i/\.../\da:m) (81}17”'781;7,1_1)
:Wm<dx1/\/\dl'm_1)<ai7’8xa )an,
1 m—1
also

Wlgroy = Wm - dx1 A AN ATy
als lokal definierte (m — 1)-Form auf 0M. Es folgt
(a) Falls m gerade:

[ow=[  wnod A= [ w6 (s m, 0) dAn
oM F(TNaM) Rm—1
(b) Falls m ungerade (die Orientierung beachtend) analog:

/ w=— Wi (@ N1, ..o Tine1,0)) Ay
oM Rm—1

Damit ist alles bewiesen.
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1.6. Klassische Integralsitze. Sei M C R! eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand,
und im Falle 9M # 0 sei v : OM — R! das Vektorfeld der duBleren Normalen des Randes.

Definition 1.6.1. Sei X € X(M). Die lineare Abbildung
LX = Lxd+ dLX : Qk(M) — Qk(M)
wird die Lie-Ableitung beziiglich X genannt.

Ist w € Q™(M) eine glatte Volumenform, so ist Lxw € Q™(M), d.h. es existiert aus
Dimensionsgriinden eine eindeutig bestimmte Funktion div,(X) € C°°(M) mit

Lxw = div,(X)w.
Die behauptete Glattheit folgt aus der lokal (d.h. in jeder Karte) giiltigen Formel
div, (X) = (Lxw)(Ouys -+ 3 0n,, ) /w(0pyy -+, Os,,)-
Definition 1.6.2. Die Funktion div,(X) wird die w-Divergenz von X genannt.

Damit ist
div: X(M) — C™(M)
ein linearer Differentialoperator erster Ordnung.
Bemerkung 1.6.3. Es gelten folgende lokale Formeln: Falls X = 7, X;0,, und w =
wdxy A - -+ A dx, mit © einer glatten nirgends verschwindenden Funktion,

v (X) = = 3°0,,[0X;),
J

insbesondere ist div, (X) kompakt getragen falls X dies ist, und weiterhin
div, (fX) = fdiv,(X) + X[f] firalle f € C*(M),
wegen der Derivationseigenschaft von d, .

Korollar 1.6.4 (Divergenzsatz I). Sei M orientiert, X € X(M) mit kompaktem Trager
und sei w eine glatte Volumenform auf M. Dann gilt

/divw(X)w:/ LxW.
M oM

Lxw=dixw+ txdw = dixw,

Beweis. Es gilt

da es aus Dimensionsgriinden keine glatten m + 1-Formen auf M gibt, und somit

/Mdivw(X)w:/MLXw:/Md(LXw) :/6MLXoJ,

nach dem Satz von Stokes. [ |

Wir wollen nun dieses Resultat auf eine besondere Volumenform anwenden, die Riemannsche
Volumenform.
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Definition 1.6.5. a) Definiere fir x € M das Skalarprodukt
!
@ T,Mx T,M — R, g¥(v,w):=> vw;, v,weT,MCR.
j=1

Die Familie von Skalarprodukten (g™),cas wird die vom R! induzierte Riemannsche Metrik
auf M genannt.

b) Sei
b= (x1,...,00): U=V
eine Karte. Dann heifit die glatte symmetrische matrixwertige Funktion x — g% (x) =

92 (0,,(2), 0y, (x)) auf U der metrische Tensor von g beziiglich der Karte.

Dieses Datum hangt glatt von z im Folgenden Sinne ab: fiir alle X, Y € X(M) ist die
Funktion

M —R, z+— g (X(z),Y(z))
glatt.

Bemerkung 1.6.6. 1. Ist m = [ so gilt T,M = R! und g™ ist konstant gleich des
Euklidischen Skalarprodukts.

2. Man kann solche Familien von Skalarprodukten auch auf abstrakten Mannigfaltigkeiten
definieren (wobei die Riemannsche Metrik dann Teil des Datums ist und nicht kanonisch
gegeben), und nennt das Paar (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Mit diesem Datum koénnen wir jeder Funktion ein Vektorfeld zuordnen:
Definition 1.6.7. Fir f € C*(M) ist der Gradient grad,,(f) € X(M) definiert durch
g2 (grady, (f)(2),v) = df (z)(v), @€ M,v € T,M.

Damit ist
grad,, : C*°(M) — X(M)

ein linearer Differentialoperator erster Ordnung.

Beispiel 1.6.8. Ist m =1 so gilt
gradM(f) = (81f7 s 7alf)‘

Satz 1.6.9. Sei M orientiert. Dann existiert genau eine Volumenform wy € Q7(M), so
dass fir alle x € M und jede positiv orientierte Basis (vy,...,vy) von T, M gilt

wy(x) = y/det(gz(vi, v;))v] A+ Avy,
die Riemannsche Volumenform von M.

Beweis. Man muss die Unabhéngigkeit der Definition von (vy,...,v,,) und die Glattheit
beweisen (Ubung). |
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Lemma 1.6.10. Sei M orientiert. Dann gilt
wam = Lywlonr,
im dem Sinne, dass fir alle v € M, wq, ..., wy,_1 € T,OM,
wor () (W, .., Wm—1) = wW (), Wi,y o Wi1).

Beweis. Sei x € OM und (vy,...,v,_1) eine positiv orientierte gy -Orthonormalbasis von
T,OM; also ist (v(z),v1,...,vm_1) eine positiv orientierte g™-Orthonormalbasis von T, M,
und somit

wor () (1, ..o 0m—1) = 1 = wpy(x)(v(T), v, .0y Une1),

woraus die Behauptung folgt. [ |

Wir setzen
divys = divy,,,

und bezeichnen das nach Korollar 1.4.4 von w); induzierte Borel-Maf3 auf M mit

B = oy

wobei wir diese Konstruktion auch mit OM statt M im Folgenden Resultat benutzen werden.

Bemerkung 1.6.11. Im Falle m = [ gilt

l
leM<X) :Z&X“ wM:di“\l/\---/\dme, Wnar :/\m|M7
j=1

wobei
idgm = (Z1,...,Tm) : R™ — toR™
die Standardkarte des R™ bezeichnet, also

Satz 1.6.12 (Divergenzsatz II). Sei M orientiert und sei X € X(M) mit kompaktem
Trager. Dann gilt

[ v 0@ ai(da) = [ () (X (@), () aons (da).
Beweis. Es ist aufgrund des obigen Divergenzsatzes lediglich zu zeigen, dass
(txwar)(z) = g™ (2)(X (2), v(x))wons(z)  fiir alle z € OM.
Das Vektorfeld X zerlegt sich in eine Normalen- und Tangentialkomponente
X(2) = g"(2)(X (2), v(z))v(z) + Y (2),

wobei der erste Summand in 7, M ist und orthogonal zu T,0M C T,M steht und der zweite
Summand in T,0M, also

(wwrr)(@) = g™ (2) (X (@), v(@) (wwar) () + (tywar) (@)
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Fir vy, ..., 0, 1 T,0M gilt

(exwpr) (@) (v, oy Un1)

= gM(2)(X(2), v(2)) (tywrr) (@) (1, . o V1) + war (@) (Y (2), 01, . - Uet)

= ¢"(2)(X(x),v(2))(wwr) (@) (01, ., V1)

= gM(2)(X (), v(z))v(x)wans (2) (V1 . .., Vi1,
wobei die zweite Identitdt wegen der linearen Unabhangigkeit von Y (x), vy, ..., v, folgt,
und die letzte wegen Lemma 1.6.10. [ |

2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
Eine (skalare) gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung k ist eine Gleichung der Form
F(z,y,y...,y®) =0, genauer: F(z,y(z),y'(z),...,y" (2)) =0,

wobei xz eine reelle Variable ist und y = y(x) eine gesuchte Funktion mit Werten in R.
Allgemeiner betrachtet man Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen der Ordnung k,
wobei man nun in der obigen Formel erlaubt, dass y sowie F' Werte im R™ annehmen. Man
schreibt dann manchmal ausfithrlicher

(11) Fj(x7y17--wym?y/la"'ay;m--wygk)a"'ayirlf)):Oa jzla"'ama
wobei nun y = (y1, ..., ¥yn) die gesuchte Funktion ist.

In der Physik spielt die Variable x haufig die Rolle der Zeit und wird dann mit ¢ statt x
bezeichnet.

Die Bezeichnung ,, gewohnliche Differentialgleichung® (DGL) bezieht sich auf die Tatsache,
dass nur ,,gewohnliche* Ableitungen nach der einen Variablen x vorkommen (im Gegensatz
zu ,partiellen” Ableitungen in ,partiellen Differentialgleichungen®).

Die Funktion F ist auf einer Teilmenge D des R*™*™*+1) definiert; eine Losung y : I — R™
auf einem Intervall I C R von (11) ist eine stetig differenzierbare Funktion, sodass fiir alle
x € I die Bedingungen

T (@); - Y (@), YL (@), Y (@), (@), P (@) € D
und

Fi(x,y1(x), .. ym(x), y1(2), ...,y (x), . .. @), yW(@) =0, j=1,...,m,

erfiilllt sind. Lésst sich die Gleichung nach der héchsten Ableitung von y auflésen, also in
der Form

(12) y ) = F(z,y,y,...,y* V) =0

schreiben, so nennt man die DGL ezplizit. Diese Form kann man in fast allen typischen
Anwendungen annehmen. Fiir Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen gibt es einen Transfor-
mationstrick (spéter!), durch den man OBdA Systeme erster Ordnung betrachten kann.
Wir bemerken vorab, dass man typischerweise Angangswerte der gesuchten Funktionen
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bis zur Ordnung k£ — 1 vorgeben muss, um eindeutige Losungen zu erhalten (ohne diese
Vorgabe erhélt man oft unendlich viele Losungen).

Beispiel 2.0.1. Nicht alle DGLs sind lésbar: z.B impliziert |y/| = —|y — x| (genauer:
lv'(z)| = —|y(z) — x| ) zum einen y = const. fir alle z, und zum anderen auf y(z) = z fur
alle z, ein Widerspuch.

Beispiel 2.0.2. Die Bahnkurve y : [0, 00) — R™ eines Punktteilchens der Masse m im R™,
die sich unter dem Einfluss der zeitabhingigen Kraft F' : [0, 00) X R™ — R™ bewegt, ist die
Newtonsche Bewegungsgleichung

y'(t) =m F(t,y(t)),
wobei ¢’ dann die Geschwindigkeit und " die Beschleunigung des Punktteilchens ist.
7.B. beschreibt die konstante Kraft

F:[0,00) xR—R, (t,y)— —myg

mit der Fallbeschleunigskonstanten —9, 81 x (m/s?) den freien Fall eines Punktteilchens
der Masse m, d.h. y(¢) ist in diesem Falle die Hohe zum Zeitpunkt ¢.

2.1. Elementar 16sbare DGLs. Bevor wir abstrakte Uberlegungen anstellen, konzen-
trieren wir uns erst elementar losbare (explizite) skalare DGLs erster Ordnungen, also
Gleichungen der Form
y = f(z,y),

mit einer Funktion f : D — R, wobei D C R% Geometrisch: Jedem Punkt (z,y) € D ist
durch ¢’ = f(x,y) eine Steigung, also eine Richtung in der (z,y) - Ebene, zugeordnet. Die
Gesamtheit dieser Richtungen wird als Richtungsfeld der DGL bezeichnet. Die Losungen
der DGL sind also die Funktionen y = y(x), fiir die in jedem Punkt des Graphen die
Tangentialrichtung mit der durch ¢y = f(x,y) vorgegebenen Richtung tibereinstimmt.

2.1.1. DGLs mit y-unabhdngiger rechter Seite. Die einfachste DGL ist ¢/(x) = f(x) (also
y'(z) = f(z)), mit einer stetigen Funktion f : I — R auf einem Intervall / C R. Nach dem
HDI ist jede Stammfunktion von f eine Losung der DGL, und fiir jedes yy € R und jedes
o € R die Funktion y : I — R gegeben durch

y(r) = yo +/ f(u)du
xo
die eindeutig bestimmte Losung der DGL mit dem Anfangswert y(zg) = yo.
Beispiel 2.1.1. Sei k € N. Die DGL ¢/ = 2" ist auf ganz R lésbar und alle Lésungen sind

von der Form y(z) = a,irll + C mit C' € R. Soll die Anfangswertaufgabe y(xq) = yo erfillt

werden, so fixiert dies C' via

ok
p— f— O
Yo = y(zo) g} + O,
also .
x
C=yo— >

E+1
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2.1.2. DGLs mit getrennten Variablen. Eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen
hat die Gestalt v = f(z)g(y). Diese kann immer elementar gelost werden (bis auf die
eventuell schwierige Berechnung von Stammfunktionen):

Satz 2.1.2. Seien I, I, C R Intervalle und seien f : Iy — R, g : I — R stetig, x¢ € I,
Yo € Iz, g(yo) # 0. Dann gibt es eine Umgebung von xy in der das Anfangswertproblem

(13) AWP ' = f(z)g(y), y(zo) = w0

genau eine Losung besitzt. Wahlt man eine Stammfunktion G von 1/g und eine Stammfunk-
tion F von f mit G(yo) = F(xg), so erhdlt man die Lisung durch Auflosen der Gleichung

G(y) = F(x)
nach y. Diese Auflosung ist stets maglich.

Beweis. Existenz: Wegen ¢(yo) # 0 ist g(y) # 0 fir y nahe yo, d.g. G ist streng monoton
nahe yo und somit ist G dort umkehrbar. Wegen F'(xy) = G(yo) existiert also eine Funktion
y(+), die auf einer Umgebung von x definiert ist mit

y(x) = G7(F(z)) und  y(zo) = yo.
Nach der Kettenregel und der Formel fiir die Ableitung einer Umkehrfunktion gilt also
1

Aus y(r) = G7Y(F(x)) folgt:
V(@) = Gy @) = 9@ @),

und y(+) ist eine Losung des Anfangswertproblems.

FEindeutigkeit: Sei z irgendeine Losung des AWP. Wegen ¢g(z(xo)) = g(yo) # 0 ist dann
g(z(x)) # 0 fiir x nahe x¢, also aufgrund der Differenzialgleichung:

()
9(=(x))
Integration von xq bis x liefert (mit Hilfe der Substitution s = z(t):
AN
NEO
D.h., z ist die Losung der Gleichung F’ ( ) = G(z(x)), also
2(z) = G7(F(2)) = y(2).

Damit ist alles bewiesen. [ |

= f(z) fir x nahe x.

= G(y) +/Z(m)1ds — G(z(x)).

w  9(s)

Fla) = Flao) + [ f(t)dt = Glw) +
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Bemerkung 2.1.3. 1. Ist g(yo) = 0, so ist y = yo eine auf ganz I; definierte Losung des
Anfangswertproblems.

2. DGLs der Art y' = g(y) sind offenbar oben enthalten und werden autonome DGLs
genannt.

3. In der Praxis geht man wie folgt vor: Wihle eine Stammfunktion G von 1/g und F' von
f und schreibe G(y) = F(z) + C, fiir eine Konstante C' € R; 16se dies nach y auf; bestimme
dann C' durch den Anfangswert. Auf jeder Umgebung von z in der diese Rechenoperationen
erlaubt sind, bekommt man eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

Beispiel 2.1.4. Fiir die DGL 3/ = xy? gilt f(z) = z, g(y) = 32, also insbesondere g(yy) # 0
fiir alle yy # 0. Stammfunktionen von f und ; sind

Aus G(y) = F(z) + C folgt also
1
y(z) = =1/ (2x2 4 C) .

Der Anfangswert y(xo) = g fixiert schliellich die Konstante C,

yo = y(zg) = —1/ (;Ig + C’) ,

also

Wir erhalten die Losung

1 1 1
y(z) =1/ <252 - % - 2%) )
Falls C' > 0, so ist diese Losung auf ganz R definiert; im Falle C' < 0, ist die Losung nur

auf [—(—2C)Y2, +(—2C)Y?] definiert.
Bemerkung 2.1.5. Es gibt einige DGLs erster Ordnung, die man durch eine geeignete
Transformation auf in eine DGL mit getrennten Verdnderlichen tiberfithren kann. Z.B::

e Bei DGLs der Form ' = f(ax + by + ¢) mit Konstanten a,b, ¢ € R wobei (OBdA)
b # 0 fithrt die Transformation u(z) := ax+by+ ¢ auf eine DGL fiir u mit getrennten
Veranderlichen.

e Analog kann man ¢ = f(y/z) die Transformation u(z) := y(z)/z betrachten.

2.1.3. Die lineare DGL erster Ordnung. DGLs der Art
v+ @)y = g(x)

heien lineare DGL erster Ordnung. Der Grund fiir diesen Namen: Die DGL ist dquivalent
zu F(x,y,y’) =0, falls man

F(z,y,y) =y + f(z)y — g(x)
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setzt, und die Funktion (y,y') — F(z,y,’) ist affin linear von R? nach R.

Die Funktion g heifit die rechte Seite oder Inhomogenitdt oder Storterm der DGL; ist g = 0
so heifit die DGL homogen, ansonsten inhomogen.

Der homogene Fall 4/ + f(x)y = 0 hat getrennte Verdnderliche: Sei f : I — R stetig auf
einem Intervall I und sei das Anfangswertproblem AWP y(zg) = 3o zu lésen. Dann ist
G(y) := —log(]y|) eine Stammfunktion von —1/y und

F(x) = /: f(uw)du

0

eine Stammfunktion g; man erhalt

—log(|y]) = / fwdu+C, CeR

o

also ist N
(@) = e (= [ Fujdu)
die auf ganz I definierte und eindeutige Losung des AWPs. Das Vorzeichen ist konstant
und hangt also nur vom Vorzeichen von y, ab.
Will man im inhomogenen Fall das AWP
v+ f@)y = g(x), ylzo) =wo

losen, so benutzt man einen Trick: die Variation der Konstanten. In Motiviert von der
Losung des homogenen Falls, macht man nun den Ansatz

y(w) = Cyexp (- [ fu)du) = Cl)ila),

0

mit einer noch zu bestimmenden stetig differenzierbaren Funktion C': I — R. Einsetzen in
die inhomogene DGL liefert

C'(x)g(x) + C(2)§ (x) + C(2) f(2)5(x) = g(x).
Wegen ¢’ + f(x)y = 0 heben sich die letzten beiden Summanden heraus und es folgt

() = 9()
=Gy
Wegen

i) =exp (= [ syt

0

ergibt sich
C'(a) = gla)esp ([ (t)at)

und somit

C(z) = /;g(s) exp </; f(t) dt) ds+ D,

0 0
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fiir ein D € R. Wir erhalten weiterhin

Yo = y(z0) = C(x0)j(z0) = D -1 = D.
Dies diktiert:

Satz 2.1.6. Sei f: I — R stetig. Dann hat das Anfangswertproblem
v+ f@y=g(x), ylxo) =yo

die auf ganz I definierte und eindeutig bestimmte Losung

M$)=6m9<—lzf@)ﬁ>-(L:gwﬁﬂp<L:fGﬁﬁ>ds+uQ.

Beweis. Wir haben oben gezeigt, dass y das Anfangswertproblem 16st. Sind z; und 2z
Losungen, so ist
W= 21 — %2
eine Losung des homogenen Anfangswertproblems
w' + f(z)w =0, w(zy) =0.

Diese ist aber durch die Einduetigkeit der Losung des homogenen Anfangswertproblems
gegebne durch w = 0.
|

2.1.4. Ezxakte DGLs. Eine DGL der Art

y'h(x,y) +g(z,y) =0
mit D C R? offen und
h,g: D —R
stetig, heiflt exakt, wenn eine stetig differenzierbare Funktion F': D — R existiert mit

h(x,y) = aa];(x,y), g(z,y) = g];(l%y)-

Ein solches F' heifit eine Stammfunktion der Gleichung. Die DGL liefert
L Pay@) = I y(@) + O () () = gl (@) + b, y(a)y (2) = 0
g F @) = 5@ y(@) + 5o (@ y(@)y (2) = gz, y(w z,y(x))y'(z) = 0,

d.h. auf einer Losungskurve y = y(z) der Differenzialgleichung ist F* konstant; die Losungs-
kurven sind die Niveaulinien von F'.

Beispiel 2.1.7. Die Halbkreise
Yeo(r) = £V 2 — 22
sind die Niveaulinien von F(z,y) = 2 + y?, also die Losungen der DGL

20y +2x =0 bzw. yy+z=0.
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Satz 2.1.8. Seien h,g: D — R stetig mit h # 0 auf D. Ist die DGL

y'h(z,y) +g(x,y) =0
exakt mit Stammfunktion F € CY(D), so erhdlt man durch Auflésen der Gleichungen
F(z,y) = C fir C € R alle Lisungen der DGL (die Bedingung h = %—5 # 0 auf D
garantiert, dass die Gleichungen F(x,y) = C lokal nach y auflésbar sind (nach dem Satz
uber implizite Funktionen).

Satz 2.1.9. Ist D sternformig beziglich 0 und sind g, h : D — R stetig differenzierbar, so
ist die DGL

(14) y'hz,y) +g(z,y) =0
genau dann exakt, wenn gilt

dg ~ 0h .
(15) @(ﬁ,y) — %((L’,y) fUT’ alle (ZE,y) €D.

Man erhdlt eine Stammfunktion F : D — R via

(16) F(z,y) ==z /01 h(tx, ty)dt +y /01 g(tz, ty)dt.

Beweis. Ist die DGL exakt mit Stammfunktion F', so folgt (15) durch ableiten von
OyF =h, 0,F=g

nach = bzw. nach y und dem Satz von Schwarz (wobei aus den Voraussetzung folgt, dass
F € C?*(D)). Diese Richtung braucht keine Voraussetzung an D. Gilt umgekehrt, (15), so
rechnet man damit nach, dass die durch (16) definierte Funktion F eine Stammfunktion
der DGL ist, wobei die Wohldefiniertheit von F' die Sternférmigkeit von D benutzt.

[

Eine nicht-exakte DGL kann unter Umstanden durch Multiplikation mit einer Funktion
M (z,y) # 0 exakt gemacht werden, wobei so eine Funktion wird als integrierender Faktor
bezeichnet wird. Die Losungsmenge der DGL bleibt hierbei gleich.

Beispiel 2.1.10. Die Gleichung
2r+y=0 (h=2z,g=y, 0h=2, 0,9 =1)
ist nicht exakt. Durch Multiplizieren mit M (z,y) = y wird sie exakt:
2y +y° =0, (h=2xy, g=1v°, 0.h=2y, 0,9="2y).

Durch Multiplikation mit M (x,y) = 2~'/2 wird die DGL ebenfalls exakt. Man erhélt eine
Stammfunktion c(erraten der ausrechnen)

F(z,y) = xy?,
also sind alle Losungen von der Art
y(z)=Caz™V2, CeR.
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Im Setting von Satz 2.1.9 ist M (x,y) genau dann ein integrierender Faktor von (14), wenn
0y(Mg) = 0,(Mh), d.h.
(17) (OyM)g + M(0y9) = (0, M)h + M(0h).
Auf der Suche nach nur von einer Variablen abhdngenden integrierenden Faktoren (wie im

obigen Beispiel) bekommt so unmittelbar ein Kriterium, dass solche Funktionen selbst als
DGLs darstellt:

Korollar 2.1.11. Sei D sternférmig beziiglich 0.

a) Ist h # 0 auf D, so ist eine C'-Funktion M (x) genau dann ein integrierender Faktor
von (14), wenn gilt

M/(JI) — 8yg(x,y) - arh<x7y)
M(x) h(z,y)

Fin solcher Faktor existiert, wenn hier die rechte Seite nur von x abhdngt.

fir alle (z,y) € D.

b) Ist g # 0 auf D, so ist eine C1-Funktion M(y) genau dann ein integrierender Faktor von
von (14), wenn gilt

M/(y) _ axh(x7y> —(9yg(x,y) fUT‘ alle (l’ y) e D.

M(y) 9(z,y)
Fin solcher Faktor existiert, wenn hier die rechte Seite nur von y abhdngt.

Beweis. a) Die behauptete Gleichung folgt aus (17). Héangt die rechte Seite nicht von ¥, so
fithr dies auf eine lineare homogene DGL erster Ordnung in M.
b) Analog. [

In zahlreichen konkreten Féllen haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem

2.2. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof. In vielen Beispielen
haben wir gesehen, dass das Anfangswertproblem (AWP)

(18) v =[flz,y), y(zo) =wo

zumindest lokal genau eine Losung besitzt. Dies ist aber nicht immer der Fall:

Beispiel 2.2.1. Betrachte y' = |y|'/? mit Anfangswert y(0) = 0. Die Funktion y = 0 16st
das AWP auf R, aber auch
122 2>0
y(r) = {4

0, <0
~ Wann ist das AWP lokal eindeutig l6sbar? Hier wird die Lipschitzbedingung eine zentrale
Rolle spielen.

Wir betrachten nun explizite Anfangswertaufgaben der Art (18), wobei wir von Systemen
ausgehen. D.h.

f=(A0) o fm() : G — R™,
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mit G C R x R™ offen, sodass Losungen y(-) = (y1(+),- .., ym(:)) ebenfalls Werte im R™
annehmen. Explizit lautet die DGL also

vi(x) = filz,y(@), . ym(T))

y;n(:w = fm(xa y1(l'), e ,ym(l‘)),
fir z aus einem Intervall.

Definition 2.2.2. Man sagt, f erfillt beziglich y eine Lipschitzbedingung mit Lipschitz-
konstante L > 0, wenn gilt:

|f($,y) - f(x,y])| < L|y - gl fir alle (ZE,y), (ZL‘,?]) €G.
Man sagt, f erfillt lokal eine Lipschitzbedingung, wenn es zu jedem Punkt (zg,y9) € G eine
offene Umgebung U C G gibt, so dass f|y eine Lipschitzbedingung mit einer i.A. von U
abhéngenden Lipschitzkonstante L = L(U) erfillt.

Beispiel 2.2.3. a) Die Funktion f : Rx R — R, f(x,y) = zy* geniigt lokal einer
Lipschitzbedingung:
|f(z,y) = [l 9)] = ey +9)(y — 9 < |zly +9)lly —4l,

sodass man fiir beschriankte U C R x R die Lipschitzkonstante

LU):= sup |z(y+7)| <oo

(z,y),(z,9)€U
erhélt. Die Funktion geniigt jedoch keiner globalen Lipschitzbedingung: Fiir y = ¢ 4+ 1 und
xr =1 gilt
[f(Ly) = f(Lg)] = Lly—g| mit L =2y + 1] = oo fiir y — oo.

b) Die Funktion f : Rx R — R, f(z,y) = |y|'/? geniigt (bei 0) keiner Lipschitzbedingung.
Es wird sich zeigen, dass das der Grund dafiir ist, dass das AWP fiir ¢/ = |y|/? mit
Anfangswert y(xo) = 0 nicht eindeutig l6sbar ist.
Hinsichtlich des Nachweises einer Lipschitzbedingung;:
Satz 2.2.4. Sei f stetig und beziglich y stetig partiell differenzierbar (d.h. f und 0, f sind
stetig in G ). Dann gilt:
a) f geniigt lokal einer Lipschitzbedingung beziiglich y.

b) Ist G konvex und sind die partiellen Ableitungen von f nach y in G beschrankt, so genigt
f einer Lipschitzbedingung beziiglich vy.

Beweis. a) Sei (z9,yo) € G. Dann existiert ein r > 0 so, dass
U:={(z,y) e RXR™: [z —mo| <7,y —o| <7} C G,

und in U alle partiellen Ableitungen von f nach y beschréinkt sind. Nach dem m-dimensionalen
Mittelwertsatz gilt dann

|f(x7y)_f($7g)’ §L|y_g| fiir (x7y>7(‘r7g>€U7
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mit
L= Sup{|(9yf(x,y)| : (I’,y) € U}a
wobei |0, f(x,y)| die Norm der linearen Abbildung 0, f(z,y) : R™ — R™ ist.
b) In diesem Fall kann U = G gewahlt werden. |

Satz 2.2.5 (Eindeutigkeitssatz fir DGLs). Sei f stetig und erfille lokal eine Lipschitzbe-
dingung beztiglich y. Ist I ein Intervall und sind y(-) : I — R™ und z(-) : I — R™ Lésungen
des Anfangswertproblems

v = flz,y), ylzo) = z(z0)
fiir ein xg € I, so gilt y(x) = z(x) fir alle x € I (lokale Lipschitzbedingung impliziert also
globale Eindeutigkeit.)
Beweis. Wiirde die Behauptung nicht gelten, so giabe es
(i) ein T > g, & € I mit y(Z) # 2(Z), oder
(ii) ein T < g, T € I mit y(T) # 2(z).
O.E. nehmen wir an, dass der erste Fall vorliegt. Sei
xy:=sup{z € [ :y(s) = z(s) fur zg < s <z} < .
Da y(-) und z(-) stetig sind, gilt
y(@1) = z(21).
Sei r so, dass
U={(z,y) e RXR™: |z —mq| <7, ly—y(z)| <r} CG
gilt und f in U eine Lipschitzbedingung mit Lipschitzkonstante L = L(U) erfiillt. Da y(+)
und z(+) stetig sind, gibt es ein 4 € (0,7) mit
ly() —y(z)| < v, [2(@) —yle)| < v fir [z — 2] <0
Fir alle z € I mit 0 < x — 21 < ¢ gilt dann,

[ o) = sty < [ Lo - () de.

1

ly(z) = 2(z) =

. 0< M(z) :=sup{ly(t) —2(t)[ a1 <t <2}, =z,
gilt also fir 0 < s — a1 <o — a1 <9,
ly(s) — 2(s)| < L(s — 21)M(s) < L(x — 1) M ().
Daher folgt indem man links sup,(,, ,) bildet,
M(z) < L(z — x1) M (z),

was M (x) = 0 impliziert, im Widerspruch zur Konstruktion von x;.

Wir kommen nun zum wichtigen:
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Satz 2.2.6 (Existenzsatz von Picard-Lindelof). a) Ist f stetig und erfillt lokal eine
Lipschitzbedingung beziglich y, so gibt es zu beliebigem (xg,yo) € G ein € > 0, so dass das
Anfangswertproblem

AWP: y/ = f(l'7y), y(fbo) = Yo
in [xg —e,x0 + €| (nach dem Setz 2.2.5 eindeutig) losbar ist.
b) Ist [xo,Z) das grifite rechts von xy gelegene rechtsoffene Intervall, auf dem die Losung
existiert, und ist K eine kompakte Teilmenge von G, so gibt es ein & € (xo, Z) mit (x,y(z)) ¢
K fir x > &, d.h. die Lésung ndhert sich fiir xt — & dem Rand von G bzw. wird unendlich.
(Entsprechendes gilt, wenn (,xq] das grofite links von xo liegende linksoffene Intervall ist,

auf dem die Losung existiert.) Die Losung kann also immer soweit fortgesetzt werden, bis
sie an den Rand von G stofit.

Beweis. a) Da G offen ist, existiert ein r > 0 mit
U:={(z,y) eRxC": |z —z| <7, [y —wo| <7} CG.

In U erfillt f eine Lipschitzbedingung beztiglich y mit einer Lipschitzkonstanten L = L(U).
Da f stetig ist, existiert ein M > 0 mit

|f(z,y)| < M fiir (z,y) € U.

Sei

€ := min {T,]C[}, I:=xg—¢e,29+¢]

(Zur Wahl von e: Der Betrag (die Norm) der Ableitung einer Losung y in U ist hochstens
M, und das Intervall I ist so klein gewéhlt, dass eine Kurve, die in (¢, o) beginnt und
immer maximale Ableitung hat, den Rand von U friithestens in den Randpunkten von [
erreicht.)
Eine Funktion y : I — R™ 16st offenbar genau dann das Anfangswertproblem (AWP), wenn
die Integralgleichung

y(x) =ylzo) + | flt.yt))dt, wel

gilt. Zur Losung dieser Integralgleichung benutzt man das Iterationsverfahren von Picard:

yo(z) =y firalle x € I,

ykJrl(x) :y0+/ f<t7yk(t))dt fiir k:()71727"'7 z €l
z0

Wir zeigen: Die Folge (yy) ist fiir alle & € N auf ganz I definiert und konvergiert auf I
gleichméaBig gegen eine Losung der Integralgleichung (und damit des AWP).
(i) Alle yy sind auf ganz I geeignet definiert, in dem Sinne dass I X yx(/) C U: Dafiir geniigt
es, induktiv zu zeigen:

lye(x) —yo| < r firallez €I, k€ Ny.

Induktionsanfang (k = 0): Dies ist klar, da yo(x) = yo gilt.
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Induktionsschritt (k = k + 1): Sei |yp(z) — yo| < r fir alle x € I. Dann folgt aus der
Rekursionsformel:

(@) =l = | [ @)t < [C1 o) dt
< Mzt <. i
(ii) Es gilt:
M LF|x — xq|F+?
(k+1)!

[Yk1(2) — yr(x)] < fir alle x € I, k € Ny.

Induktionsanfang (k = 0):
ML°|x — x|t

|yl(9€) —yo| = 1

[ f(to)de| < Mo — o] =

0

Induktionsschritt (k = k + 1):

ki1 (z) — yu(2)| =

/: [ty (t) = F(t,yra(1))] dt

< [ Llwelt) = o (0)

k=1 g
<L- Mé’! 5 |t — xo|" dt
- MLF|z — !
 (k+ 1)
(iii) GleichméafBige Konvergenz der Folge (yx) auf I: Aus (ii) folgt
MLEck+1

lyks1 () — yr(x)] < N fir alle x € I, k € Ny.
Also ist die Reihe

oo

Z Ykt () — yr ()]

k=0
in I gleichmafBig konvergent.

Somit existiert im Sinne der gleichméfigen Konvergenz:

V() = g () = i 3 (s () = (@) 40 =0+ 2 (e () — (),

und y(+) ist stetig in /.
(iv) y(-) ist Losung der Integralgleichung: Wegen
|f(z,y(x) = f (2, ye(2)] < Lly(z) — yu()]

folgt durch den Limes k — oo, dass
f(z,yp(x)) = f(z,y(x)) gleichmaBig auf I.



VEKTORANALYSIS UND GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 51

Also konvergieren auch die Integrale

/r:: f(t,ye(t)) dt — /mj F(t,y(t)) dt.
Da m
Yes1(T) = yo + /wo f(t,yn(t)) dt

und yi11(z) — y(z), folgt schlieBlich:
y@) = o+ [ flty()ar

Damit ist y Losung der Anfangswertaufgabe (AWP).

b) Nehmen wir an, dass die Behauptung nicht gilt. Dann existiert ein Kompaktum K C G
und eine Folge z,, € [zo, ) mit x,, — & und (x,,y(z,)) € K fir alle n.
Also gibt es eine Teilfolge (Z,,) von (x,) mit

(T, y(Zn)) = (£,9) € K.
Ist e = e(2,9) > 0 fir (Z,9) so definiert wie in Teil a) die Zahl (g, yo) fiir (xo,yo), so ist
fiir hinreichend grofie n das Anfangswertproblem

v =f(,y), y(F)=yn
mindestens in [Z,, T, + £/2] losbar, und somit ist y tiber & hinaus fortsetzbar — ein

Widerspruch.
[ |

Uber den maximalen Definitionsbereich der Losungen:

Satz 2.2.7. a) Sei
G={(z,y) eERxR" g <z <xz0+a, ly—y| <b}
und f : G — R™ erfiille eine lokale Lipschitzbedingung beziiglich y. Ist

b

M = max {|f(@,)]  (2,9) € G}, o= mm{a, M} ,
so ist das Anfangswertproblem (AWP) auf [xo, o + o eindeutig losbar. Entsprechendes gilt
fir ein Intervall links von xg.
b) Sei

G=A(z,y) eRxR":zg<x<z9+a}

ein Streifen, f: G — R™ stetig, und erfille f eine Lipschitzbedingung beziiglich y, so ist
das AWP auf ganz [xo, xo + a| eindeutig losbar. Entsprechendes gilt fiir einen Streifen links
von .
(Eigentlich wird nur eine lokale Lipschitzbedingung und die Abschatzung |f(x,y)| < My+Ll|y|
benutzt.)

¢) Ist G = R x R™, und erfillt f eine Lipschitzbedingung beziglich y, so ist das AWP auf
ganz R eindeutig l6sbar. Entsprechendes gilt fir den Halbraum R X [zg, 00) bzw. R X (—o0, xo).
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Beweis. Wegen |y'(z)| < M st68t die Losung frithestens bei zo+a oder 2o+ - an den Rand
von G, je nachdem, welches der kleinere Wert ist. Mit Teil b) des Satzes von Picard-Lindel6f
folgt so die Behauptung.

b) Mit My := max {|f(z,0)| : zo0 <z < ¢+ a} gilt
|f(z.y)| < Mo+ Llyl.

Fir g(x) := /1 + |y(x)|? ergibt sich

§(@) = ——(y(x),y' (1)) < g({b)\yw N y(@).

Aufgrund der Lipschitzbedingung mit Konnstanten L > 0 gilt offenbar
1
@!y(l‘)! f (@ y(e)] < [f (@ y(2))] < Mo+ Lly(z)| < Cig(x),

wobei () eine geeignete Konstante ist (etwa L 4+ M;). Daraus folgt
ly(2)] < g(z) < Coe™?
in dem Bereich, in dem y existiert. Also kann die Losung den Rand des Streifens frithestens

bei ¢ + a erreichen.

c¢) Dies folgt aus b), da die Losung auf jedem Streifen rechts von z existiert. [

Vollig analoge Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir AWP von Systemen k-ter Ordnung
y(k) :f<x7y7y/7"‘7y(k71)>7 y(])(‘rO) :y_g)eRm fﬁrj:()?]‘?”?k_]"

mity : I — R™, f: G — R™ G C R x R¥" offen, folgen aus den obigen Resultaten,
wenn man benutzt, dass dieses AWP &quivalent is zum AWP erster Ordnung fir YV =
(y07y17 s 7yk71):

Y'= f(2,Y), Y(zo) = (40,405 Y1)
wobei f : G — R™+™ definiert ist durch:
Yo
Y1
flz,Y) = :
Yk
f(@, g0, Yr—1)

2.3. Lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung. In diesem Abschnitt
betrachten wir Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

y =A(x)y+b(z) (xeJCR),
mit einem beliebigen Intervall J C R und stetigen Funktionen

A J S R™™ b ] 5 R™
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Gesucht sind also stetig differenzierbare Losungen
y=(y1, . Ym) : J = R™
Ausfiihrlich geschrieben lautet das Differentialgleichungssystem:

Zalk r) + bi(x),
Za% 7) + by(x),

Z e (2) Yk () + by (),

bzw. abgekiirzt

Za]k z)+bj(x) fuirj=1,....m
Wir betrachten zunachst den allgemelnen Fall, in welchem A(-) tatsichlich von = abhingt
und untersuchen dann den Fall, in dem A(-) konstant ist (konstante Koeffizienten).
Satz 2.3.1. Seixg € J, y° € R™. Dann ist das AWP

y = Ax)y +b(z), ylwo) =y’
in ganz J eindeutig l6sbar.
Beweis. Wir zeigen: Ist Jy ein kompaktes Teilintervall von J und

Go:={(z,y) e RxR":z € Jy} CG:={(zr,y) e RxR™:z € J},

so erfiillt die rechte Seite

f2,y) = Alz)y + b(z)
in G eine Lipschitzbedingung bzgl y (und dann f auch in G eine lokal Lipschitzbedingung).
Es gilt:

[f(z,y) = f(, 9)| = [A(z)(y — )|

Nun verwenden wir die Komponentenweise Abschétzung:

LM@@—@M=(§f

(i(iam %%)jm.

m

Z yk - yk)

k=1

IN

Mit
L/ = maX{|Cij(.’L')’ o1 S j,k S m, x € J()}
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folgt:

NE

. o\ 1/2
Fla) — Fw )l < I ( (St ) )

J

<L (f: <m;§1 |y — @k|2>> "

J=1

m 1/2
=mlL' (Z Yk — ﬂkl2> =mL'|y — 7|

k=1

Aus Satz Theorem 2.2.7 b) folgt, dass das AWP auf ganz .Jy eindeutig losbar ist. Da J; ein
beliebiges kompaktes Teilintervall von J ist, folgt damit die Behauptung.
|

Es folgen nun einige Resultate fiir das homogene System.
Satz 2.3.2. Das R™ ™ -wertige AWP
Y'=A(x)Y, Y(x)=E,
besitzt fiir jedes xog € J genau eine Losung Y : J — R™ ™. Fiir jedes yo € R™ ist
y(z) ==Y (x)yo
die eindeutig bestimmte Losung des AWP
y =A@y, y(xo) = yo.

Die Matriz—Funktion Y (-) heifit die Losungsmatrix des Systems zum Anfangspunkt xq. Fir
jedes x € J ist Y (x) invertierbar.

Beweis. Fiir jedes j € {1,...,m} sei y;(-) die (eindeutig bestimmte) Losung des AWP
Z/; = A(x)y;, yi(wo) = ¢e; = (. .. ,5mj)t-
Dann erfiillt die Matrix Y'(x) gegeben durch die Spalten y;(x), also
V(@)= (n(@) 1) ... ym(2)),

das Gewiinschte. Zur Invertierbarkeit: Angenommen, Y (x;) wéare nicht invertierbar fiir ein
x1 € J. Dann gibt es ein yo € R™ \ {0} mit

Y (21)yo = 0.
Die Losung des Anfangswertproblems
y' = A(z)y, yl(zo) = o

erfillt also bei z; die Anfangsbedingung y(z1) = 0 und ist somit (nach dem Eindeutigkeits-
satz) identisch gleich Null, im Widerspruch zu y(z¢) = yo # 0. [
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Die Losungsmatrix ermdglichst es also, sich nur auf Anfangspunkte ¢ zu beschranken: Alle
Anfangswertprobleme der Art y(z) = 3° werden dann einfach durch Multiplikation mit
der Losungsmatrix mit y° gelost.

Lemma 2.3.3. Sei Y : J — R"™*™ stetig differenzierbar und Y (x) invertierbar fir alle
x € J. Dann ist Z(-) :=Y ()7 in J stetig differenzierbar mit

7Z'(z) = —Z(x)Y'(2)Z(z) = =Y (2)"'Y'(2)Y (z) .
3
Beweis. Wir beweisen zunéchst die Stetigkeit von Z : J — C™*™. Nach der Cramerschen
Regel hat jedes Matrixelement von Z(-) die Form:
(det Y(-))™' x {Polynom in den Matrixelementen von Y (-)}.

Also ist jedes Matrixelement von Z(-), und somit Z(-) selbst, stetig.
Damit folgt auch leicht die Differenzierbarkeit und die Formel fiir die Ableitung:

}lg%Z(x%—h})L—Z(x) :}ILiLI%)Z(I—kh)-Y(x)_Z(x_I_h) ()

= —Z(x)Y'(x)Z(2).

[
Korollar 2.3.4. Ist Y(-) die Lisungsmatriz von y' = A(x)y zum Anfangspunkt xq, so ist

(Y(-)™1)! die Losungsmatriz des transponierten Systems y' = —A(x)'y zum Anfangspunkt
xo. Dabei ist A die zu A transponierte Matriaz*
Beweis. Sei wieder Z(-) := Y (-)~!. Dann gilt:

(Z@)) = Z(x) = (~2(@)Y"(@)2(2))’

— (—Z@A@Y (@) 2() = (~Z(@)A@))" = —A@) Z(z)".
Auflerdem gilt

Z(zo) = (Y(zo) ") = E' = E.
|

Fiir das homogene System 1. Ordnung y' = A(z)y heifit ein System von m Funktionen

2o 0 2™ T — R™ ein Fundamentalsystem dieser DGL, falls folgende beiden Bedingungen

erfillt sind:

e die Funktionen 2!, ..., 2™ sind Losungen der Differentialgleichung,

3Man vergleiche die obige Formel mit der Formel fiir die Ableitung der Inversen einer reellwertigen

Funktion (%)’(m) = —é’égg

4es gilt offenbar

(AB)! = B'A",  A'(z)' = (A(x)").
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e die Funktionen z',..., 2™ sind punktweise linear unabhéngig in J, d.h. aus
> ¢ () =0 firallexeJ
j=1

folgt ¢; =0 fir j =1,...,m.

Lemma 2.3.5. Lisungen z',... 2™ vony' = A(x)y bilden genau dann ein Fundamental-
system dieser DGL, wenn ein x* € J existiert, so dass die Vektoren 2'(z*),...,z"(z*) in
R™ linear unabhdangig sind.

Beweis. Ubung.
|

Satz 2.3.6. Sei z',... 2™ ein Fundamentalsystem von y' = A(z)y und sei Z(x) die Matriz
mit den Spalten

7 = (zl 22 ... zm).
Dann ist Z(x) fir jedes x € J invertierbar und es gilt
Z(x) =Y (x)Z(x0), Y(x) = Z(x)Z(x0) ",

wobei Y () die Losungsmatriz zum Anfangspunkt o ist.
Beweis. Es gilt offenbar (wie fiir jede Losung der DGL)

2 (x) =Y (1) (),
woraus sofort die erste Gleichung folgt.

Z(x) =Y (x)Z ().

Da z',..., 2™ ein Fundamentalsystem ist, ist die Matrix Z(x) invertierbar fiir jedes x € J.
Multiplikation der eben bewiesenen Identitéit mit Z(zo)~! von rechts ergibt

Z(x)Z (o)™ =Y (2),
die zweite gewiinschte Gleichung. |

Fundamentalsysteme erlauben es also sogar, die DGL komplett entkoppelt von Anfangs-
wertaufaufgaben zu untersuchen: Man erhélt so alle Losungsmatrizen und somit die Losungen
alle Anfangswertaufgaben! Tatséchlich sagt der obige Satz, dass die Kenntnis der Losungs-
matrix zu einem Anfangspunkt dquivalent zur Kenntnis eines Fundamentalsystems und
somit aller Losungsmatrizen ist.

Wir erhalten folgende Struktur des Losungsraumes von Systemen von homogenen DGLs:
Korollar 2.3.7. Sei 2t ..., 2™ ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y und sei Z(x) die
Matrixz mit den Spalten

7 = (21 22 ... zm).
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Dann ist jede Losung y(-) dieser DGL eine Linearkombination der Funktionen 2%, ... z™.
Genauer: Fir alle x € J gilt

t .

y(@) =Y (2)y(0) = Z(x)Z(x0) 'y(z0) = Z(x) | : | = > _t;2'(x)

tm =
wobei xq beliebig und t; die j-te Komponente von Z(xq) ty(zo) ist. Die Menge der Losungen
bildet also einen m-dimensionalen Vektorraum tber R. Jedes Fundamentalsystem ist eine
Basis dieses Raumes.

Wir betrachten nun wieder inhomogene Systeme:

Satz 2.3.8. Sei 2',..., 2™ ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung y' = A(x)y,
und sei § eine beliebige Losung des inhomogenen Systems y' = A(x)y + b(x). Dann hat jede
Léosung g(-) des inhomogenen Systems die Gestalt

y(x) =g(z) + Z c;zi(x), mit geeigneten c; € R, fiir alle x € J.

Genauer gilt

(19) (@) = §(x) + Z(2)Z(x0) " (§(wo) — §(20)) fiir alle x € J,
Z(x

wobei xq beliebig und ) die Matriz mit den Spalten

7 = (21 22 .. zm)
18t.

Beweis. Da Z(z)Z(x)~" die Losungsmatrix des homogenen Systems ist, ist klar, dass die
rechte Seite w(z) von (19) die inhomogene Gleichung 16st. Weiter gilt:

w(xo) = §(xo) + Z(x0)Z (o)~ (§(0) — §(0)) = y(o),
d. h., wegen des Eindeutigkeitsatzes gilt w = . Da
Z(x)Z (o)~ (§(20) — §(0))
eine Linearkombination der z!,..., 2™ ist, ist damit alles gezeigt. [ |

Konkret lassen sich die Losungen von Anfangswertaufgaben bei Kenntnis der Losungsmatrix
wie folgt berechnen:

Satz 2.3.9. Die eindeutig bestimmte Lisung y(-) des Anfangswertproblems

y = A(x)y +b(z), ylwo) =y’
ist gegeben durch

y(a) =Y (@)yo +Y (@) [ Y () bi0)

z0

wobei Y (+) die Losungsmatriz des homogenen Systems zum Anfangspunkt xq ist.
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Beweis. Es gilt offenbar

Z0

(o) = Y(ao)y + ¥ (@) [V (OBt dt =Y (@o)y + Y (o) -0 = 3"

Auflerdem, )
y(x) = ;i(yﬂﬂyo+}XxXAjY@)*b@ﬁﬁ)
Y () +Y%)/WY()b(ﬁ%+Y@ﬁiZ<L

V(e (y+/ >+Y@W@rw@

Aw)y (y+/ (t)dt) + b(a)

A(x)y(x) + b(x),
da Y'(z) = A(x)Y (z) gilt. |

T

Y@lmwﬁ)

0

Im Allgemeinen ist es schwierig, eine Losungsmatrix zu ermitteln. Einfacher ist es, sich den
Fall einer konstanten Matrix A € R™*™ anzusehen. In der Ubung wird bewiesen, dass fir
fixiertes o € R die Matrixreihe

exp((z — xg)A) = i

lokal gleichméBig in x € R gegen die Losungsmatrix Y (z) von 3y’ = Ay zum Startpunkt xg
konvergiert. Wie im reellen Fall beweist man, dass im Falle von kommutierenden Matrizen
die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion gilt; insbesondere sind Matrixexponentiale
stets invertierbar und es gilt

exp((x — x9)A) = exp(zA) exp(—xpA),

d.h. die Spalten von exp(zA) bilden ein Fundamenalsystem.

Zur Berechnung von exp(zA):

Es sei daran erinnert, dass A genau dann diagonalisierbar ist, wenn es eine Basis v!, ..., v™ €
R™ aus Eigenvektoren von A gibt (dies ist erfiillt, z.B. wenn A = A’ oder wenn es m viele

voneinander verschiedene Eigenwerte von A gib). Ist dann M € R™ dadurch definiert, dass
die i-te Spalte von M durch v; gegeben ist, so ist M invertierbar und es gilt

A1
M~YAM =
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mit Ay,..., A\, € C den Eigenwerten von A. Es gilt
M
Al =M M1

also
A1z

exp(zA) = M M

eAmx

Im diagonalisierbaren Fall ist eine Fundamentalmatrix (also eine Matrix deren Zeilen ein
Fundamentalsystem bilden) leicht zu ermitteln. Ist A symmetrisch und sind die v; sogar
eine Orthonormalbasis, so ist M sogar unitér, also M ~! = M* (transponieren und Eintrige
komplex konjugieren).

Beispiel 2.3.10. Wir wahlen die symmetrische Matrix

2 00
A=10 2 1
01 2

Das charakteristische Polynom ist (Entwickeln nach erster Spalte)

2-A 0 0 sy 1
det| 0 2-x 1 :(2—)\)det< : 2_0:(2-@((2-»?-1)
0 1 2\

=2-NB-4A=-2)=2-N)AN-1(A-23).

und man erhélt so die Eigenwerte \; = j, j = 1,2, 3.
Zum ersten Eigenwert:

1 00
01 1]v=0,
011

also

was zum Eigenvektor v! = (0, —1,1)" fiihrt.
Zum zweiten Eigenwert:
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was zum Eigenvektor v = (1,0, 0)¢ fiihrt.
Zum dritten Eigenwert:
-1 0 0
0 -1 1 Jv=0,
0o 1 -1
was zum Eigenvektor v* = (0, 1,1)* fiihrt.
Eigenvektoren zu verschieden Eigenwerten einer symmetrischen Matrix sind orthogonal.
Normiert man diese Vektoren so bekommt man die ONB aus Eigenvektoren

= (0,-1/v2,1/v2)", w?=(1,0,0)", w®=(0,1/V2,1/v2)".
Die Inverse der unitaren Matrix
0 1 0
M:=|-1/v/2 0 1/V2
1/vV2 0 1/V2

ist somit
~1 /\/‘ 1 /\/‘
M=M= 1
0 1 /\F 1 /\f
also
0 1 e” 0 —1/vV2 1/V2
exp(zA) = | -1/v/2 0 1/f e 1 0 0
1/vV/2 0 1/V2 e ) \0 1/vV/2 1/V2
e 0 0
_ T 3x
o “+e e’ +e
- 2 2
2 2
Damit ist die Losung des AWP ¢ = Ay, y(xg) = y° € R? gegeben durch
62(x—:r;0) 0 0
0 e(m—xg) + e3(x—:ro) _6(:p—mo) + 63(3:—10)
y(x) = exp((z — m9)A)y’ = 9 5 Y.
0 _e(xf:po) + 63@710) 6(.’17751?0) + 63(:1:7:1:0)
2 2

2.4. Lineare DGLs m-ter Ordnung. Eine lineare (explizite, skalare) Differentialgleichung
der Ordnung k hat die Gestalt
k—1
y* = ag(x)y + ar(@)y + - + a1 @)y 4 b(x) = Y a;(2)y + b(x),
5=0
mit stetigen Koeffizientenfunktionen a; : J/ — R und einer stetigen Inhomogenitét (oder
Storterm) b : J — R, definiert auf einem Intervall J C R. Ist b = 0, so heifit die DGL
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nattrlich homogen.
Zunachst ist die Existenz- und Eindeutigkeitstheorie aquivalent zu der Theorie des vergan-
genen Abschnitts von linearen Systemen erster Ordnung: Mit der vektorwertigen Funktion

y’(x) y(x)
y'(x) y'(x)
o= | 2 =
v () y* V(@)
ist die DGL aquivalent zum System erster Ordnung
(") =y,
<gl)/ — g27
(gk—2>/ _ yk—l’

it 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Alz) = , b(x) =
0 0 .. 0 1 0
ap(z) ai(z) ... ... ax_1(x) b(x)

Zu jedem x( € J existiert eine eindeutig bestimmte Losungsmatrix Y(-), definiert als die
eindeutige Losung des Matrix-Anfangswertproblems

AWP: Y'=A(2)Y, Y(x) = Ek.
Mit dieser Losungsmatrix Y'(+) ist dann fiir jedes Anfangswertproblem
AWP: ¢ = A(z)y +b(x), y(zo) =y € R

die eindeutig bestimmte Losung gegeben durch
g@yzymw@+yay/xqw4mwa.
o

Durch Betrachtung der ersten Komponente erhalten wir direkt:
Satz 2.4.1. Seixg € J und 4°,...,y*"1 € R. Dann hat das Anfangswertproblem

y® = ag(z)y + a1 (2)y + - + a1 (2)y*Y 4+ b(z),

y(zo) =% Y(xo)=y', ..., yF D (m) =y

auf J genau Lisung.
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Losungen z',...,2F : J — R der homogenen DGL
y® = ag(@)y + a1 (2)y' + ... + @ (2)y*Y,
heiflen analog zu oben ein Fundamentalsystem, wenn
k
aus cq,...,c; € Rund chzj(x) =0firallex e Jfolgtcy=...=¢, =0.
j=1

Dies dquivalent dazu, dass {z',..., 2"} mit

o= (#,(), . () D)

ein Fundamentalsystem des homogenen Systems y' = A(x)y ist, wobei A(z) wie oben
definiert ist. Es gilt ndmlich:

k
> ¢ (x) =0 firallexeJ
j=1
genau dann, wenn

¢; () (x) =0 firallex e Jundie{0,...,k—1}

k
=1

J

gilt.
Satz 2.4.2. Ist z', ..., 2" ein Fundamentalsystem von
(20) y® = ag(x)y + ...+ ap_r (2)y*Y,

so ist jede Liosung dieser Gleichung eindeutig darstellbar als R-Linearkombination von

2l ..., 2%. Die Menge der Lésungen einer homogenen linearen DGL k-ter Ordnung bildet

also einen k-dimensionalen R-Vektorraum.

Beweis. Da
Z::(gl 22 ... ék)

ein Fundamentalsystem von y' = A(x)y ist, ist jede Losung dieses Systems erster Ordnung
eine eindeutige Linearkombination der Spalten von Z. Damit ist jede Losung von (20) eine
cindeutige R-Linearkombination von 2!, ..., z*. [

Fiir £ — 1 mal stetig differenzierbare Funktionen z',... 2" : J — R ist die Wronski-
Determinante definiert durch

Wiz, ...,z 2) = det : : . :
D) (D) e ()

Fiir diese Wronski-Determinante gilt:
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Satz 2.4.3. Seien 2',..., 2" Losungen der homogenen Differenzialgleichung n-ter Ordnung
y ¥ = ag(z)y + ...+ a1 (2)y* Y, ze
und W(x) := W (24, ..., 2% x). Dann gilt

W(z) = W(xzo) exp </: ag—1(s) ds> fir alle xg,xz € J .

Auferdem sind folgenden Aussagen dquivalent:
(i) {z',..., 2%} ist ein Fundamentalsystem,
(ii) W(zx) # 0 fir ein x € J,
(iii) W(z) # 0 fir alle x € J.

Beweis. Aus der (gewohnlichen) Produktregel und der Leibnizschen Formel ergibt sich, dass
die Ableitung einer Determinanten Funktion z +— det(A(x)) gegeben ist als

(d/dx)det(A Z det(A

wobei A;(-) die Matrix bezeichnet, deren j-te Ze1le durch die Ableitung der j-ten Zeile von
A(-) gegeben ist, und die anderen Zeilen gleich den anderen Zeilen von A(-) sind. Das liefert
in diesem Fall

2H(x) 22(x) e 2F(x)
(z1)' () () (x) - (=) (@)
W'(z) = det : : : 7
D) (D) e (YD)
8@ W@ o ()P()

denn alle anderen Summanden verschwinden, da die entsprechenden Matrizen jeweils zwei
identische Zeilen enthalten. In der letzten Zeile kann man nun aufgrund der Differentialglei-
chung ersetzen:

(=) (2) = ao(@)2’ () + ar(2) (=) (2) + - + ap-a (@) () D ().

Aufgrund der Linearitat (beziiglich der Zeilen) der Determinante ist also die obige Determi-
nante gleich einer Summe von Determinanten, in der wieder nur ein Summand tiberlebt,
und man erhalt

W'(z) = det : : = ap_1(x)W(x).
() 2) (=4) 52 (2)
ap-1(2)(2) V(@) o apa(@)(24) 0V (@)

Daraus folgt die behauptete Formel durch Integration. Diese Formel liefert auch die Aqui-
valenz von (ii) und (iii).
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(i) = (ii): Wenn (ii) nicht gilt, gibt es ein zy € J und ¢y, ...,¢, € R mit (c1,...,¢) #
(0,...,0) und

k
Zc]zj()ato =0 firi=0,...,k—1.
j=1

Dann ist aber y(z) := ¥, ¢;(2/)?(x) die Lésung des homogenen Anfangswertproblems

mit Anfangspunkt z, und Anfangswerten y(zo) = 9/ (w0) = --- = y*Y(z0) = 0, also
y(-) = 0. Das heifit aber, dass 2! 2* linear abhangig ist, im Widerspruch zu (i).
(ii) = (i): Wenn (i) nicht gilt, glbt es cl, ooy € Rmit (eq,...,¢) #(0,...,0) und

J —
chz =

Dann ist aber auch

k
ch(zj)(i)(-) =0 firallei=0,...,k—1,
=1

J
und somit W (-) = 0, im Widerspruch zu (ii).

Damit haben wir alle Vorbereitungen, um auch die inhomogene Gleichung zu losen:
Satz 2.4.4. Sei 2%, ..., 2" ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung

W(z) = W(2L,..., 2% ) die Wronski-Determinante,

ZL(t) .. zk(t)
FEDZTE | yea L eneng
Ma) e 2F(z).

Dann ist

y(z) = / " Kz, )b(t) dt

0
die (eindeutig bestimmte) Losung der inhomogenen Gleichung

y(k) _ ao(x)y et ak_l(x)y(k‘l) + b(:zc)

mit den Anfangswerten

y(zo) =y (w9) = -+ = y* D (m) = 0.

Die Losung zu beliebigen Anfangswerten

y(ro) = 9", ..., yF D (wg) = ¢y
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erhdlt man durch Addition der Lésung der homogenen Gleichung (Linearkombination der
27), die diese Anfangsbedingungen erfillt.

Beweis. Die gesuchte Losung y(-) ist die erste Komponente der Losung y(-) des zugehorigen
Systems,

y@) = (Y@ [ Y@ b ) |

0 1
siehe Betrachtungen vor Satz 2.4.1. Sei Z die Matrix, deren j-te Spalte gegeben ist durch

(zj (7). .. (zj)(’“_l))T :

Dann gilt fiir die Losungsmatrix

also
() = Z(@)Z(w0)™" [ 20 Z(0)7b(e) dt = Z(x) [ 27 b(e)
Fiir den Vektor Z(t)~'b(t) gilt nach der Cramer’schen Regel,
21(t) e ZHt) 0 ZH(t) e 28 (1)
. e EEE 0 Y e )
(Z(t)~b(t)); = det E ‘ : : : ' :
PO e @i o

()EDE) e (FNEDE) b (AN (R

R (e ORI 0
_ (_1)k+jvl‘)/%det (Z ) (t) (z :) (t) (2 :) (t) (Zk) (t)
(D) - FHED @R e )
Damit folgt
(20) 200 'b0)n = 3 (0) (Z(0) b)) = 3 o) (1) ok et

und mit erneuter Anwendung des Entwicklungssatzes
= K(z,t)b(t).

Integration von z( bis x liefert die Behauptung.
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2.5. Fundamentalsysteme im Falle konstanter Koeffizienten. Im Fall konstanter
Koeffizienten ist es relativ leicht, ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung explizit
anzugeben:

Sei L der Differentialoperator

(k) (k=1)

Ly =y"™ —ay_1y — o —ay —apy

mit Konstanten aq, ..., a,_1 € R. Wir interessieren uns fiir Losungen der homogenen DGL
Ly = 0. Wir machen hierzu den Loésungsansatz

y(x) = e, NeR.
Einsetzen dieses Ansatzes in die Differentialgleichung liefert nach einer einfachen Rechnung
0= L(e™) = p(\)e™,
mit dem charakteristischen Polynom
p(N) =M —aqp A — g\ — a.

Wie man leicht nachrechnet, gilt auch

- 1 o --- 0 0

0O —Xx 1 - 0 0
p(A) = (=1 det |+ 10 :

0 0O 0 -+ =X 1

apg @ Qg - Qg A1 — A

Es ist y(x) = e’ genau dann eine Losung der DGL, wenn X eine Nullstelle von p(+) ist. Es
ist allerdings noch zu beachten, dass solche Nullstellen i.A. komplex sind (siche unten zu
findende Bemerkung). Es gilt zunéchst:

Satz 2.5.1. Seien \i,..., A\, € C (!) die verschiedenen Nullstellen von p(-) mit Vielfach-
heiten vy, ..., Vpy, d.h. 37, v; = k nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Dann ist ein
komplexes Fundamentalsystem der Differentialgleichung Ly = 0 gegeben durch

Ajx

et e

vi—1_Ajx

L, e firj=1,...,m.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Wenn ), eine v-fache Nullstelle von p(+) ist, dann sind

Aox AT

Mor petor L grTletor

Losungen der Differentialgleichung. Sei zuniichst A beliebig. Aus der Gleichung L(e**) =

p(\)e* folgt durch j-malige Differentiation nach \,
, o 04 o
J AT\ IAEPY 2 A Az 2 Az
L(z’e )L<8)\j€ > 78)\3'[/(6 )78)&' (p()\)e )

Mit der Produktregel:

(fg)© = Z]: @) FOG-0 = ;;j (p(V)e) = z]: (é) PNz ~te,
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Ist Ag eine v-fache Nullstelle von p, also p(A) = (A — Xg)”po(A), so ist
pPN) =0 firl=0,...,v—1,
und somit
L(xje’\oz) =0 firj=0,...,v—1.

Es bleibt die lineare Unabhangigkeit der im Satz angegebenen Losungen zu beweisen. Dazu
nehmen wir an, dass gilt

m v
Z Vj Z cjgxg_le)‘fx =0 fir alle x.
j=1 =1
Es ist zu zeigen, dass dann alle ¢;, verschwinden.
Wir fithren diesen Beweis durch Induktion nach m.
Induktionsanfang m = 1: Aufgrund der Annahme gilt dann

V1
Z coxtleM® =0 fir alle z,
=1

also

Vi
Z coxt™ 1 =0 fur alle .
(=1

Das ist aber nur moglich, wenn alle ¢, verschwinden (da nur das Nullpolynom fir alle x
verschwindet).

Induktionsschritt m — m + 1:

Die Induktionsannahme — Giltigkeit der Behauptung fiir m verschiedene Nullstellen — kann
wie folgt formuliert werden: Sind ¢;(-) Polynome vom Grad < v; mit

> gi(z)eNT =0 fiir alle x,
j=1

sogilt ¢j(z) =0fiar j=1,...,m.
Aufgrund der obigen Annahme gilt mit geeigneten Polynomen p;(-) vom Grad < v;

m—+1
> pi(x)ed =0 fiir alle .
j=1

Multiplikation mit e *»+1% liefert
S pj(w)e AT = —p L (x) i alle .
j=1

Differenziert man diese Gleichung v,,,,1 4 1-mal, so wird die rechte Seite Null. Mit Polynomen
P;(-) vom gleichen Grad wie p;(-) (wobei das Nullpolynom vereinbarungsgeméafl den Grad
—1 hat), gilt dann

> Pj(z)e AT — (0 fiir alle .

J=1
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Die Induktionsannahme liefert dann P;(-) = 0 (d.h. P; =0) fir j = 1,...,m. Da die p,
den gleichen Grad wie P; haben, folgt daraus p;(-) = 0 fir j = 1,...,m und mit obiger

Gleichung auch p,,41(-) = 0.
[
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