Antwort 1
Gegeben sei die Ungleichung:
o' (t) <v(t)u(t) +w(t), fiirallet e J=a,b].
Multipliziere beide Seiten mit dem integrierenden Faktor e~ J&v(o)ds,
e~ Ja sy (1) —p(t)e o V(1) < e Ja v sy(t).
Die linke Seite entspricht der Ableitung eines Produkts:

4

—fatv(s)ds < —f(: v(s)ds
p (e u(t)) <e w(t).

Integriere iber das Intervall [a, ¢]:
t t s
e Ja vy (1) — u(a) < / e~ Ja vy () ds.
Multipliziere beide Seiten mit ela v(s)ds,

t
u(t) < u(a)ef; vis)ds 4 / ela v(r)dr=[7 v(ndroy(s) ds.

a

Vereinfache die Exponenten im Integral:

/atv(r)dr - /asv(r)dr = /S75 v(r)dr.

Damit ergibt sich die gewiinschte Ungleichung:
t t t
u(t) < u(a)els V)% 4 / el vy (s) ds.

Antwort 2.

Seien y(z), z(x) zwei Losungen. Da beide stetig sind, sind ihre Bilder
y([zo, zo + «]) und z([zo, xo + o) kompakt. Definiere die kompakten Mengen:
K := [z, 20 + a] X y([zg, 0 + ])

Ky := [z, 20 + a] X 2([z0, x0 + @)

Die Vereinigung K := K; U K5 bleibt kompakt. Nach Voraussetzung existiert
eine Lipschitz-Konstante L > 0 mit:

|f(x,y) — f(z,2)] < Lly— 2| ¥Y(x,y), (z,2) € K.



2. Eindeutigkeit auf [z(, 20 + o]

Definiere die Differenzfunktion:

Deren Ableitung erfiillt:

u'(2) = 2(y(z) — 2(2))(f (z,y(x)) = f(2,2(2))) < Lly() — 2(2)|* = Lu(x)
Gronwall-Lemma angewandt auf «'(z) — Lu(z) < 0 liefert:

L(z—zg)

’LL(CL') < u(xo)e =0 = y=z auf [.’Eo,xo =+ a},

3. Eindeutigkeit auf [z — «, 2]

Definiere fiir ¢ € [xg — «, g]:
%VZ: 2£C0 —t

gt) = y(t), Z(D) = 2(t)

f(2,€) == —f(2x0 — 1,€)

Analog zum rechten Intervall definieren wir:
K = [0, 2o + & X Y([xo, zo + &)

IN(Q = [20, w0 + ] X Z([x0, 0 + )

Diese sind kompakt als stetige Bilder von [zg, 29 + «].
Da f auf K Lipschitz ist, gilt fiir f:
1F(E.&1) = F(E.&)| = |£(220 — 1,&1) — £(220 — ,&)| < LI&1 — &

Die urspriingliche DGL transformiert sich zu:

W FE0), ) = yleo)

Definiere %(t) := |(t) — Z(¢)|?. Wie im rechten Intervall:
U(E) < wo)e ) = 0 (da @(zo) = [y(wo) — 2(wo)|* = 0)
Fiir t € [zg — o, xo] folgt:

y(t) = y(2wo — 1) = 2(2x0 — t) = 2(1)



Antwort 3
Gegeben ist die Differentialgleichung:

xe™y + 22 + ye™¥ = 0.
Wir definieren die Funktionen h(z,y) und g(z,y) wie folgt:

h(z,y) = xe*¥, he(z,y) = €™ + xye®,
g(z,y) = 2ax+ye™, gy(z,y)=e"Y +xye™.

Da hy(z,y) = gy(z,y) gilt, ist die Differentialgleichung exakt.
Somit lasst sich Satz 2.1.9 hier anwenden:

1 1
Fleg) =y [ hltsty)dt+o [ glea.ty)ds
0 0

h(tx,ty) = tzel Y, g(tx, ty) = 2tx + tyet2ry

1 1
/ h(tz, ty) dt = / trel ™Y dt
0 0

Sei u = t2xy, du = 2txy dt:

1 oy
- 1
1 1 1o, ey 1
/g(tx,ty)dt:Zx/ tdt+y/ te! TV dt = x +
0 0 0 2z
F(x,y)=y<e 5 >+x<x+e2x >=x2+e“’—1

F(z,y) =a2>+e =C
1
= —In(C — 2?
y=_in(C—27)
wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist. Dies ist die allgemeine Losung der
gegebenen exakten Differentialgleichung.
Antwort 4

Gegeben ist die Differentialgleichung:

1
xyy’ + 5(:1:3/2 +9%) =0.
Definiere die Funktionen:
h(xay) = 2y, hz(x,y) =Y,



Da hy(z,y) =y # (x + 1)y = g,(z,y), ist die Gleichung nicht exakt.

Berechne:
gy—he _(@+ly—y _ay _,

h Ty Ty

Da dies nur von z abhéngt, ist der integrierende Faktor:

M(z) = el 1o = ¢,
Multiplikation mit M (x) ergibt:
x, /! 1 2 x
zyey +§(33+1)y e’ =0.
Nun gilt fiir die neuen Koeffizienten:

) 1
hiw,y) =wye”,  gla,y) = 5z + Dy’e”

1

1
F(z,y) :y/ h(tz,ty) dter/ g(tx, ty)dt
0 0

h(tz,ty) = t2zye!®
1 1
/ h(tz,ty) dt = my/ t2et® dt
0 0
t2 tx 2 tx
xy/t%“%tzxy( ¢ —/ ¢ dt)
x T
= yt?el® — Qy/temdt
t tx tx
_2y/temdt: _Qy( ¢ —/edt)
T x
tetm eth
= —2 _—
(5 -%)
1 tx tx 1
~ t
/ h(tx, ty)dt = {ytzem — 2y ( c 62)]
0 X X 0

- e’ e 2y
=ye' -2yl —— — -
x

z  z2
~ 1 2,2 tx
g(tz,ty) = i(tx + Dt“y“e

2

1 1
/ Glta, ty)dt = y—/ (tz + 1)t2e' dt
0 2 0



% 1 1
== <x/ t3emdt+/ t%“dt)
2 0 0
1 2 tx 1
t 2
/ etrdgt =S 2 / tetedt
0 € T Jo
_ t2€tx 2 tet:c etm
Tz z\ =z 2
1 2 2 2
— T _ — _
- (x 2 x3> x3
1 3 tx 1
t 3
/ Betrdr = L5 _ 7/ 2etrdt
0 €z T Jo
—¢ r  x?2  x3 ¢ 4

F(z,y) = zy’e”

Nl

-z _
y=ce 2z

wobei C' eine beliebige reelle Konstante ist. Dies ist die allgemeine Losung
der gegebenen exakten Differentialgleichung.



