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Aufgabe 1

Sei M ⊂ Rl eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand und seien

ϕ̃ = (x1, . . . , xm) : Ũ → Ṽ , ψ̃ = (y1, . . . , ym) : W̃ → X̃

zwei Karten um a ∈M . Dann gilt

∂

∂xi
(a) =

m∑
α=1

∂i(ψ̃ ◦ ϕ̃−1)α(ϕ̃(a))
∂

∂yα
(a),

wobei (ψ̃ ◦ ϕ̃−1)α die α-te Komponente der Abbildung ψ̃ ◦ ϕ̃−1 zwischen Teilmengen des Rm be-
zeichnet.

Aufgabe 2

Sei M ⊂ Rl eine glatte m-dimensionale UMF mit Rand. Beweisen Sie: M ist genau dann orientier-
bar, wenn ein Atlas ϕ̃i : Ũi → Ṽi, i ∈ I, von M existiert, sodass für alle i, j ∈ I mit Ũi ∩ Ũj ̸= ∅ die
Bedingung

det
(
(ϕ̃j ◦ ϕ̃−1

i )′(u)
)
> 0 für alle u ∈ ϕ̃i(Ũi ∩ Ũj)

erfüllt ist.

Aufgabe 3

Für Vektoren a1, . . . , am−1 ∈ Rm sei ihr Kreuzprodukt

a1 × · · · × am−1 ∈ Rm

definiert durch
⟨v, a1 × · · · × am−1⟩ := det(v, a1, . . . , am−1).

Beweisen Sie:
a) Der Vektor a1 × · · · × am−1 ist orthogonal zu jedem der ai.
b) Bezeichnet aij die i-te Komponene des Vektors aj und ej ∈ Rm den j-ten Einheitsvektor, so gilt

a1 × · · · × am−1 = det


e1 a11 · · · a1(m−1)

e2 a21 · · · a2(m−1)
...

...
. . .

...
em am1 · · · am(m−1)

 ,

wobei im rechten Ausdruck formal die Determinante nach der ersten Spalte entwickelt wird.
c) Die Zahl |a1 × · · · × am−1| ist gleich dem (m− 1)-dimensionalen Volumen des von a1, . . . , am−1

aufgespannten Parallelotops.


