Antwort 1. Sei M C R! eine glatte, orientierbare und zusammenhingende Unterman-
nigfaltigkeit mit Rand der Dimension m. Angenommen, M sei mit zwei Orientierungen
O; und Oy, versehen. Sei

A = {p € M |die beiden Orientierungen stimmen auf 7,,M iiberein} .
Da M orientierbar ist, existiert fiir jeden Punkt p € M eine Karte
¢;:U; — V; mit p e Uj, sodass ¢; = (xgj), .., 29)) beziiglich O; positiv orientiert ist.

Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit U; C Uy und Uy zusammenhéngend. Wegen
O, = Oy, hat die Determinante der Basiswechselmatrix 7'(p) von d_)(p) zu 9 e (p) eine
i J

positive Determinante.

Da q — det(T'(q)) stetig auf der zusammenhéngenden Menge U, ist, ist diese Funktion
iiberall auf U, positiv. Dies beweist U; € A und A ist offen.

Analog zeigt man, dass M \ A offen ist. Da M zusammenhéngend ist und sowohl A als
auch M \ A offen sind, folgt, dass entweder A = M oder A = () gilt. Das bedeutet, dass
zwei Orientierungen entweder auf jedem Tangentialraum iibereinstimmen oder sich auf
jedem Tangentialraum unterscheiden. Da jeder Tangentialraum 7, M genau zwei mogliche
Orientierungen zulasst, folgt daraus, dass M genau zwei verschiedene Orientierungsklassen
besitzt.

Antwort 2. Betrachten wir das Mobiusband M C R3, eine 2-dimensionale glatte
Untermannigfaltigkeit, welche das Bild der Abbildung
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Zunachst bestimmen wir die Tangentialvektoren, um den Normalenvektor zu berech-
nen:

ist, also gilt

B Sll’l(@) +¢ __cos(f) 52in(9/2) _ sin(0)2cos(0))
p®(0, 1) = cos(f) +t (—w + cos(6) 008(9/2)>
L cos(6/2)
und
cos(6/2) cos()
0,®(0,t) = | cos(0/2)sin(0)
sin(0/2)

Nun setzen wir t = 0 € [—1/2,1/2]. Dann ergeben sich die folgenden Tangentialvek-
toren an der Stelle ¢t = 0:

— sin(0) cos(6/2) cos()
0p®(0,0) = | cos(d) |, 0:P(A,0)= | cos(6/2)sin(0)
0 sin(0/2)



Man erkennt leicht, dass diese Vektoren orthogonal zueinander sind, d. h.
(0p®(6,0),0;9(0,0)) = 0.

Nun berechnen wir das Kreuzprodukt dieser Vektoren, um den Normalenvektor zu
erhalten:

cos(f) sin(0/2)
n(6,0) = 0p®(6,0) x 0,2(0,0) = —sin(#) sin(6/2)
— (sin®(0) cos(6/2) + cos*(8) cos(6/2))

Es ist einfach zu sehen, dass dieser Vektor Norm 1 hat, also ist er ein Einheitsnor-
malenvektor.

Um zu zeigen, dass das Mobiusband nicht orientierbar ist, gentigt es zu zeigen, dass der
Einheitsnormalenvektor beim einmaligen Umlaufen des Bandes (also bei der Variation von
6 von 0 bis 27) sein Vorzeichen wechselt, da dann kein stetiges Einheisnormalenvektorfeld
existieren kann. Es gilt:

n(0,0)=|( 0 |, n(2r0) =

_ O O

Daraus folgt:
n(0,0) = —n(27,0).

Antwort 3.a Es bezeichne Mult"(V*) den linearen Raum aller multilinearen Abbil-
dungen V" — R und sei
F : Mult"(V*) — Mult" (V™)

gegeben durch
1 .
Flw) = I Z sign(7) wy,

’ TEST
wobei

wr(ve, ..., v0) = w(vray, -« Vr))-

Diesen Projektor nennt man Alternator. Wir zeigen zunéichst F(w) alternierend ist, also
F o Mult” (V™) — A"(V™).

Seien also vy, ...,v, € V beliebig gewahlt und 1 <17 < j < r. Sei o € S, die Transposition,
die 7 und j vertauscht. Dann gilt:



F(w)(vr, ..oy Voo, Uy, Uy) = ] Z&gn T)wr(V1, .oy Voo, Uy e, Uy)
TGST

= ‘ Z 51gn wT ’UJ( )s ...,UJ(]'),...,Ug(i),...,vg(r))
TESr

= E SIEN(T) Wrog (V1, -+ -+ Vjy ooy Uiy o ey Uy)
TGST‘

— 'Z ) sign(o) sign(7) Wrog (U1, -+ -, Vjy ooy Vi o v, V)
TGST‘

== Z SIgN(7 0 0) Wroe (V1 - -, Vjy o vy Uiy oo, ).
’ TGST‘

Setzen wir jetzt m := 7 o 0, so konnen wir auch schreiben, da 5, eine Gruppe ist:

——Z&gn T wWe(V1, ., U, Ve 0p) = =F (W) (01,0, 05, gy, Ur).
TI'GST

Somit ist F(w) alternierend. Definiert man nun fiir f € Mult"(V*), g € Mult®(V*) die
Multilinearform f ® g € Mult""*(V*) durch

f@g(vr,... vms) = flor, .. .,00) - (Vg1 oo Vrts),
so gilt fir w € A"(V*), n € A5(V*),
wAn=C(r,s)F(w®n),
fir eine Konstante C(r, s) € N, also ist w A 7 alternierend.

Antwort 3.b
Sei w, n wie oben und sei p € A'(V*). Wir wollen zeigen, dass

(WA Ap=wAnAp).

Wir konstruieren zunachst eine kanonische Injektion

. Sr+s — ST+8+t7 o +— 0,

wobel
N o(x) falls1 <z <r+s,
o(x) =
T fallsr +s <z <r-+s+t.

Dann gilt: sign(o) = sign(o).
Es sei daran erinnert, dass

Wr (U1, .., 0n) = W(Vr)s - -5 Ur(n))-



Wir berechnen:

1 :
(WAN)Ap= s Z sign(7) (WA )2 (v, .o, Vpts) * o (Upisity - - oy Uptsit)
C T TESrtstt
1 . 1 .
= (IR Z sign(r) - Tl Z Sign (o) Wrog (V1, -+, Ur) * Nroo (Vpi1,
’ ’ ’TEST+5+15 ’ ’ JEST+5
C Hr (vr-l—s—f—l; e avr+s+t)-

o kann jetzt durch o ersetzt werden; in p ist es die Identitat, schadet also nichts.

1 : ~
(T + S)' gl Z Z Slgn(T © U) : wToa(Uh s 7UT) ' nTog(vr-‘rh s 7UT’+S)'

OESr 45 TESr4s+t
: Mro&(vr+s+1, e 7U7’+s+t)-

Setze nun 7 := 7oo. Dies dndert nichts an der Summe wegen der Gruppeneigenschaft
von Sy s

Uk

1 .
CERSIRERE Z Z sign(m) - wr(vr, .o, 0) NVt ooy Upgs) * fr(Upstts - - o5 Uppstt)-

0ESr45 TESr 45+t

Im hinteren Term kommt kein o mehr vor. Also konnen wir mit der Kardinalitat von
Sy1s multiplizieren:

(r+s)! :
ST Z sign(m) - wa(V1, o, V) Nr(Vps1y o ooy Urges) * M (Urdesids o oy Urgstt)
’ ) ’ S TESr st
1 .
= T Z sign(m) - wr(v1, .o, 0) NVt ooy Upgs) * fr(Upgstts - - o5 Uppstt)-
’ ’ ’ TESr4s+t
1 .
m Z Slgn(ﬂ-) . wT((,Ulv s ,Ur) : 777r(v7’+17 s avr—i—s) : “W(’U’I’-‘rs-‘rl? s 7vr+s+t)
’ ’ ’ TESr s+t

(r+s+t)!
R CFw@n @ p)(ves - Vrgsst)-

Antwort 3.c
Zu diesem Zweck definieren wir zunachst eine Permutation o € S, , die die ersten s

Elemente als Gesamtheit nach hinten schiebt, sodass die letzten r Elemente dann vorne

liegen. Die innere Ordnung der r Elemente soll dabei erhalten bleiben, ebenso die der s
Elemente.

Sei also
{x —s fallsx > s,
o(z) =
xr +1r sonst.

Dann gilt: sign(o) = (—1)".



1 :
(WAN) (1, .. Upps) = : Z sign(7) - wr(v1, -+ U) N (Vi1 o oo Upgs)

’ TEST+S

1 .
= Z sign(7) 9 (Vps1y e oy Upas) - We (U1, .00, 0p)

rl- sl
TGSr+s
1 .
= Z SIgN(7) * Nrog (V1 -+, Vs) * Wrog (Vs - - - s Vstr)
rees: TESr+s
1 : :
=0 Z Slgn(T) ’ Slgﬂ(O‘) ’ (_1)T8 ’ nToU(Ula s 7Us) ’ wTOO'(U8+1’ s >U8+7°)
T s TES’V‘JrS
rs 1 3
=(=1)"- T Z SIgN(T 0 0) * Nrog (V15 - -+, Vs) * Wroo (Vsa1y -+ - s Vsir)-

T€S7-+5

Wir definieren wieder 7 := 7 o ¢ und nutzen die Gruppeneigenschaft aus:

D sign(m)  na(vr, o 00)  We(Vagrs - Vsnr) = (1) () Aw).



