Antwort 1a) Sei w € QF(M), X € X(M) und f € C®(M). Fiir beliebige Vektorfelder
X1, oo, X1 € X(M) gilt:

Lwa(Xl, PN an—l) = w(fX,Xl, PN ,X]g_l)
= f . OJ(X,Xl, PN an:—l)
= f . (wa)(Xl, e 7Xk—1)

’fow:f'bxw‘

Antwort 1b)
Zu zeigen: Fir w € Q"(M), 0 € Q%(M), und X € X(M) gilt:

tx(wAo)=(xw) Ao+ (=1)"wA (txo).

Aufgrund der Linearitdt (man rechne in Karten) reicht es aus, den Beweis fiir Produkte
von 1-Formen zu geben, sei also

W=wA...\Wp, T=wpr1N... \NwWprs, WwWobei wiEQl(M).

Wir zeigen zunéchst:

Behauptung:

T
ix(wi A Aw) =Y (D) T (X wr AL AG AL Awr,
=1

wobei das Symbol @; bedeutet, dass w; ausgelassen wird.
Beweis der Behauptung: Wir setzen X1 = X und wenden beide Seiten auf ein beliebiges
(r — 1)-Tupel von Vektoren (X, ..., X,) an. Dann ist zu zeigen:

,
(Wi A Aw) (X, X)) =D (D) T (X)) (@i A AG A A w) (X, X,
i=1
Die linke Seite der obigen Gleichung ist die Determinante der Matrix A, deren Eintrag
in Zeile 4, Spalte j durch w;(X;) gegeben ist.
Zur Vereinfachung der rechten Seite bezeichnen wir mit Aé» die (r — 1) x (r — 1)-

Untermatrix von A, die durch das Entfernen der i-ten Zeile und der ersten Spalte entsteht.
Dann ergibt sich die rechte Seite zu:

r

S (= 1) wi(X1) det AS.

i=1
Dies ist genau die Entwicklung von det A nach der ersten Spalte mittels der Minoren,
also ist sie gleich det A. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir rechnen nun, wegen der Behauptung,

tx(WAo)=tx(wi A Awp Awpgp1 A+ Awpys)



.

=D ()T (X) @ A AGE A Awp Awpgr Ao Awpps
i=1
r+s

+ ) T (X wi A Awp Awrgt A AT A A
Jj=r+1

'
= (Z(l)i_lwi(X)wl Ao NG A ---/\wr) Awrg1 A AWris
=1

S
H(=D) wr A Awp A DY (1w (X wrn A ABrgg A A
j=1

.
(txw) Ao = <Z(_1)i_1wi(X)W1 Ao NG A /\wr> AWrp1 A+ A Wrgs,

(1) wA(x0) = (1) wiA - AwpA Y (=1 wr g (X) wrgt Ao ADrgg A Awrgg
j=1

Antwort 1c Fir beliebige Vektorfelder X7, ..., X1 € X(M) gilt:

Py (X, Xit) = (Vo df (X1, df (Xi1))
— W(df(X),df(X1),. .., df(Xs1)) (wegen Y[f] = df o X)
= (ffw) (X, X1,..., Xk_1)
= (x(ffw)(X1,..., Xk_1).

L vw) = ix(frw) |

Antwort 2a)

[aX1 + bXs, Y] = (aX + bX)[Y] — Y]aX, + bXo)
aXi1[Y] —aY[Xq]) + (bX32[Y] — bY [X3))
= a[X1,Y] + b[ X2, Y]]

Um die R-Bilinearitdt zu zeigen, kann man in &hnlicher Weise zeigen, dass
[X, aYq + bYQ] = CL{X, Yl] + b[X, YQ}
gilt.

Zum Nachweis der Schiefsymmetrie:

(X, Y] = X[Y] - Y[X] = —(YV[X] - X[Y]) = [V, X]



Antwort 2b)

(X, [Y, 2] + [V, [2, X]] + [2, [X, Y]]
= [X,Y[Z]] - [X, Z[Y]| + [V, Z[X]]
]

= X[Y[Z]] - Y[Z[X]] - X[Z[Y]] + Z[Y [X]]
+Y[Z[X]] - Z[X[Y]] - Y[X[Z]] + X[Z[Y]]
+ZIX[Y]] - X[Y[Z]] - Z2[Y[X]] + Y[X[Z]]

—0
Antwort 2c¢) Fiir f,g € C*°(M):
[fX,9Y] = fX[gY] - gY[fX]

= gf X[Y]+ fX[glY — fgY[X] = gV [f]X

= gfX[Y]| = foY[X] + fX[g]Y — gY[f]X
= f9lX, Y]+ fX[g]Y — gY[f]X

Antwort 2d) Fir f € C>*(M):

Antwort 3

fir [X,Y:



