
Antwort 1a) Sei ω ∈ Ωk(M), X ∈ X(M) und f ∈ C∞(M). Für beliebige Vektorfelder
X1, . . . , Xk−1 ∈ X(M) gilt:

ιfXω(X1, . . . , Xk−1) = ω(fX,X1, . . . , Xk−1)

= f · ω(X,X1, . . . , Xk−1)

= f · (ιXω)(X1, . . . , Xk−1)

ιfXω = f · ιXω

Antwort 1b)

Zu zeigen: Für ω ∈ Ωr(M), σ ∈ Ωs(M), und X ∈ X(M) gilt:

ιX(ω ∧ σ) = (ιXω) ∧ σ + (−1)rω ∧ (ιXσ).

Aufgrund der Linearität (man rechne in Karten) reicht es aus, den Beweis für Produkte

von 1-Formen zu geben, sei also

ω = ω1 ∧ . . . ∧ ωr, σ = ωr+1 ∧ . . . ∧ ωr+s, wobei ωi ∈ Ω1(M).

Wir zeigen zunächst:

Behauptung:

ιX(ω1 ∧ . . . ∧ ωr) =

r∑
i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ ωr,

wobei das Symbol ω̂i bedeutet, dass ωi ausgelassen wird.

Beweis der Behauptung: Wir setzen X1 = X und wenden beide Seiten auf ein beliebiges

(r − 1)-Tupel von Vektoren (X2, . . . , Xr) an. Dann ist zu zeigen:

(ω1 ∧ . . . ∧ ωr)(X1, . . . , Xr) =

r∑
i=1

(−1)i−1ωi(X1) (ω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ ωr)(X2, . . . , Xr).

Die linke Seite der obigen Gleichung ist die Determinante der Matrix A, deren Eintrag

in Zeile i, Spalte j durch ωi(Xj) gegeben ist.

Zur Vereinfachung der rechten Seite bezeichnen wir mit Ai
j die (r − 1) × (r − 1)-

Untermatrix von A, die durch das Entfernen der i-ten Zeile und der ersten Spalte entsteht.

Dann ergibt sich die rechte Seite zu:

r∑
i=1

(−1)i−1ωi(X1) detA
i
1.

Dies ist genau die Entwicklung von detA nach der ersten Spalte mittels der Minoren,

also ist sie gleich detA. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir rechnen nun, wegen der Behauptung,

ιX(ω ∧ σ) = ιX(ω1 ∧ · · · ∧ ωr ∧ ωr+1 ∧ · · · ∧ ωr+s)
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=
r∑

i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωr ∧ ωr+1 ∧ · · · ∧ ωr+s

+
r+s∑

j=r+1

(−1)j−1ωj(X)ω1 ∧ · · · ∧ ωr ∧ ωr+1 ∧ · · · ∧ ω̂j ∧ · · · ∧ ωr+s

=

(
r∑

i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωr

)
∧ ωr+1 ∧ · · · ∧ ωr+s

+(−1)rω1 ∧ · · · ∧ ωr ∧

 s∑
j=1

(−1)j−1ωr+j(X)ωr+1 ∧ · · · ∧ ω̂r+j ∧ · · · ∧ ωr+s

 .

(ιXω) ∧ σ =

(
r∑

i=1

(−1)i−1ωi(X)ω1 ∧ · · · ∧ ω̂i ∧ · · · ∧ ωr

)
∧ ωr+1 ∧ · · · ∧ ωr+s,

(−1)rω∧(ιXσ) = (−1)rω1∧· · ·∧ωr∧

 s∑
j=1

(−1)j−1ωr+j(X)ωr+1 ∧ · · · ∧ ω̂r+j ∧ · · · ∧ ωr+s

 .

Antwort 1c Für beliebige Vektorfelder X1, . . . , Xk−1 ∈ X(M) gilt:

(f∗(ιY ω))(X1, . . . , Xk−1) = ω(Y, df(X1), . . . , df(Xk−1))

= ω(df(X), df(X1), . . . , df(Xk−1)) (wegen Y [f ] = df ◦X)

= (f∗ω)(X,X1, . . . , Xk−1)

= (ιX(f∗ω))(X1, . . . , Xk−1).

f∗(ιY ω) = ιX(f∗ω)

Antwort 2a)

[aX1 + bX2, Y ] = (aX1 + bX2)[Y ]− Y [aX1 + bX2]

= (aX1[Y ]− aY [X1]) + (bX2[Y ]− bY [X2])

= a[X1, Y ] + b[X2, Y ]]

Um die R-Bilinearität zu zeigen, kann man in ähnlicher Weise zeigen, dass

[X, aY1 + bY2] = a[X,Y1] + b[X,Y2]

gilt.

Zum Nachweis der Schiefsymmetrie:

[X,Y ] = X[Y ]− Y [X] = −(Y [X]−X[Y ]) = −[Y,X]
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Antwort 2b)

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]]

= [X,Y [Z]]− [X,Z[Y ]] + [Y,Z[X]]− [Y,X[Z]] + [Z,X[Y ]]− [Z, Y [X]]

= X[Y [Z]]− Y [Z[X]]−X[Z[Y ]] + Z[Y [X]]

+ Y [Z[X]]− Z[X[Y ]]− Y [X[Z]] +X[Z[Y ]]

+ Z[X[Y ]]−X[Y [Z]]− Z[Y [X]] + Y [X[Z]]

= 0

Antwort 2c) Für f, g ∈ C∞(M):

[fX, gY ] = fX[gY ]− gY [fX]

= gfX[Y ] + fX[g]Y − fgY [X]− gY [f ]X

= gfX[Y ]− fgY [X] + fX[g]Y − gY [f ]X

= fg[X,Y ] + fX[g]Y − gY [f ]X

Antwort 2d) Für f ∈ C∞(M):

[X,Y ][f ] = (X[Y ]− Y [X])[f ]

= X[Y ][f ]− Y [X][f ]

= X[Y [f ]]− Y [X[f ]]

Antwort 3

X(x, y, z) := (−y, x, 0)

Y (x, y, z) := (−z, 0, x)

Z(x, y, z) := (0, z,−y)

für [X,Y ]:

[X,Y ] = X[Y ]− Y [X]

=

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

−y
x
0

−

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

−z
0
x


=

 0
0
−y

−

 0
−z
0

 =

 0
z
−y

 = Z
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