
Lösungen Blatt 6

Antwort 1. Sei
B :=

{
Br(x) : r ∈ Q+, x ∈ Ql

}
und

K := {Ki}i∈N0

eine kompakte Ausschöpfung von Rl, wobei jedes Ki kompakt ist und die folgenden Be-
dingungen erfüllt sind:

Ki ⊆ K̊i+1 und
∞⋃
i=0

Ki = Rl.

Sei nun U = {Uα}α∈Λ eine offene Überdeckung von Rl. Dann ist

Vi := Ki \ K̊i−1 kompakt und Wi := K̊i+1 \Ki−2 offen.

Fixieren wir nun ein i ∈ N. Dann gilt für jedes x ∈ Vi, dass es eine Kugel Bi,x ∈ B
gibt mit

x ∈ Bi,x, Bi,x ⊆ Uα für ein gewisses α.

Dann existiert eine endliche Überdeckung{
Bi,x1 ∩Wi, . . . , Bi,xin

∩Wi

}
von Vi.

Daraus ergibt sich die folgende offene Überdeckung:

V := {Bi,xl
: i ∈ N0, 1 ≤ l ≤ in} ,

welche sowohl abzählbar als auch lokal endlich ist und eine Verfeinerung von U darstellt.

Antwort 2. Sei M ⊆ Rl und U = {Uα}α∈Λ eine offene Überdeckung von M . Dann
existiert für jedes α ∈ Λ eine offene Menge Vα ⊆ Rl, sodass

Uα = Vα ∩M.

Daraus folgt:

M ⊆
⋃
α∈Λ

Vα.

Dann ist
{Vα : α ∈ Λ} ∪ {Rl}

eine offene Überdeckung von Rl. Nach Antwort 1 existiert daraus eine abzählbare und
lokal endliche Verfeinerung V. Dann ist

W := {W ∩ Uα : W ∈ V, α ∈ Λ}
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eine abzählbare und lokal endliche Verfeinerung von U.

Antwort 3. Sei U ⊂ Rl eine offene Menge, die den Nullvektor 0 enthält und
sternförmig bezüglich 0 ist. Um die Aussage im Satz von Poincaré zu zeigen, definieren
wir für jedes k ≥ 1 einen linearen Operator

Sk : Ω
k(U) → Ωk−1(U)

und zeigen, dass für jede k-Form ω die Gleichung

ω = Sk+1(dω) + dSk(ω)

gilt.
Falls ω abgeschlossen ist, das heißt dω = 0, so folgt für die (k − 1)-Form η := Sk(ω),

dass
dη = ω

gilt, und damit ist der Satz von Poincaré bewiesen.
Sei ω eine k-Form auf U . Wir stellen ω in den Euklidischen Koordinaten (x1, . . . , xl)

dar
ω =

∑
I:=(1≤i1<...<ik≤l)

ωI dxi1 ∧ . . . ∧ dxik ,

wobei

ωI = ω|U

(
∂

∂xi1

, . . . ,
∂

∂xik

)
∈ C∞(U).

Wir definieren die (k − 1)-Form Sk(ω) ∈ Ωk−1(U) mittels der Koeffizienten ωI von ω
durch

(Sk(ω))x :=
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1


∫ 1

0

tk−1ωI(tx) dt︸ ︷︷ ︸
=:θ(x)∈C∞

xiα dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik .

Da U sternförmig bezüglich 0 ist, ist ωI(tx) für alle t ∈ [0, 1] definiert und damit auch
die Form Sk(ω) korrekt gegeben. Offensichtlich ist die Zuordnung ω 7→ Sk(ω) linear.

Für das Differential von Sk(ω) erhalten wir

dSk(ω)x :=
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1

(
l∑

j=1

∂θ

∂xj

(x)dxj

)
∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

=
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1 ·
l∑

j=1

∂

∂xj

(∫ 1

0

tk−1ωI(tx)dt

)
dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

PR
=
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1 ·
l∑

j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωI

∂xj

(tx)dt

)
xiα · dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik
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+
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1 ·
k∑

β=1

(∫ 1

0

tk−1ωI(tx)dt

)
· dxiβ ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

=
∑
I

k∑
α=1

(−1)α−1 ·
l∑

j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωI

∂xj

(tx)dt

)
· xiα · dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

+
∑
I

(∫ 1

0

k · tk−1ωI(tx)dt

)
· dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Für das Differential von ω gilt

dω =
∑
I

dωI ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑
I

l∑
j=1

∂ωI

∂xj

· dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

Wir ordnen nun der (k+ 1)-Form dω durch die gleiche Prozedur wie oben die k-Form
Sk+1(dω) auf U zu und erhalten:

Sk+1(dω)x =
∑
I

l∑
j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωI

∂xj

(tx) dt

)
xj dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

−
∑
I

k∑
α=1

l∑
j=1

(−1)α−1

(∫ 1

0

tk
∂ωI

∂xj

(tx) dt

)
xiα dxj ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ d̂xiα ∧ . . . ∧ dxik

Durch Addition der Formeln für dSk(ω) und Sk+1(dω) folgt bei Benutzung der Ket-
tenregel:

dSk(ω) + Sk+1(dω) =
∑
I

(∫ 1

0

k · tk−1ωI(tx) dt

)
· dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

+
∑
I

l∑
j=1

(∫ 1

0

tk
∂ωI

∂xj

(tx) dt

)
xj dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑
I

(∫ 1

0

d

dt
(tkωI(tx)) dt

)
dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

=
∑
I

ωI(x)dxi1 ∧ . . . ∧ dxik

= ω.
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