Losungen Blatt 6

Antwort 1. Sei
B:={B.(z):r€Qy, z€Q'}

und

H = {Ki}iGNo

eine kompakte Ausschépfung von R!, wobei jedes K; kompakt ist und die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

K CKiy wd | JK =R

i=0
Sei nun U = {U, }aen eine offene Uberdeckung von R!. Dann ist
Vii=K;\ K, kompakt und W, := K;H \ K;_o offen.
Fixieren wir nun ein ¢ € N. Dann gilt fiir jedes z € V;, dass es eine Kugel B;, € B
gibt mit
x € By, B, CU, fiir ein gewisses a.

Dann existiert eine endliche Uberdeckung
{Bm1 NWi, ..., Big, N I/VZ} von V;.
Daraus ergibt sich die folgende offene Uberdeckung:
Vi={B;, :ie€Ny 1<1<14,},
welche sowohl abzahlbar als auch lokal endlich ist und eine Verfeinerung von U darstellt.

Antwort 2. Sei M C R' und U = {Uq}aen eine offene Uberdeckung von M. Dann
existiert fiir jedes av € A eine offene Menge V,, C R!, sodass

Uy, =V,NM.
Daraus folgt:
Mc | v
aEA

Dann ist
{Vo:a€e A} U {Rl}

eine offene Uberdeckung von R!. Nach Antwort 1 existiert daraus eine abzdhlbare und
lokal endliche Verfeinerung V. Dann ist

W:={WnU, :W eV, acA}
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eine abzahlbare und lokal endliche Verfeinerung von U.

Antwort 3. Sei U C R! eine offene Menge, die den Nullvektor 0 enthilt und
sternformig beztiglich 0 ist. Um die Aussage im Satz von Poincaré zu zeigen, definieren
wir fiir jedes k > 1 einen linearen Operator

Sp: QMU) — Q1)
und zeigen, dass fiir jede k-Form w die Gleichung
w = Sk+1(dw> + dSk(w)

gilt.

Falls w abgeschlossen ist, das heifit dw = 0, so folgt fiir die (k — 1)-Form 7 := Si(w),
dass

dn = w

gilt, und damit ist der Satz von Poincaré bewiesen.

Sei w eine k-Form auf U. Wir stellen w in den Euklidischen Koordinaten (z1, ..., x;)
dar

w= Z wrdx, N...Ndx;,,

I'=(1<i1<..<3 <)
0 0
WIZWU((?{L“,.H’OT)EO(X)(U)'
i1 ik

Wir definieren die (k — 1)-Form Si(w) € QF~1(U) mittels der Koeffizienten wy von w
durch

wobei

Da U sternformig beziiglich 0 ist, ist w;(tz) fiir alle ¢ € [0, 1] definiert und damit auch
die Form Sy(w) korrekt gegeben. Offensichtlich ist die Zuordnung w +— Sk(w) linear.
Fiir das Differential von Si(w) erhalten wir

k l
A (@), = 30 3 (~1)e! <Z %(az)dxj> Adzi, A Adr, A A dag,
T J

k l 1
R Z Z(—l)a_l : Z (/0 tk%(m)dt) zi, - dr; Ndxy, N Ndxz, NN dxg,
T J



k k 1
+ Z Z(—l)o"1 . Z (/0 tklwl(m)dt> dwi, Ndxg N Ndxg, NN dg,
I

= ZZ(-D“‘I : Z (/ t’“gwf(tx)dt) @y, dxg Ndzg AL /\dx/i\a Ao ANdxg,
i Ai 0 Xr

J

1
+ Z (/ k - tk_lwl(t:v)dt) cdxriy NN dxg,
T 0

Fiir das Differential von w gilt

dw:Zdwl/\dx,;l/\.../\al:vz-,c
I

Owy
J

I j=1

Wir ordnen nun der (k + 1)-Form dw durch die gleiche Prozedur wie oben die k-Form
Sk+1(dw) auf U zu und erhalten:

!
Spr1(dw) Z Z </ ta:) dt) xjdr;, N...Ndz;,

I j=1
S 20 _
_ Z Z Z (/ 8OJI (t) dt) T, dxj Ndxy AL AN dxg, NN dx,
I a=1 j=1 L

Durch Addition der Formeln fiir dSi(w) und Ski;(dw) folgt bei Benutzung der Ket-
tenregel:

1
dSk(w) + Sk (dw) =Y (/ k- t" "y (tr) dt) dri, Ao Ndg,
0

1

+ Z Z (/ 8(.01 tﬂ?) dt) T dle VAN dﬂfzk

I j=1

_Z</ tw;tm))dt)dxil/\.../\dxik
:Zwlasda:il RNV
i

= W.



