Vektoranalysis und gewohnliche Differentialgleichungen,
Blat 1

Losung 1

Sei
F:RX 5 R F(A) = ATA.

sym)

Dann gilt fiir die Jacobi-Matrix
F'(A) € Hom(R™! R,

sym
und fiir ein beliebiges H € R>*!,

F'(A)H = iF(A +tH)| = i(A +tH)"(A+tH)| =HTA+ATH.
dt t=0 dt t=0

Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, dass E; ein regularer Wert von F' ist, denn es gilt
O(l) = F7Y(E)). Sei also A € F~(E}). Das heifit,

F(A)=ATA=E,.

IxI

sym und setze

Wir miissen zeigen, dass F'(A) surjektiv ist. Sei dazu S € R
1
X = -AS.
2

Dann gilt:
T

F'(A)X = (%AS) A+ A" (%AS) = 9.

Also ist F'(A) surjektiv und der Beweis abgeschlossen.

Losung 2

Sei der Nordpol N = (0,...,0,1) € Rl Betrachte die Abbildung

iy R\ {N} = R\ {N}, iy(x):=N+ ﬁ(m—m.

Diese Abbildung ist glatt und iy = iy.



Behauptung: iy bildet {z € R' : z; = 0} bijektiv auf S"=*\ {N} ab.

Ist dies gezeigt, so ist iy' eine extrinsische Karte. Mit dem Siidpol erhilt man analog eine
weitere Karte, die zusammen ganz S'~! iiberdecken.

Beweis der Behauptung: Fiir z € R'\ {N} gilt:

4 4
linz) =1 < 1+—|2<m—N,N>+ 1

z— N iz — NP
< (t—N,N)=-1 & (z,N)=0 & z;,=0.

Damit ist gezeigt, dass iy die Menge {x € R' : 2; = 0} nach S'"'\ {N} abbildet (nach
Voraussetzung injektiv). Da jeder Punkt y # { N} von der Form iy(x) ist, ist diese Abbildung
auch surjektiv und damit ist der Beweis abgeschlossen.

Bemerkung: Die bijektive Abbildung

pn RN — STINANY, p(@) i=in(2,0), @~ in(,0)

lasst sich geometrisch interpretrieren und wird stereographische Projektion genannt.

Losung 3

Sei
M :={zcR:|z|<1} CR.

Fall 1: |a| < 1
Dann wird

{y:lyl <1} =Ay:lyl <1} y—y
eine (extrinsische) Karte vom Typ i).
Fall 2: |a| =1
Da S'=! C R! eine glatte UMF ist, exisiert ein Diffeo ¢ : U — V mit U,V C R! offen und

a € U und
PUNSTH =V (R x{0}).

Setze
U:=0nS", U ={te:zclU te(l—c1+¢)},

und
o: U = V":=VNR™ x(—¢,¢), tr— )+ (1—1te.

Man rechne nach, dass ¢ bijektiv ist mit
phi b V"' = U y+ (1 —the—t- ' (y)

wobeiy € VN(R'x{0}) und t € (1—¢,1+¢). Damit sicht man leicht, dass ¢ eine extrinsische
Karte von Typ ii) ist.



Losung 4

Angenommen:
dMNU)={z €V :izpn=...=x =0}
und
oMNU)={ze€V 2, 20,2941 =...=2,=0}, und ¢y(a)=0.
Die erste Gleichung impliziert, dass ¢(M N U) offen ist in {x € R' : 2,11 = ... = 2, = 0}.

Die zweite Gleichung impliziert dagegen, dass ¢(M NU) C {x € R : 2, > 0, Zppy1 = ... =
z; =0} und
o(a) E@{xGRl::meO, xm+1:...:xl:0}.

Dies steht im Widerspruch dazu, dass ¢(M NU) offen in {{E ER i 2pp1=...=13; = 0} ist.

Losung 5

Sei a € A, und (a,) eine Folge in A mit d(a,,a) — 0. Dann existiert eine offene Umgebung
U C R! und eine glatte Fortsetzung F : U — R, so dass:

F’AmU = f’AmU-

Fiir alle hinreichend groen n gilt: a, € AN U und somit f(a,) = F(a,) — F(a) = f(a).
Daher ist f stetig in a.



