Antwort 1.
Sei das AWP gegeben durch:

y'(z) = 2xy(z), y(0)=1
Picard-Iteration:
1. Startiteration: yo(z) =1

2. Erste Iteration:
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yo(x) =1 +/ 2ty (H)dt = 1 +/ 2t(1 + t?)dt
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6. Grenzwertbetrachtung:

lim yg(z) = Z L
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Losung:

Antwort 2.
Sei das AWP:

Y'(2) = AY(z), Y(0)=1, A= (2 1>

Picard-Iteration:

1.

Startiteration: Yy(z) =1 = ((1) (1))

. Erste Iteration:

Yl(x)zl—i-/ AYo(t)dt:I—I—/ Adt
0 0

£ 1422 x
—I+A/O dt—I+LL‘A—( 0 1+2I>

. Zweite Iteration:

YQ(x):I+/ AYl(t)dt:I+/ A(I + tA)dt
0 0

x x 2
:I+A/ dt+A2/ tdt:l+xA+%A2
0 0
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Berechnung von AZ:

A2

Damit:

. Dritte Iteration:

x x 2
Yg(x)=I+/ AYg(t)dt=I+/ A<I+tA+t2A2>dt
0 0
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Berechnung von A3:
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Damit:
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Allgemeine Form und Grenzwert:

(a) Induktionsbeweis fiir A™:
Zeige zunachst durch vollstandige Induktion:

A" — gn—1 <(2) g‘) fir n > 1

e Induktionsanfang (n = 1): Klar, da A = A =20 (g é)

e Induktionsschritt (n = n+1):

1 (2 1 2 n 4 2n+2 2 n+1
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(b) Wegen (a) gilt:
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lim Yi(e) = lim [29=0 21 2=g=0 ) _ (€ e
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(¢) Dann ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems durch
6293 IeQa:
y(@) =Y (@) yo = ( 0 e )  Yo-

Antwort 3.
Gegeben ist das Anfangswertproblem (AWP)

1
P17+ (=3

v =fla,y) = ( y(0) = 0.

Ziel ist es zu zeigen, dass die Losung auf ganz R existiert. Zunéchst ist f(x,y)
glatt auf G := R?\ (1,3), somit existiert eine eindeutige maximal definierte
Losung y(-) : J — R, mit einem offenen Intervall 0 € J. Wir zeigen: |y(-)| < 3/4
auf J. Denn ist dann [a,b] C J beliebig, so kann man das AWP 2’ = f(z, z) mit
z(b) = y(b) betrachten. Wegen (b, y(b)) € G ist dieses wieder auf einem Intervall
um b lésbar und stimmt dort mit y(-) wegen des Eindeutigkeitssatzes iiberein,
d.h. y(+) kann beliebig nach rechts fortgesetzt werden (und analog nach links).



Wir schauen uns die DGL rechts von 0 an (analog verfahrt man links). Wegen
y = f(z,y) > 0 ist y(-) streng monoton wachsend, also > 0 wegen des An-
fangswertes. Angenommen, es gilt nicht y(-) < 3/4 auf Jy := JN(0,00). Wihle
das kleinste xg € Jo mit y(xo) = 3/4. Fiir alle s € [0, x0) gilt dann

1 1

y’(s) = (s—1)2 + (y(s) — 3)2 < (s—1)2+ (9/4)2a

also

y(xo) = /01'0 y'(s)ds < /000 G- 1)21_‘_ (9/4)2ds = garctan ((s - 1)/(9/4))|8O

= (4/9)(r/2 + arctan(4/9)) ~ 0.43... < 3/4,

ein Widerspruch.



