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PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1
UBUNG 1

Aufgabe 1 Seien ® Polarkoordinaten in RNV, N = 2,3, d.h.,
=Dy : =R, x(0,27) — Q C R?
[cos(p)
_sin(go)
= P3: Q3 :=R, x (0,27) x (—m,7) = QCR?
[cos(¢) cos(8)

(r,p,0) — r | sin(p) cos(0)
sin(6)

(ryp) =

b

Bestimmen Sie die Darstellungen 6, &R/, rot und A der klassischen kartesischen Diffentialopera-
toren

VvV, div, rot, A=divV
in Polarkoordinaten.
Anleitung: Seien u € C®°(RY) und % := u o ®. Berechnen Sie zuniichst mit der Kettenregel V @
und sodann denjenigen Differentialoperator v (bzgl. der polaren Variablen) mit

Vu = Vu.

Aufgabe 2 Seien N € N, Q := R¥ \ {0} und o € C}(R,) sowie r(z) := |z| fiir x € RY.
(i) Zeigen Sie u =1 or € C3(Q) und

N -1
Au= (" +——¢')or.
r
(ii) Bestimmen Sie alle Losungen u € C2(£2) der Laplace-Gleichung
Au=0

der Gestalt u =1 or.
(iii) Zeigen Sie: Es gibt Konstanten ¢y > 0, so dass alle Losungen u aus (ii) die Abschitzung

|aau| < CNT27N7|Q‘

fiir alle Multiindizes o € N}’ mit 1 < |a| < 2 erfiillen.
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Aufgabe 3 Seien (, Q C RY zwei Gebiete und @ : Q — Q ein C2-Diffeomorphismus. AuBerdem sei
A = —divaV+8YV 47 ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf Q mit Koeffizienten
Qnmy Bn,Y: Q2 — Rund a = [anmL 8= [Bn] Ferner sei A der transformierte Differentialoperator,
d.h., fiir u € C?(Q) und u :=uo @ gilt
Au= Az
Zeigen Sie: A st genau dann elliptisch, wenn A elliptisch ist, d.h.,
33>0 YoeQ VEERY  (a(0)fE)py = dum(@)nbn > @l€Ln.

Aufgabe 4 Seien Q C RY ein beschrinktes Gebiet, g € C°(T) und
X(Q) := {v e Q)| v|r = g}.
Ferner seien F' € C2(RY,R) und u € X(Q) ein lokales Extremum von

&MW%R,&W:/FWW

Zeigen Sie: Falls u € C*(Q), dann 16st u das nichtlineare Randwertproblem
div(VF(Vu) =0 in €,
u=g auf T

Was kommt fiir F':= | - |P raus?
(Hier darf die Differenzierbarkeit bei Null vernachlissigt werden.)



