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PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1
UBUNG 3

Aufgabe 1 Seien ¢ € C2(R) und ¢ € C!(R) gegeben.
(i) Finden Sie eine (die eindeutige) Losung u € C?>(R?) der eindimensionalen Wellengleichung

(WG) (02 — 0% u(t,z) =0 Y (t,z) € R?
welche den Anfangsbedingungen
(AB) u(0,2) = p(z), Owu(0,2)=1(x) VreR

geniigt. (d’Alembert-Eulersche Formel)
Hinweis: Aus der Vorlesung ist bekannt, dass u die Gestalt
u(t,z) =v(z+t) +w(x—1t) VY (t,x) € R?

mit v,w € C3(R) besitzen muf. (d’Alembertsche Formel)
(ii) Seien zusitzlich ¢’, 9 € L2(R) und fiir alle t € R die ,,Energie der Welle u zum Zeitpunkt ¢”
durch

1
B =5 [ (0t o) + pru(t, o)) i,
R
erklirt. Zeigen Sie mit Hilfe von (i), dass F konstant gleich

BO) =5 [ (¢ +[0F) dx
R
ist.
(iii) Gegeben seien nun ein fester Punkt (7,£) € R? und zwei weitere Funktionen ¢ € C?(R),
¥ € C1(R) sowie eine weitere Losung @ der Wellengleichung, welche den Anfangsbedingungen

w(0,z) = p(x), Ou(0,x) =(x) VzeR
geniigt. In welchen Punkten miissen ¢ mit ¢ und {/}v mit ¢ {ibereinstimmen, damit
u(r,§) = u(r,§)
gilt?
(iv) Welches u € C?(R?) 16st die Wellengleichung (WG) mit den Anfangsbedingungen (AB), wobei
p(z) = exp(—a?), (@) = (1+22)7]

fiir x € R vorgegeben seien.

Aufgabe 2
(i) Seiu e C*(R x [0,7]) eine Lésung der Wellengleichung
(WG) (02 — *)u(t,z) =0 V(t,x) € R x (0,m),
die den Randbedingungen
(RB) u(t,0) = u(t,m) =0 VteR
geniigt. Zeigen Sie, dass auch hier die Energie F : R — [0, 00) mit
1

E(t) := 3 /(OJ) (|8tu(t7gg)‘2 + |8Iu(t,g;)|2) dA;

der Welle u konstant ist.
(ii) Wir wollen nun die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an u zu
ue C*(R x (0,7)) NC (R x [0,7])
abschwichen. Zeigen Sie, dass die Energie auch unter diesen abgeschw#chten Voraussetzungen
konstant ist. Ein méglicher Losungsweg ist die Approximation von E durch E. : R — [0, 00)
1

E.(t) := 2/( )(|8tu(t,x)\2 + [0pu(t, z)[?) dA,

mit 0 < e — 0.
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Aufgabe 3 Seien I := (0,00) und Q2 := (0, 7). Wie in der Vorlesung fiir die Wellengleichung wollen
wir eine Losung u des Anfangsrandwertproblems (ARWP) zur Wirmeleitungsgleichung

(WG) (0 — P u(t,z) =0  V(tz)eIxQ,
die den Randbedingungen
(RB) u(t,0) =u(t,m) =0 Vtel
und der Anfangsbedingung
(AB) u(0,z) = f(x) VreQ
geniigt, durch den bekannten Ansatz (Trennung der Variablen/Stehende Wellen)
u(t,z) = p(t)p(z) V(Et,z)elxQ
finden. Zeigen Sie, dass das so gewonnene u in
C(IxNCTxQ)
liegt und tatsiichlich das (ARWP) 16st, falls
fec@,  f0)=f(r)=0
gelten, und die Fourierkoeffizienten

2 ™
ap, = 7/ f(z)sin(nx) dz, neN
T Jo

eine absolut konvergente Reihe bilden, d.h.,

oo
z lan| < 0.
n=1

Zeigen Sie: Es gilt sogar v € C°(I x Q). AuBerdem folgt u € C/(T x Q) fiir alle £ € N, falls

o0
Z n*|a,| < co.
n=1

Aufgabe 4 Wir wollen eine (die) Grundlésung zur Wirmeleitungsgleichung
(0 — Ap)u=0, wueC* (R, xRY)
finden. Machen Sie dazu den Ansatz
u(t,z) =t f (t"|z]).
Hinweis: 1= —1/2, A\ = —N/2 und s = r/\/t



