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PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1
UBUNG 4

Aufgabe 1 Seien Q C RV ein Gebiet, A = a;;0;0; + a;0; ein gleichmifig stark elliptischer
Differentialoperator mit dem iiblichen Voraussetzungen und u € C2(©) N C%(Q2) mit Au > 0 in €.
Aus der Vorlesung wissen wir, dass v ihr Maximum auf dem Rand annimmt, falls Q beschrinkt
ist. Zeigen Sie:

Ist Q unbeschrankt, so ist entweder v negativ in Q, oder u nimmt sein Maximum auf dem Rand
an, falls lim w(z) = 0 gilt.
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Aufgabe 2 Seien  C RY ein beschrianktes Gebiet, Qij, a5 € C°(Q), und A := ai;0;0; + a;0; ein
gleichmifig stark elliptischer Differentialoperator mit dem iiblichen Voraussetzungen. Ferner seien
u,v € C2(Q)NCYNQ) mit Au>0und Av <0 in Q. Zeigen Sie:

u<vinQ < w<vaufl

Aufgabe 3 Seien Q2 C RY ein beschriinktes Gebiet und
f € C'R,R), +flr, > 0.
Ferner erfiille u € C3(Q2) N C°(Q) in Q2 die Differentialgleichung
Au = f(u).

Zeigen Sie, dass u genau dann verschwindet, wenn « auf dem Rand I' verschwindet.
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Aufgabe 4 Wir wollen das Maximumsprinzip fiir parabolische Gleichungen zeigen: Seien () ein
beschréinktes Gebiet in RY und Qg := {0} x Q sowie

Q= {t} xQ, =1 x Q, I'y: =1 xT, I :=(0,1)
fiir alle t > 0. Fiir T' > 0 betrachten wir den parabolischen partiellen Differentialoperator
A(t,x;0) := ai;(t,2)0:0; + a;(t,x)0; — Oy, (t,z) € E,
mit Koeffizienten, die a;; = a;j; und
V(t,x) €Ep YEERN\{0}  ai(t,2)&8 >0
erfiillen, und Hauptteil

0 0
a=1: 4 L Sy — RVFDX(N+1)
0
Ferner sei
u e C*(Er)NC°Er\ Qr).
Zeigen Sie:

(i) Sei Au > 0bzw. Au <0 in Zr. Dann gilt das Maximumsprinzip fiir alle 0 < 7 < T, d.h.,

Vrelr maxu = max u bzw. minuw = min wu.

=, T,-UQo =, T, UQo
Sei A auBerdem gleichméBig stark elliptischer, d.h., a;j,a; € C°(Er) und
3a>0 V(t,x) €Zr VEESRY  ay(t,x)&& > alé
(ii) (i) gilt auch fir Au > 0 bzw. Au < 0.
(iii) (i) gilt auch fiir 7 = T, falls zusitzlich u € C°(Zr).
Seien I'p :=[0,T) x T und f € C°(E7), g € CO(T'r) und h € CO(Q).
(iv) Die Wirmeleitungsgleichung, d.h.,

(DG) (O —Az)u=f  inZEr,
(RB) u=g auflr,
(AB) u(0,-)=h in Q

hat hochstens eine Losung in C2(Z7) N CO(E7 \ Qr).



