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5. Ubung am 30. September 2026
Thema: Reelle Funktionen

Vorbereitungsaufgaben:1, 2, 3
Schwerpunktaufgaben: 4. 5, 7, 9, 10

In dieser Ubung beschéftigen wir uns mit Funktionen und ihren grundlegenden Eigenschaften.
Dabei wollen wir insbesondere zwischen einer Funktionsvorschrift und einer Funktion unterscheiden:
Zu einer Funktion gehoren nicht nur eine Vorschrift, sondern auch Definitions- und Zielmenge.
Neben der graphischen Betrachtung von Funktionen werden wir uns mit den Begriffen injektiv,
surjektiv und bijektiv beschéiftigen und untersuchen, wie diese mit Monotonie und Umkehrbarkeit
zusammenhangen.

Passende Literatur:

o Kapitel 3 zum Thema Funktionen im Lehrbuch
Merziger, G. u.a.: Repetitorium Elementare Mathematik 2. Binomi, Barsinghausen, 2012.

o Kapitel 5 sowie Abschnitte 10.1 und 10.2 im Lehrbuch
Cramer, E., Neslehova, J.: Vorkurs Mathematik. 7. Auflage, Springer, Berlin, 2018.

e Abschnitte 5.1, 5.2.1-5.2.3, 5.3 sowie 8.3 im Lehrbuch
Kemnitz, A.: Mathematik zum Studienbeginn. 12. Auflage, Springer, Wiesbaden, 2019.

Aufgabe 1

Entscheiden Sie bei den folgenden Zuordnungen, ob dadurch eine Funktion definiert wird.
Begriinden Sie Thre Entscheidung.

(a) Jedem x € [—3,3] werden alle y € R zugeordnet, fiir die 22 + 3% = 9 gilt.
(b) Jedem z € [—3,3] werden alle y > 0 zugeordnet, fiir die 22 + y? = 9 gilt.
(c) Jedem x € [—3,3] wird y = —v/9 — 22 zugeordnet.

Skizzieren Sie jeweils die Menge aller zugehdrigen Paare (z,y) € R2.
Formulieren Sie anschlieffend in eigenen Worten, welche Eigenschaft eine Zuordnung besitzen muss,
damit sie eine Funktion ist.

Aufgabe 2

Sei f: R — R eine beliebige Funktion.
Beschreiben Sie jeweils, wie der Graph der neuen Funktion aus dem Graphen von f entsteht.

gi(z) = f(z) +1, g2(x) = 3f(x), g3(x) = 3f(x), ga(z) = f(z —1), gs(x) = flz+1),

g96(x) = f(2z), gr(z) = f(5), gs(z) = —f(2), 99(z) = f(—2), go(z) = | f(z)]
Achten Sie insbesondere auf den Unterschied zwischen Verdnderungen innerhalb und auflerhalb des
Funktionsarguments.
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Aufgabe 3

Bestimmen Sie jeweils den grofftmdéglichen Definitionsbereich Dy € R und den Bildbereich der
folgenden Funktionen.
Skizzieren Sie auflerdem qualitativ den jeweiligen Funktionsgraphen.

fla) =3 fz) = il flz) =V
flz) = (V22 -1) -3 f(z) = In(2z - 3) f(z) =Inlz+1].

Erklaren Sie jeweils, welche Bedingung an = den Definitionsbereich einschréankt.

Aufgabe 4

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungsvorschriften auf Wohldefiniertheit, Injektivitdt, Surjektivitdt
und, soweit sinnvoll, Monotonie.

f: N> N g:R—>N h:R—R j:Z—N

241, x>0,
n—n+l o+l T ad j(z) = v+ ®2
—2z, z < 0.

Achten Sie darauf, in welcher Reihenfolge die Fragen sinnvoll untersucht werden sollten.
Insbesondere: Kann eine Vorschrift injektiv oder surjektiv sein, wenn sie gar keine Abbildung zwischen
den angegebenen Mengen definiert?

Aufgabe 5

Betrachten Sie die Abbildungsvorschrift f;(z) = x? mit den folgenden Definitions- und Zielbereichen:
fi:R—=R, fo:[0,00) = R, f3: R — [0,00) und f4: [0,00) — [0, 00)

a) Welche der Funktionen sind injektiv?

(
(

)

b) Welche sind surjektiv?

(¢) Welche sind bijektiv?
)

(d) Vergleichen Sie Thre Antworten.

Warum ist die ,Aussage® Die Funktion v — x>

unvollstédndig?

ist nicht bijektiv. ohne weitere Angaben

Aufgabe 6
(a) Zeigen Sie:
Jede streng monoton wachsende Funktion f: R — R ist injektiv.

(b) Formulieren und beweisen Sie die entsprechende Aussage fiir streng monoton fallende Funktio-
nen.

(c) Gilt auch die Umkehrung?
Ist also jede injektive Funktion f: R — R streng monoton?

Begriinden Sie Thre Entscheidung.

Achten Sie in Teil (a) darauf, die Definition der Injektivitét tatsdchlich zu verwenden.
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Aufgabe 7

Seien f: A — B und g: B — C Funktionen zwischen nichtleeren Mengen. Wir wollen untersuchen,
welche Eigenschaften von f und g sich auf die Verkettung go f: A — C tibertragen.

Verwenden Sie zunéchst kleine endliche Mengen und konstruieren Sie selbst geeignete Beispiele oder
Gegenbeispiele.

(a)

(b)

(c)

(2)

()

Konstruieren Sie Funktionen f und g, sodass f injektiv und ¢ nicht injektiv, aber g o f nicht
injektiv ist.
Konstruieren Sie Funktionen f und g, sodass f injektiv und ¢ nicht injektiv ist.

Kann g o f trotzdem injektiv sein?

Vergleichen Sie die Situationen aus (a) und (b).

Welche Teile von B sind fiir die Injektivitdt von g o f iiberhaupt relevant?

Versuchen Sie, Funktionen f und g zu konstruieren, sodass f nicht injektiv, aber g o f injektiv
ist.

Gelingt dies?

Formulieren Sie aus Threr Beobachtung eine allgemeine Vermutung.

Versuchen Sie nun, Funktionen f und g zu konstruieren, sodass g nicht surjektiv, aber g o f
surjektiv ist.

Gelingt dies?

Formulieren Sie wiederum eine allgemeine Vermutung.

Konstruieren Sie Funktionen f und g, sodass f nicht surjektiv und g surjektiv ist.

Kann g o f trotzdem surjektiv sein?

Finden Sie auch eine Situation, in der f nicht surjektiv und g surjektiv ist, aber g o f nicht
surjektiv ist.

Welche Teile von B sind fiir die Surjektivitit von g o f tatséchlich relevant?

Versuchen Sie bei den Beweisen moglichst direkt mit den Definitionen von Injektivitdt und Surjekti-
vitat zu arbeiten.
Bei den falschen Aussagen kann es hilfreich sein, zunédchst sehr kleine endliche Mengen zu betrachten.

Aufgabe 8
Gegeben sei f: R - R, f(x) =3x+2.

(a
(b

)
)
(c)
(d)

)

(e

Zeigen Sie, dass f bijektiv ist.

Bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~!: R — R.
Uberpriifen Sie: f~1(f(z)) = z fiir alle z € R.
Uberpriifen Sie auBerdem: f(f~1(y)) = y fiir alle y € R.

Zeichnen Sie die Graphen von f und f~! in dasselbe Koordinatensystem.

Welche geometrische Beziehung besitzen die beiden Graphen?
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Aufgabe 9

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr und welche falsch sind.
Beweisen Sie wahre Aussagen und geben Sie fiir falsche Aussagen nach Moglichkeit ein Gegenbeispiel
an.

(a) Der grofitmogliche Definitionsbereich der Funktion f(z) = ﬁ ist R.

b

)

(c)

(d) Es gibt keine reelle Funktion, die gleichzeitig gerade und ungerade ist.
)

(e

Der grofitmogliche Definitionsbereich der Funktion f(z) = x%ﬂ ist R.

Eine Funktion f(x) = ab® mit a # 0 und b > 1 ist stets monoton wachsend.

Ist f: R — R streng monoton wachsend und stetig, so besitzt f mindestens eine Nullstelle.

(

(f)

(g) Ist f: R — R umkehrbar, so ist f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend.
)

(h

Ist f: R — R streng monoton wachsend, so ist f umkehrbar.

Ist f: R — R gerade, so ist f nicht umkehrbar.

Aufgabe 10

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen an der Stelle x = 1.
Bestimmen Sie jeweils lim,_,;- f(x) und lim,_,i+ f(x), entscheiden Sie, ob lim,_,; f(z)
existiert, und untersuchen Sie, ob f an der Stelle x = 1 stetig ist.

—2x 4+ 3, r <1,
—x2 22 -1, x>1.

(a) f(z) = {

(x—-1)2+2, z<1,

(b) f(z) = {

2sin (§x), x> 1.

—2x+2, x<l1,
(C) f(.%') = _17 T = 17

z—1, x> 1.

Welche Informationen bendtigt man zusédtzlich zu den beiden einseitigen Grenzwerten, um Stetigkeit
an der Stelle x = 1 festzustellen?

Zusatzaufgabe (Existenz einer Umkehrfunktion?)

Sei f: X — Y eine Abbildung.
Wir wollen zeigen: f ist bijektiv <=  es existiert eine Abbildung g: ¥ — X mit go f =
idx und fog=idy.
Dabei bezeichnet id x (z) = = die Identitdtsabbildung auf X.
(a) Nehmen Sie zunéchst an, es existiere eine Abbildung g: Y — X mit go f = idx .

Zeigen Sie, dass f injektiv sein muss.

Hinweis: Starten Sie mit f(x1) = f(z2) und wenden Sie g auf beide Seiten an.
(b) Nehmen Sie nun zusétzlich an, fo g =idy .
Zeigen Sie, dass f surjektiv ist.

Hinweis: Sei y € Y beliebig. Welches Element aus X koénnte ein Urbild von y sein?
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(c) Folgern Sie daraus, dass f bijektiv ist.

(d) Nehmen Sie nun umgekehrt an, f sei bijektiv.
Begriinden Sie, warum es zu jedem y € Y genau ein x € X mit f(z) = y gibt.

(e) Definieren Sie mithilfe dieser Beobachtung eine Abbildung f~1: Y — X.
(f) Zeigen Sie: f~lo f =idy und fo f~! =idy.

(g) Erkldren Sie abschlieffend in eigenen Worten, warum sowohl Injektivitéit als auch Surjektivitat
notig sind, damit eine Umkehrfunktion existieren kann.

Zusatzaufgabe (Implikation oder Aquivalenz?)

Seien wieder f: A— Bund g: B — C.
Untersuchen Sie die folgenden Aussagen.
Gehen Sie bei jeder Aussage nach demselben Schema vor:

1. Entscheiden Sie zunéchst anhand selbst gewéhlter Beispiele, ob die Aussage plausibel ist.
2. Versuchen Sie, ein Gegenbeispiel zu konstruieren.

3. Falls kein Gegenbeispiel existiert, beweisen Sie die Aussage.

4. Formulieren Sie die Umkehrung der Aussage.

5. Entscheiden Sie, ob auch die Umkehrung gilt.

6. Entscheiden Sie abschlieBend, ob eine Aquivalenz vorliegt.

Untersuchen Sie:

(a

) f injektiv A g injektiv. = g o f injektiv.
(b) go f injektiv = f injektiv.
(c) go f injektiv. = g injektiv.
(d) f surjektiv A g surjektiv. = g o f surjektiv.
(e) go f surjektiv = g surjektiv.

)

(f) go f surjektiv. = f surjektiv.

Formulieren Sie fiir jede wahre Implikation zusétzlich die Kontraposition.
Vergleichen Sie Ihre Vorgehensweise mit den Begriffen Implikation, Umkehrung, Aquivalenz und
Kontraposition aus Blatt 1.

Zusatzaufgabe (Links- und Rechtsinverse)

Seien f: A— Bund g: B — A.

(a) Angenommen, go f =1id4.
Welche Eigenschaft von f lisst sich daraus vermuten?
Welche Eigenschaft von g?

Versuchen Sie zunéchst, dies an selbst gewéhlten Beispielen zu untersuchen.
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(b) Beweisen Sie anschlieflend Ihre Vermutung.

(c) Angenommen nun, fog=1idg.
Welche Eigenschaften von f bzw. g folgen diesmal?
Beweisen Sie Thre Aussagen.

(d) Vergleichen Sie: go f =id4 und fog=1idg.

Warum sind diese Bedingungen zunachst nicht dquivalent?

(e) Was folgt, wenn beide Gleichungen gleichzeitig gelten?

Stellen Sie einen Zusammenhang zur Bijektivitdt und zur Umkehrfunktion her.



