4. fiir die Gruppe ,,Math/Phys Spezial*

Dieses Ubungsblatt beschiftigt sich mit dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion.

Hinweis: In einigen Aufgaben kommt der Binomialkoeflizient (Z) vor (mit k,n € Ny, kK < n). Dieser

ist definiert durch (Z) = ﬁlk)l

Aufgabe 1

Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass folgende Summengleichungen fiir alle n € N gelten:
LY (2k—1)=n?
k=1

~n(n+1)(2n+1)
2. ) K = ;

k=1
3. zn:(gk 2= n(2n —1)(2n + 1)

k=1 3
n 1 — pntl
4. = N fiir alle reellen Zahlen x # 1.
k=0 -t
Aufgabe 2

Beweisen Sie folgende Aussagen:
1. n® —n ist fiir alle n € N durch 5 teilbar
2. 32" — 2" st fiir alle n € N durch 7 teilbar
3. n? < 3" fiir alle n € Nuy

Aufgabe 3

Zeigen Sie die Potenzgesetze mithilfe von vollstdndiger Induktion d.h.: Seien a,b € R und n,m € N,
dann gelten

1. a"a™ = g"t™
2. (a™)™ =a™™m

3. a"b" = (ab)”

44w =(5)"

Aufgabe 4

Sei M eine beliebige endliche Menge. Zeigen Sie, dass |P(M)| = 2!M| gilt. Nutzen Sie im Gegensatz
zur Ubung vom Dienstag diesmal vollstindige Induktion.



Aufgabe 5

Beweisen Sie, dass fiir alle n € N die Zahl 2y/2 irrational ist.
Aufgabe 6

Zeigen Sie, dass folgende Aussagen fiir alle n € N gelten:

- _ _in(n+1)
1. Z(_l)k 1k2 — (_1>n 177
k=1 2
k + 9 2 n+1 5
(Y -5
1 =1

" (n
3. = 2",
k=0

Aufgabe 7

Wir wollen ein beliebiges Quadrat mit Rechtecken ausfiillen, wobei sich die Rechtecke nicht tiber-
schneiden und ein Seitenverhaltnis von 1 zu 2 haben sollen. Fiir welche Anzahl n an Rechtecken ist

2.

n

ol

dies moglich?

Hinweis: Zeigen Sie dafiir folgende Aussagen:
1. Firn =2, n =6 und n = 7 ist dies moglich.
2. Wenn es fiir n moglich ist, dann auch fiir n + 3.
3. Zeigen Sie, dass fir n > 5 dies moglich ist.

4. Zeigen Sie, dass dies nicht fiir n = 1, n = 3 und n = 4 mdglich ist.
Zusatz

Aufgabe 8

(a) Fiir alle n, k € Ng mit k < n sei A¥ die Menge aller Abbildungen f : {1,...,n} — {0,1} mit
;f(z) = k. Zeigen Sie, dass [A%| = (}) gilt.

(b) Sei A€ P({1,...,n}). Wir definieren eine Abbildung f4 : {1,...,n} — {0,1} mit:

) 0 fir:iég A,
fali) = {1 fiir i € A.

Zeigen Sie, dass die Menge der Abbildungen von {1,...,n} nach {0, 1} bijektivzu P({1,...,n})

1st.

Aufgabe 9

Zeigen Sie den Binomischen Lehrsatz:

k

Va,b € R,n € N: (a+b)" = (") akpn k.
k=0

Aufgabe 10
Beweisen Sie das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion.

Hinweis: Betrachen Sie die Menge N := {n € N : p(n) ist wahr} und zeigen Sie N = N.



