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Ubungsblatt 21 - Hilbertriume

Aufgabe 1: Sein H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-). Zeigen Sie, dass fiir alle
y € ‘H die Abbildung
T = (2, y)

stetig und linear ist.

Aufgabe 2: Sei H ein C-Hilbertraum und e,, n € N eine orthonormale Menge. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind

N

a) Zu jedem z € H existiert eine eindeutige Folge a,, € C so dass lim E Gnén = T.
N—oo 1

n—=

b) Zu jedem x € H und jedem £ > 0 existiert ein N > 0 und Koeffizienten a, € C,

N
n=1...,N so dass, ||a:—ZanenH <e.

n=1
c) Fiir alle z € H gilt Z (x,en) en = x.
n=1

d) Fir alle z,y € H gilt (z,y) = Z (x,en) (y,en).

n=1
e) Fiir alle z € M gilt [|z]* =) [(z,en)|”.
n=1

Eine Menge die diese Bedingungen erfiillt heiflit Orthonormalbasis des Hilbertraumes .

Aufgabe 3: Seien z1,...,xxy € H Vektoren in einem Prahilbertraum H und
N
5= Zanxn, a, €Cin=1,...,N.
n=1

Zeigen Sie: s ist genau dann die beste Approximation an ein x € H, d.h., ||z — s|| < ||z — ¢||

fiir alle
N

t:anmn, bpeC,n=1,...,N,
n=1

falls fiir alle n =1,..., N gilt (s — x,z,) = 0.



Aufgabe 4: Betrachten Sie den Prihilbertraum C(—1,1) mit dem Skalarprodukt

Y f(@)g(a)
9) = /1 N

und bestimmen Sie das Polynom p(z) = asz® + aszt + asz® + asx? + a1zt + agz® welches den
Abstand || f — p|| zu der Funktion f(z) = |x| minimiert.

Hausaufgaben Abgabe Do, 19.05.2016 bzw. Fr, 20.05.2016
Aufgabe 1: Betrachten Sie den Folgenraum 5 Punkte
oo
by = {x = (Tn)nen, n € C | Z |:/cn|2 < oo} i
n=1

a) Zeige Sie, dass {2 versehen mit dem Skalarprodukt

o
y> = Z TnYn
n=1
ein Hilbertraum ist.

b) Bestimmen Sie eine Hilbertraumbasis in #5.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung S: lo — lo, y = S(x), yp = Tpnt+1, n € N stetig, linear,
surjektiv aber nicht injektiv ist.

d) Finden Sie eine stetige lineare Abbildung S: fo — ¢5 die injektiv aber nicht surjektiv

ist.

Aufgabe 2: Zeigen Sie, dass der Raum C(a,b) versehen mit dem Skalarprodukt 2 Punkte
/ fla

Aufgabe 3: Sei H ein C-Hilbertraum und e,, n € N eine orthogonale Menge. Zeigen Sie: 1 Punkt
Fiir jedes Element H >z =) anen die Gleichung

2 2 2
Izl = lanl* llenll*.

neN

kein Hilbertraum ist.

neN

Aufgabe 4: Betrachten Sie den Préhilbertraum C(0, 1) mit dem Skalarprodukt 2 Punkte

1
(f.9) = / f(@)g(@)da

und bestimmen Sie das Polynom p(z) = as2? + ayz! + agx® welches den Abstand ||f — p|| zu
der Funktion f(z) =/ minimiert.

Aufgabe 5 (Zusatzaufgabe): Losen Sie Aufgabe 4 in dem Sie das Orthogonalisierungsver- 2 Punkte
fahren von Gram-Schmidt auf Basissystem 1, 2, 2 anwenden und Satz 11.7. aus der Vorlesung
benutzen.



