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Kapitel 0: — Informationen zur Lehrveranstaltung —

Informationen zur Lehrveranstaltung

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Lernziele —

Lernziele dieses Kapitels

In diesem Kapitel lernen Sie allgemeine elementare Begriffe der
Mathematik kennen, die fiir die weitere Beschaftigung mit dem Fach
unabdingbar sind. Dazu z&hlen:

> Aussagen mathematischer Logik,
» Aussageformen und Quantoren,
» Mengen und ihre Verkniipfungen.

AuBerdem werden Sie zahlreiche kleine Hilfsmittel kennenlernen, die Sie
beim Verstandnis des Stoffes unterstiitzen.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik —

Mathematische Logik und Informatik

» Es gibt viele Verbindungen zwischen mathematischer Logik und
Informatik.

» Personen wie Alan Touring pragten sowohl Logik als auch Informatik.

» Die sog. deskriptive Komplexitatstheorie stellt Zusammenhang
zwischen der mathematischen Logik und der Komplexitédtstheorie in
der theoretischen Informatik her.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Begriffe

Begriffe

Aussagen

Definition (Aussage)

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder falsch
ist. Aussagen werden im Folgenden mit GroBbuchstaben A, B, C, ...
bezeichnet.

Der Wahrheitswert einer Aussage A ist

1 falls die Aussage A wahr ist,

Wert(A) =
ert(A) {0 falls die Aussage A falsch ist.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Begriffe

Begriffe

Aussagen

"

o

Abbildung:

Prof. Klimova

Hier sind einige Beispiele fiir verschiedene Arten von
mathematischen Aussagen:

Aussage ilber Arithmetik:
* "Die Quadratwurzel von 9 ist gleich 3."
Aussage iiber Algebra:
* "Jede reale Zahl x erfillt die Gleichung x*2 - 4= 0"
Aussage iiber Geometrie:
* "In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate der
beiden Katheten gleich dem Quadrat der Hypotenuse."
Aussage iiber Logik:
* "Wenn p und q wahre Aussagen sind, dann ist die Aussage -p v q
ebenfalls wahr."
Aussage iiber Mengenlehre:
* "Die Menge der Primzahlen ist unendlich."
Aussage iiber Wahrscheinlichkeit:
* "Die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl bei einem fairen Wurf
eines sechsseitigen Wiirfels zu erhalten, betrégt 1/2."
Aussage ilber Analysis:
* "Die Funktion f(x) = x"2ist auf dem Intervall [0, 1] stetig."
Aussage iiber Kombinatorik:
* "Die Anzahl der Méglichkeiten, 5 Biicher aus einer Biicherreihe
von 10 auszuwahlen, betragt 252."
Aussage iber Zahlentheorie:

* "Es gibt unendlich viele Primzahlen."
Beispiele von mathematischen Aussagen
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Begriffe

Begriffe

Aussagen

Beispiele:
(i) A & 3+5=09"

(i) B &= ,3ist Teiler von 6."

(ii)) C &= 2190 4 1 ist Primzahl.”

(iv) D < | Erist sympathisch.”

(v) E =& 24+ x=4"

(vi) F & ,Cist eine Sprache."
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Begriffe

Begriffe

Aussagen

Prof. Klimova

Ist "C ist eine Sprache" eine mathematische Aussage?

Nein, der Satz "C ist eine Sprache" ist keine mathematische Aussage.
Eine mathematische Aussage ist eine Aussage, die entweder wahr
oder falsch ist und in der Mathematik quantifiziert und untersucht
werden kann. Der Satz "C ist eine Sprache" ist eher eine deskriptive
oder informatorische Aussage, die keine klare mathematische
Bedeutung hat und daher nicht als mathematische Aussage

betrachtet wird.

In der Mathematik werden mathematische Aussagen normalerweise
in einer prazisen, formalen Sprache formuliert und kénnen dann
durch Beweise oder Gegenbeispiele analysiert werden, um ihre
Wahrheit oder Falschheit zu bestimmen. Ein Beispiel fiir eine
mathematische Aussage wére "Die Summe von zwei geraden Zahlen
istimmer eine gerade Zahl", da diese Aussage in der Mathematik
bewiesen und untersucht werden kann.

Abbildung: C ist eine Sprache
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen
Symbolik Bezeichnung Sprechweise
—A bzw. A | Negation “nicht A”
ANB Konjunktion “Aund B"”
AV B Disjunktion, inkl. “Oder” “A oder B”
AAB Kontravalenz, exkl. “Oder” “entweder A oder B”
A= B Implikation “wenn A, dann B"; “aus A folgt B"
“A impliziert B"
“A ist hinreichend fiir B"
“B ist notwendig fiir A"
“A ist Voraussetzung, B ist Behauptung”
A& B Aquivalenz “A genau dann, wenn B”

“A dann und nur dann, wenn B"

“A ist notwendig und hinreichend fiir B”

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen

Beispiele

(i)

(iii)

Prof. Klimova

,In der Medieninformatik kénnen Projekte entweder auf Webentwicklung
oder auf 3D-Modellierung ausgerichtet sein."

o Teilaussagen:

e Verkniipfung:

»Wenn jemand grundlegende Kenntnisse in der Bildverarbeitung hat, kann
er erfolgreich bei der Entwicklung von Bildfiltern sein.”

e Teilaussagen:
e Verkniipfung:

,Wenn wir die Lehrveranstaltungen nicht besuchen und die
Abschlussarbeit von ChatGPT schreiben lassen, dann bestehen wir das
Studium nicht.”

o Teilaussagen:
e Verkniipfung:
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen

Wabhrheitstabellen

Wabhrheitstabellen enthalten die Wahrheitswerte zusammengesetzter
Aussagen. Fiir die obigen elementaren Aussagenverbindungen ergeben

sich:

-A

ANB

AV B

AAB

A= B

As B

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen

Wabhrheitstabellen

Wabhrheitstabellen enthalten die Wahrheitswerte zusammengesetzter
Aussagen. Fiir die obigen elementaren Aussagenverbindungen ergeben

sich:
A|lB|-A|AANB|AVB|AAB|A=B | A< B
1110 1 1 0 1 1
1{0] 0 0 1 1 0 0
0j1]1 0 1 1 1* 0
010 1 0 0 0 1* 1

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen
Wahrheitstabellen — Beispiele

Aufgabe

Stellen Sie den Wahrheitswert der folgenden Aussageverbindungen jeweils mit
Hilfe einer Wahrheitstabelle dar.

(a) Ein Video-Streaming-Dienst bietet 4k-Inhalte an, oder er verwendet
fortschrittliche Videokompressionsalgorithmen.

(b) Wenn jemand grundlegende Kenntnisse in den Bereichen
Grafikprogrammierung und Benutzerschnittstellenentwicklung hat, wird
diese/-r in der Lage sein, eine benutzerfreundliche
Augmented-Reality-Anwendung (AR) zu entwickeln.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen
Aufgabe: Lésung von (a)

Ein Video-Streaming-Dienst

P .. bietet 4k-Inhalte an.

Q .. verwendet fortschrittliche Videokompressionsalgorithmen.

Die Gesamtaussage lautet: PV Q

Wahrheitstabelle:

Pl Q| PVQR
1]0 1
0|1 1
1] 1 1
0 0 0

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen
Aufgabe: Lésung von (b)

Jemand

P .. hat grundlegende Kenntnisse in Grafikprogrammierung.

Q .. hat grundlegende Kenntnisse in Benutzerschnittstellenentwicklung.

R .. ist in der Lage, eine benutzerfreundliche AR-Anwendung zu entwickeln.
Die Gesamtaussage lautet: (P A Q) — R

Wabhrheitstabelle:

PITQ[R|(PAQ =R
111 1
110 0
1101 1
1lo]o 1
0|11 1
o[1]0 1
001 0
0ojo]o 1
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussagenverbindungen

Aussageverbindungen
Wahrheitstabellen — Beispiele

Aufgabe (Einbruch)

Es hat einen Einbruch gegeben und die Polizei hat drei Verdachtige
festgenommen. Kommissar Moser versucht nun durch logische
Schlussfolgerungen den oder die Tater zu ermitteln:

“Klose ist nicht clever genug sowas alleine durchzuziehen, der wiirde immer
seinen Kumpel Lehmann mitnehmen. Lehmann und Miiller kénnen nicht
miteinander, die haben garantiert kein Ding zusammen gedreht. Wenn
Lehmann oder Miiller unschuldig ist, dann muss Klose ein Tater sein.”

Helfen Sie bei der Aufklarung des Falles!

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik Folie 18



Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Tautologie

Aussageverbindungen

Tautologie

Definition (Tautologie)

Eine Aussageverbindung T = T(A, B,...) heiBt Tautologie (ldentitit),
falls sie fiir alle moglichen Wahrheitswerte der Teilaussagen A, B, . ..
stets wahr ist.

Beispiele:
(i)  Satz vom ausgeschlossenen Dritten: AV —A
(i)  Kettenschluss: (A= B)A(B=(C)]= (A= ()
(iii)  Abtrennungsregel: [AN(A=B)] =B
(iv)  Kontraposition: (A= B) & (=B = —A)
(v)  Indirekter Bewesis: [BA(-A=-B)]=A

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Tautologie

Aussageverbindungen

Kontradiktion

Definition (Kontradiktion)

Eine Aussagenverbindung T = T(A, B, ...) heift Kontradiktion
(logischer Widerspruch), falls sie fiir alle mdglichen Wahrheitswerte der
Teilaussagen A, B, ... stets falsch ist.

Beispiel: Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch. A A —-A

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik Folie 20



Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Tautologie

Aussageverbindungen
Logische Gleichwertigkeit

Definition (Logische Gleichwertigkeit)

Zwei Aussagenverbindungen S = S(A, B, ..., K) und
T =T(A, B,...,K) heiBen dquivalent bzw. logisch gleichwertig, in
Zeichen

S(AB,...,K)& T(A,B,...,K)
falls Wert(S) = Wert(T) fiir alle méglichen Wahrheitswerte der
Teilaussagen A, B, ..., K gilt.

1bezagen auf endlich viele Teilaussagen
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Tautologie

Aussageverbindungen

Regeln und Gesetze

AANB & BANA, AVB & BVA

Kommutativgesetze

(AAB)AC & AAN(BAC) & AABAC,

(AVB)VC < AV(BVC) & AvBYyC | Assoziativgesetze
(ANB)VC & (AVC)A(BVO), o
(AVB)AC < (AAC)V (BAC) Distributivgesetze

ANA & A AVA & A

Idempotenzgesetze

—\(—\A) s A

doppelte Verneinung

-(AAB) & -AV B,
-(AVB) & -AA-B

DE MORGAN “sche Gesetze

A=B < -AVB

Auflésen von Implikationen

A B & (A= B)A(B=A)

Auflésen von Aquivalenzen

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Aussageform

Definition

Zahlen ~  Variablen: x, ...
Aussagen ~  Aussageformen: A(x), ...

Definition (Aussageform)

Ein sprachliches Gebilde A(x) mit der Variablen x € X heiBt Aussageform iiber
X, falls A(x) fiir jede Wahl x € X eine Aussage ist.?

Bemerkung;:

Aussageformen A(xi, x2, . . ., xk) kdnnen auch mehrstellig sein, d.h. sie hdngen
von mehreren Variablen x; € X1, x2 € Xo, ..., xx € Xk ab.

2Das Zeichen € wird im Abschnitt zu Mengen eingefiihrt.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Aussageformen

Beispiele (Aussageformen)
(a) Es bezeichne N die natiirlichen Zahlen, n € N. Betrachte die Aussageform
P(n) :& *“n ist eine Primzahl”

Welche der folgenden Aussagen ist wahr/falsch? P(5) bzw. P(10)
Was ist mit P (2'% +1)?
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Aussageformen

Beispiele (Aussageformen)

(a) Es bezeichne N die natiirlichen Zahlen, n € N. Betrachte die Aussageform

P(n) :& *“n ist eine Primzahl”

Welche der folgenden Aussagen ist wahr/falsch? P(5) bzw. P(10)
Was ist mit P (2'% +1)?

(b) Es bezeichne R die Menge der reellen Zahlen, x, a, b € R. Betrachte die
Aussageform

Z(x,a, b) :& “x liegt zwischen a und b” (a < x < b)

Welche der folgenden Aussagen sind wahr/falsch? Z(5,3,6), Z(1,2,3)
bzw. Z(7,3.1,3.2)

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik Folie 24



Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Quantifizierung

» Der Wahrheitsgehalt einer Aussageform héngt also konkret von den
Werten ab, die man in die Aussageform einsetzt.

» Durch Quantifizierung kann man eine Aussageform zu einer Aussage mit
eindeutigem Wahrheitsgehalt machen.

» Quantoren sind mathematische Symbole, die dazu dienen, die Quantifi-

zierung von Variablen in Aussagen zu kennzeichnen.

Bezeichnung Symbol® | Sprechweise
All-Operator v “fiir alle” bzw. “fiir jedes”
Existenzoperator 3 “es existiert (mindestens) ein”

3

Prof. Klimova

Als Symbole sind gespiegelte/gedrehte Buchstaben genutzt, (A)llquantor bzw. (E)xitenzquantor.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Quantoren

All- und Existenzaussagen

Definition (All- und Existenzaussagen)

Es seien der Grundbereich X und die Aussageform H(x) mit x € X gegeben.

Dann erhélt man durch Quantifizierung von H(x) folgende Aussagen:

Prof. Klimova

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise
Allaussage Vx e X: H(X) Fiir alle x aus der Menge X gilt H(x).
Existenzaussage dx e X : H(X) Es existiert ein x, fiir welches H(x) gilt.

MATHEMATIK fiir Medieninformatik
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Quantoren
All- und Existenzaussagen — Aufgabe
Aufgabe (All- und Existenzaussagen)

Schreiben Sie die folgenden Satze als All- oder Existenzaussagen auf:
(i) Es gibt natiirliche Zahlen, die Primzahlen sind.

(if) Alle natiirlichen Zahlen sind auch ganze Zahlen.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Negation von All- und Existenzaussagen

» Wir haben bereits gelernt, dass man Aussagen auch negieren kann.

» Da All- und Existenzaussagen ja vor allem auch Aussagen sind, kann man
sie ebenfalls negieren. Doch was passiert dann mit den Quantoren und der
Aussageform?

Negation einer Allaussage —(Vx € X: H(x)) & Ix e X:(-H(x))

Negation einer Existenzaussage | —(3x € X : H(x)) < Vx € X : (=H(x))
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Aussageformen

Negation von All- und Existenzaussagen

» Wir haben bereits gelernt, dass man Aussagen auch negieren kann.

» Da All- und Existenzaussagen ja vor allem auch Aussagen sind, kann man
sie ebenfalls negieren. Doch was passiert dann mit den Quantoren und der
Aussageform?

Negation einer Allaussage —(Vx € X: H(x)) & Ix e X:(-H(x))

Negation einer Existenzaussage | —(3x € X : H(x)) < Vx € X : (=H(x))

Aufgabe (Negation von All- und Existenzaussagen)

Negieren Sie die folgenden Aussagen und machen Sie Allaussagen zu
Existenzaussagen bzw. umgekehrt.

(a) Alle Studierenden bestehen die Mathepriifung.
(b) Es gibt Parallelogramme, die keine Rechtecke sind.
Wie verhiltet sich der Wahrheitswert bei der Aussage (b)?
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Kapitel 1: Grundlagen — Mathematische Logik — Selbstreflexion

Versuchen Sie bitte, die folgenden Lernaktivitaten fiir sich zu reflektieren. Sind
Sie dazu in der Lage, diese Dinge selbststandig auszufiihren?

Selbstreflexion (Mathematische Logik)

Prof. Klimova

1.

Sie erklaren, was eine mathematische Aussage ist und wie sie sich von
anderen sprachlich und grammatikalisch korrekten Sitzen unterscheidet.

Sie wandeln ausformulierte Aussageverbindungen in symbolische
Schreibweise um und umgekehrt.

Sie bestimmen den Wahrheitswert von Aussageverbindungen in
Abhiangigkeit der Wahrheitswerte der Teilaussagen und ihrer
Verkniipfungen und erstellen Wahrheitstabellen.

Sie unterscheiden Aussagen und Aussageformen und nennen eigene
Beispiele.

Sie formulieren mathematisch quantifizierbare Aussageformen vermoge der
entsprechenden Quantoren und negieren diese.

MATHEMATIK fiir Medieninformatik
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Begriffsbildung

Begriffsbildung

Definition (Menge)

Eine Menge M ist die Gesamtheit bestimmter wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens, wobei von jedem Objekt eindeutig
feststeht, ob es zu M gehort oder nicht. Die zu M gehédrigen Objekte heiBen
Elemente von M.

Schreibweisen:*

a € M: aist Element von M. a ¢ M: a ist kein Element von M.

Bemerkungen:
» Die leere Menge @ bzw. {} enthilt keine Elemente.

» Die Grundmenge G enthilt samtliche Objekte des Grundbereiches, der in
einem bestimmten Zusammenhang betrachtet wird.

4Mengen werden im Folgenden mit GroBbuchstaben M, A, B, . . . und ihre Elemente mit Kleinbuchstaben x, a, b, . . . bezeichnet.

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik Folie 31



Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Begriffsbildung

Begriffsbildung

Darstellung von Mengen

Mengen kénnen auf verschiedene Weisen dargestellt werden, u.a. durch:

(a) Aufzihlung aller ihrer Elemente
Es sei M = {a1,az,...}. Dann gilt
XEM <= (x=a1) V (x=a) V...

(b) Angabe einer charakteristischen Eigenschaft
M={xe G| E(x)}
Gesprochen: “M ist die Menge aller x aus G, fiir die E(x) gilt.”
XEM < xe€ G AN Wert(E(x)) =1

(c) Graphisch
z. B. durch VENN-Diagramme.

Prof. Klimova MATHEMATIK fiir Medieninformatik Folie 32



Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Begriffsbildung

Begriffsbildung
Darstellung von Mengen — Beispiele
() N:=1{0,1,2,3,...}, N == {1,2,3,...}
i) P = {x € IN| x ist Primzahl}
(i) Vi ={x € N |x=k-nfireinneN}={0,k,2k,3k,..} fir ke Ny
iv)

Ty = {x € N | k teilt x} fiir k € N,

Frage: In welcher Beziehung stehen Vi und T zueinander?

(V) L={xeN|x®—5x+6=0={ , }
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Kapitel 1: Grundl — M lehre — Begriffsbild

Begriffsbildung

Standardmengen — Darstellung mittels VENN-Diagrammen
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Begriffsbildung

Begriffsbildung

Standardmengen
Symbol | Bedeutung

N Menge der natiirlichen Zahlen {0,1,2,...}

N, Menge der positiven natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

Z Menge der ganzen Zahlen {...,—-2,-1,0,1,2,...}

Q Menge der rationalen Zahlen {5 pEZ N g€ ]N+}

R Menge der reellen Zahlen

I Menge der irrationalen Zahlen R \ Q@

R+ Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
{xeR | x>0}

C Menge der komplexen Zahlen
{z|z=x+iy mitx,y € Rund i* = —1}

H Menge der Quaternionen

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Teilmengen

Teilmengen von R

Intervalle

In R kann man auch Intervalle nutzen. Fiir a, b € R, a < b gilt:

Symbol | Bedeutung Sprechweise
abgeschlossenes Intervall von a
<x <
[a, ] {xeR|a<x<b} bis b
rechtsseitig halboffenes Intervall
<
[a, b) {xeR|a<x<b} von 4 bis b
linksseitig halboffenes Intervall
<
(a, b] {xeR|a<x<b} von 2 bis b
(a, b) {x € R|a< x< b} | offenes Intervall von a bis b
Bei (halb-) offenen Intervallen ist auch a = —oo oder b = co méglich.

Prof. Klimova

MATHEMATIK fiir Medieninformatik

Folie 36



Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Teilmengen

Teilmengen von R

Intervalle — Aufgabe

Aufgabe (Intervalle)

(a) Tragen Sie die folgenden Intervalle auf dem Zahlenstrahl ab:

[3,5), [-1,2], (—o0,0], (5,00)

(b) Schreiben Sie die folgenden Mengen als Intervalle und tragen Sie sie auf
dem Zahlenstrahl ab:

(xeR||x| <3}, {xeR||x| <3}
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Teilmengen

Begriffe
Mengengleichheit und Teilmengen
Definition (Mengengleichheit)

Die Mengen A und B sind gleich, kurz A = B, wenn sie dieselben Elemente
besitzen, d. h. wenn alle Elemente zu A gehdren genau dann, wenn sie auch zu
B gehoren:

A=B & Vx: (xeA&xeB)

Definition (Teilmenge)

A ist Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn alle Elemente von A auch zu

B gehoren:
genoren ACB & Vx: (x€A = x€B)

A ist echte Teilmenge von B, geschrieben A C B, wenn alle Elemente von A
auch zu B gehéren, aber A und B verschieden voneinander sind:®

ACB < ACBAA#B

5

d. h. B muss mindestens ein Element haben, das nicht zu A gehért
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Teilmengen

Mengengleichheit und Teilmengen — Bemerkung und Beispiele

Alternativ lasst sich mittels der Teilmengenbeziehung erklaren:

A=B < ACBABCA
Aufgabe (Teilmengenbeziehungen)

Welche Beziehungen gelten zwischen folgenden Mengen?

A:={0,1,2}, B:={2,1,0}, C:={0,2}
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Teilmengen
Méchtigkeit von Mengen

Definition (Machtigkeit)
Die Michtigkeit einer endlichen Menge A, geschrieben |A| (auch #A), ist die
Anzahl ihrer Elemente.

Eine Menge ist abzahlbar, falls ihre Elemente nummeriert werden kénnen (z.B:
N, Z, Q); andernfalls ist sie iiberabzahlbar (z.B. R, C).

Aufgabe (Machtigkeit)

(2) In Python sei das Array arr = [2,4,6,8,10,12,14] gegeben.
Wie groB ist die Machtigkeit dieses Arrays?

(b) Wie groB ist die Machtigkeit der Menge S(n) aller Bitstrings der Linge n
(wobei n € IN;)?
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Mengenoperationen

Ubersicht

Es sei die Grundmenge G gegeben

und es gelte A,B C G.

Symbolik Bezeichnung Sprechweise Bedeutung

ANB Durchschnitt “A geschnitten B" | {x|x€ AAx € B}

AUB Vereinigung “A vereinigt B” {x|xe€eAvxeB}

A\ B Differenz “A ohne B" {x|x€e AAx ¢ B}

= Komplement " .

A (= G\A) von A bzgl. G A Komplement {x|xe GAx¢gA}
Symmetrische “A  symmetrische

ALB Differenz Differenz B” (AUB)\ (AN B)

Frage: Wie kann man diese Mengenoperationen graphisch als VENN-Dia-
gramme darstellen?

Prof. Klimova
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Mengenoperationen

Aufgabe (Mengenoperationen)

Gegeben (siehe Beispiel oben):
> P = {x € IN | x ist Primzahl}
» Ty ={x€NN|k teilt x}

Bestimmen Sie die folgenden Mengen:

(a) TzN T2 (f) {1,2,3}\ {3,5}
(b) P Ts (g) [1,5)N(3,7]
(C) IPﬁ T4

(d) {1,2,3}U{3,5) (h) [1,5) U (3,7]
(e) {1,2,3} N {3,5} (i) 1,5\ (3,7]

Frage: Finden Sie den Unterschied zwischen {1,3} und (1, 3).
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Mengenoperationen
Venn-Diagramme — Aufgabe

Aufgabe (VENN-Diagramme)

Unter 100 Studierenden wird eine Umfrage nach deren Lieblingssportart
durchgefiihrt, wobei nur nach Schwimmen, Volleyball und FuBball gefragt wird.
Es stellt sich heraus, dass 12 Studierende gern FuBball spielen, aber weder fiir
Volleyball noch fiir Schwimmen zu begeistern sind. Fiinf Befragte spielen gern
Volleyball, aber nicht FuBball, und gehen auch nicht schwimmen. 50
Studierende betreiben genau zwei der Sportarten gern, darunter 25, die gern
FuBball und Volleyball spielen, und zehn, die gern FuBball spielen und gern
Schwimmen gehen. Genau acht Befragte betreiben alle drei Sportarten gern
und 13 machen am liebsten gar keinen Sport.

(a) Wieviele Studierende gehen gern schimmen, aber spielen weder gern
Volleyball noch FuBball?

(b) Wieviele Studierende schwimmen nicht gerne?

(c) Wieviele Studierende, die gern FuBball spielen, spielen nicht gern
Volleyball?

Losen Sie die Aufgabe mit Hilfe eines Venn-Diagramms.
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Mengenoperationen

Venn-Diagramme — Lésung

Aus dem Text ist gegeben:

12 Stud. betreiben F, aber nicht S und nicht V. 50 Stud. betreiben genau 2 Sportarten,
5 Stud. betreiben V, aber nicht F und nicht S. davon betreiben 25 Stud. F und V,

10 F und S.
8 Stud. betreiben F, S und V. 13 Stud. betreiben keinerlei Sport.

F: Menge der Studenten, die gern
FuBball spielen
V: Menge der Studenten, die gern
Volleyball spielen
S:  Menge der Studenten, die gern
schimmen gehen
Antworten:
(a) 12 Studenten gehen gern schwimmen und betreiben keine der
anderen Sportarten
(b) 55 Studenten schwimmen nicht gern
(c) 22 Studenten spielen gern FuBball, aber nicht gern Volleyball
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Mengenoperationen
Wichtige Rechengesetze — Teil |

Rechengesetze

Bezeichnung

ACA

Reflexivitat

ACBABCC=ACC

Transitivitat

ANnB=BnNA, AUB=BUA

Kommutativitat

(ANB)NC=AN(BNC)=ANBNC,
(AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC

Assoziativitat

AN(BUC)=(ANB)U(AN (),
AU(BNC)=(AuB)N(AUCC)

Distributivitat

Prof. Klimova
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Mengenoperationen

Mengenoperationen
Wichtige Rechengesetze — Teil |l

Rechengesetze Bezeichnung

ANA=A  AUA=A Idempotenz

ANB=AUB, AUB=ANB | Formeln von DE MORGAN

ANA=02, AUA=G, A=A Operationen mit Komplement
ANg =0, AU =A gCA Operationen mit leerer Menge
A\B=ANB Auflosen einer Differenz
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Mengenoperationen
Aufgabe
Aufgabe (Mengenoperationen)
Es seien die Mengen A := {0,1,2} und B := {—1,1} gegeben.
Welche Elemente liegen in
AN (B\A)? (%)

Hinweis: Vereinfachen Sie die Formel in (x) zunichst mit geeigneten
Mengenoperationen, um zur Lésung zu gelangen.
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Mengenoperationen

Mengenoperationen
Aufgabe

Losung

Prof. Klimova

AN (B\A)

AN (ﬁﬂ B) (Aufldsen einer Differenz)
AN(ANB) (Operation mit dem Komplement)
(AnANB (Assoziativitat)
ANB (Idempotenz)
{0,1,2} N {-1,1} (Einsetzen der gegebenen Mengen)

{1}
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Mengenoperationen
n-Tupel

Definition (Geordnetes n-Tupel)

Es seien a1, ..., a, € R gegeben. Dann heiBt (ai,...,an) geordnetes n-Tupel
reeller Zahlen.®
Bemerkungen:

» Im Unterschied zur Aufzdhlung von Elementen einer Menge spielt im
n-Tupel die Reihenfolge der a; (i € {1,..., n}) eine Rolle.

» Die Gleichheit zweier n-Tupel (a1,...,an) und (b1,..., by) ist definiert als
(a1,...,an) = (b1,...,by) &= a=bifiralleic{l,..., n}

> Beispiele: Koordinaten eines Punktes in der xy-Ebene (kartesisches
Koordinatensystem), Vektoren.

6Ax:htung: Das Intervall (1, 3) und das Tupel (1, 3) lassen sich nur aus dem Kontext unterscheiden.
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Mengenoperationen

Kartesisches Produkt

Definition (Kartesisches Produkt)

Es seien die zwei Mengen A und B gegeben. Dann heiBt
Ax B:={(a,b)|ac ANbe B}

kartesisches Produkt der Mengen A und B.

Fiir mehr als zwei Mengen lasst sich diese Definition wie folgt verallgemeinern:
> A XX Api={(a1,...,an) | ai € A; firi € {1,...,n}},
> A" =Ax---xA={(a1,...,an) |ai € Afirie {1,...,n}}.

n-mal
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Mengenoperationen
Kartesisches Produkt — Beispiele
(i) Schachbrett
(ii) {1,2,3} x {a, b} = {(1,2),(2,2),(3,2),(1,b),(2,b),(3,b)}
(iii) {a b} x {1,2,3} =7
(iv) RE={(x,y) | x€ R, y € R}
(v) [0,1] x (-1,2]
(vi) (-1,2] x [0,1]

Stellen Sie die Mengen in (v) und (vi) in einem kartesischen
Koordinatensystem dar!
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Kapitel 1: Grundlagen — Mengenlehre — Selbstreflexion

Versuchen Sie bitte, die folgenden Lernaktivitaten fiir sich zu reflektieren.
Sind Sie dazu in der Lage, diese Dinge selbststandig auszufithren?

Selbstreflexion (Mengenlehre)

Prof. Klimova

1.
2.
St

Sie stellen Mengen auf verschiedene Art und Weise dar.
Sie beschreiben und vergleichen Standardmengen und Intervalle.

Sie erkldren Mengenoperationen und Mengenbeziehungen anhand von
Venn-Diagrammen.

Sie unterscheiden Mengen nach ihrer Méchtigkeit.

5. Sie filhren Mengenoperationen durch.

Falls moglich formulieren Sie Mengenverkniipfungen unter der
Verwendung geeigneter Gesetze um.

Sie erkldren den Unterschied von Mengen und Tupeln.

8. Sie bilden ein kartesisches Produkt von zwei oder mehreren Mengen.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen und Ungleichungen

Lineare Gleichungen

Aufgabe (Lineare Gleichungen)

Lésen Sie die folgenden linearen Gleichungen” mit Hilfe von
Aquivalenzumformungen:

(@) 2x—3=0

(b) 17 — 6x = 2x — 23 — 8x

(c) 2(6—5x)+3=3(3x—1)—x

7(Walrum heiBen sie s0?)
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen und Ungleichungen

Quadratische Gleichungen

Aufgabe (Quadratische Gleichungen)

Lésen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen mit Hilfe geeigneter

Lésungsmethoden:

(a) —x* —5x=—36
(b) x*4+7x=0

(c) 2x® —8x = 2x — 12

Tipps und Tricks

Die Ldsungsmenge einer quadratischen
Gleichung der Form

ax>+ bx+c=0mita,b,c e R

lasst sich bestimmen mit:

_ —bEty/b2—4ac
X1,2 = 23

Prof. Klimova

(d) x¥*+2x=-5
(e) x*+6x+9=0
Zusatz: /2x2 —1+x=0

Liegt die quadratische Gleichung in Nor-
malform

x2+px+q:0 mit p,geR

vor, so gilt:

x12=—-8%4/5
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen und Ungleichungen

Satz von VIETA

Manchmal kann der folgende Satz beim Auffinden der Lésungen von
quadratischen Gleichungen helfen.

Satz (Satz von VIETA)

Es sei die quadratische Gleichung
x*+px+q=0,pgeR
gegeben. Weiter seien xi, x> € R die Losungen dieser Gleichung. Dann ist

X1+ X =—p, X1-X2=q

Aufgabe (Quadratische Gleichungen)

(a) x*=5x+6=0 (b) x> —8x+7=0
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Gleichungen und Ungleichungen

Lineare und quadratische Ungleichungen

Aufgabe (Ungleichungen)
Losen Sie die folgenden Ungleichungen. Was miissen Sie hier beachten?

(a) 2x—2<5x+1
(b) 5(x —4) >2(5—4x) — 6+ x
(c) ax<x+a, acR

(d) x> —5x+6>0
(e) x> +4x+13>0
(f) 8(2—x) > —x2
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Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen mit zwei Variablen

Aufgabe (Graphische Losung)

Losen Sie die folgenden Gleichungen graphisch:

(a) 2xty=2 (b) (x—3)2+(y + 1) =4
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Gleichungen und Ungleichungen

Allgemeine Kreisgleichung

Um die allgemeine Kreisgleichung eines Kreises zu erstellen, verwenden
wir die folgende Form:

(x—a)+ (v = b2 =

» (a, b) sind die Koordinaten des Mittelpunkts des Kreises.
> r ist der Radius des Kreises.

Diese Gleichung beschreibt einen Kreis mit dem Mittelpunkt (a, b) und
dem Radius r.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen und Ungleichungen

Ungleichungen mit zwei Variablen

Aufgabe (Graphische Losung)

Losen Sie die folgenden Ungleichungen graphisch:

(@) 2x+y <2 (b) (x =32+ (y+1)2>4
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Gleichungen und Ungleichungen
Spezielle Bruchungleichungen
Aufgabe (Graphische Losung)
Losen Sie die Ungleichung

(x—=3)2-(x+3)3 - (x—5)-x°

(x—3)-(x+8) 0

Wie andert sich die Losung, wenn man ,,<" durch , <" ersetzt?
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Gleichungen und Ungleichungen
Betrag

Definition (Betrag)

Der Betrag einer reellen Zahl x € R ist definiert als

X, falls x > 0

x| =
—x, falls x <0
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Gleichungen und Ungleichungen

Betragsgleichungen und -ungleichungen

Aufgabe (Betragsgleichungen)
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Betragsgleichungen:

(a) [x|—3=0

(c) |3—4x| =3-|2x + 6]
(b) [5x — 9| = 4

(d) [2x — 1| = x?

Aufgabe (Betragsungleichungen)

Losen Sie die folgenden linearen Betragsungleichungen:

(a) [x—3/ <0 (b) |x+3| <4 () [2x+1| > 1
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Selbstreflexion

Selbstreflexion (Gleichungen und Ungleichungen)

Prof. Klimova

1.

Kénnen Sie mithilfe von Aquivalenzumformungen eine Gleichung nach
der gesuchten Variablen umstellen?

Verwenden Sie geeignete Losungsformeln, einschlieBlich des Satzes von
Vieta, um lineare und quadratische Gleichungen zu 16sen?

Beherrschen Sie die Losung verschiedener Arten von Ungleichungen?

Sind Sie in der Lage, Gleichungen und Ungleichungen mit zwei Variablen
in einem xy-Koordinatensystem grafisch zu 16sen?

Konnen Sie die allgemeine Kreisgleichung eines Kreises erkennen und
erstellen?

Lésen Sie Bruchungleichungen mithilfe graphischer Methoden?

Definieren Sie den Betrag einer reellen Zahl und kénnen Sie
Betragsgleichungen und -Ungleichungen mithilfe der Definition des
Betrags 16sen?
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstindige Induktion

Summen und Produkte

Prof. Klimova

Selbstverstiandlich kennen Sie Summen und Produkte bereits aus der
Schule.

Wenn man zwei Zahlen a und b addiert, dann schreibt man einfach a + b.

Bei der Multiplikation schreiben wir wiederum a - b.

Doch wie sieht es aus mit solch einer Summe?

1 1 1 1
14t od o = =77
tst3tztt I
Oder solch einem (endlichen) Produkt?
P S R >
2 3 4 20

Offenbar ist klar, welche Summanden bzw. Faktoren bei den ...
eingetragen werden miissen. Gibt es also eine kompaktere Schreibweise?

MATHEMATIK fiir Medieninformatik

Folie 65



Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstindige Induktion

Summen und Produkte

Definition (Summenzeichen, Produktzeichen)
Es seien n, k € IN und a, eine Folge von Zahlen.

Dann wird das Summenzeichen wie folgt definiert:
n
Zak:ao+al+ag+...+a,,
k=0

Analog definiert man das Produktzeichen als
n
Hakzao'21~32'...-a,,
k=0

Bemerkungen:
> Fiir den Summationsindex k kann man jeden beliebigen Buchstaben verwenden.

» Der Startwert des Summationsindex ist ebenfalls beliebig (s. nichste Folie).
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Summen und Produkte

Aufgabe (Summen und Produkte)
(a) i(2i —7)="
i=5
10
(b) TI7=?
i=1
(c) Schreiben Sie den Term

1 1 1 1

I+o+3+7t 5=

2 3 10

mit dem Summenzeichen.
(d) Schreiben Sie den Term

N —
W
=
N
o

mit dem Produktzeichen.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

Beispiel: Der Schiiler Carl Friedrich GauB

Aufgabe (Der Schiiler CFG)

Berechnen Sie bitte die Summe aller Zahlen von 1 bis 100.

Hinweis: GauB schaffte das als Schiiler (angeblich) in wenigen Minuten.

Wie lasst sich diese Aufgabe mit dem Summenzeichen darstellen?
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

Beweisprinzip

Satz (Beweisprinzip der vollstandigen Induktion)

Es sei ng € IN (oder sogar ng € Z) und A(n) fiir jedes n > ng eine
Aussage. Um die Giiltigkeit von A(n) fiir alle n > ng zu beweisen, geniigt
es zu zeigen:

(IA) Induktionsanfang: A(ng) ist korrekt.

(IS) Induktionsschritt: Fiir ein beliebiges n > ng gilt:
Falls A(n) richtig ist, so ist auch A(n+ 1) richtig.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

Beispiel: Der Student Carl Friedrich GauB

Zuriick zu dem Beispiel vom Schiiler GauB. Er ist mittlerweile groB

geworden und fragt sich, ob seine Lésung denn fiir beliebiges n € IN gilt.

Wie lautet die Aussage A(n), die er beweisen muss?
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

Beispiel: Der Student Carl Friedrich GauB

Aufgabe (Der Student CFG)

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion:

Am): S k= @
k=1
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Summen und Produkte, Vollstandige Induktion

Vollstandige Induktion

Beispiel: Ungerade Zahlen und Quadratzahlen

Aufgabe (Summe ungerader Zahlen)
Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Aussage:

A(n) : Z(2k —1)=n?
k=1

Frage: Was bedeutet dieser Zusammenhang eigentlich verbal?
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Selbstreflexion

Selbstreflexion (Summen, Produkte, Vollstandige Induktion)

1. Sie wandeln Summen-/Produktterme in Summen-/Produktschreibweise
um und vice versa.

2. Sie erkldren das Beweisprinzip der vollstiandigen Induktion.

3. Sie sehen konkreten Aufgabestellungen an, dass vollstdndige Induktion
ein geeignetes Beweisverfahren darstellt, und verwenden diese.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Kombinatorik

Weitere Grundlagen

Binomialkoeffizient

Fiir n € IN bezeichne n! die Fakultdt von n. Sie ist definiert als
n

n! ::n-(n—l)-(n—2)~--3-2~1:1_[i7 0l:=1.
i=1

Definition (Binomialkoeffizient)

Der Binomialkoeffizient gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man k
Objekte aus einer Menge von n verschiedenen Objekten auswahlen kann
— er ist also die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge. Er ist fiir k, n € IN, k < n, definiert als

n\ _ n! ~n(n—1)---(n—k+1) . z
(k) e T py . Sprich: “n iiber k.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Kombinatorik

Kombinatorik

Binomialkoeffizient — Eigenschaften

n
(k):O falls n < k
n\ _ (n\ _
0) \n)
n n : L .
(k) = (n - k) . (Symmetrie des Binomialkoeffizienten)
n+1\ _(n n n
k+1)  \k k+1
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Kombinatorik

Kombinatorik

Binomialkoeffizient — Pascal’sches Dreieck

Unter Ausnutzung der Eigenschaften des Binomialkoeffizienten l3sst sich
das Pascal’sche Dreieck visualisieren:
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Kombinatorik

Binomischer Lehrsatz — Aufgabe

Aufgabe (Binomischer Lehrsatz)

Berechnen Sie nacheinander (x + y)2, (x +y)3, (x +y)* indem Sie
jeweils das Ergebnis mit (x 4+ y) multiplizieren. Was fillt Ihnen auf?
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Kombinatorik

Binomischer Lehrsatz

Satz (Binomischer Lehrsatz)

Fir x,y € R, ne N, gilt:

n 4 n n—
(x+y) (k)x Fyk.

» Fiir n = 2 ergeben sich die bekannten binomischen Formeln aus
der Schule.
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Kombinatorik

Kombinatorik

Binomischer Lehrsatz — Aufgabe

Aufgabe (Binomischer Lehrsatz)

(a) Wie lautet die Formel fiir (x —y)" =...7?

(b) Was ergibt Xn: kK
i=o \K
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Kombinatorik
Produktregel
Satz (Produktregel der Kombinatorik)

Die Anzahl der Moglichkeiten in einem k-stufigen Prozess berechnet man

durch
n
[1
k=1

wobei ny gerade die Anzahl der Moglichkeiten in der k-ten Stufe ist.

Aufgabe (Anzahl moglicher Bildkombinationen)

Annahme, Sie arbeiten an einer Animation fiir ein Videospiel oder einen Film.
In dieser Animation gibt es 5 verschiedene Charaktere, 3 verschiedene
Hintergriinde und 4 verschiedene Requisiten. Sie méchten eine Szene erstellen,
indem Sie einen Charakter, einen Hintergrund und eine Requisite auswahlen.
Wie viele verschiedene Bildkombinationen kdnnen Sie erstellen, ohne die gleiche
Kombination zu wiederholen?
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Kombinatorik

Potenzmenge

Aufgabe (Potenzmenge)
Die Potenzmenge P (M) von einerv Menge M ist die Menge aller
Teilmengen von M.

(a) Es sei die Menge M = {0,1} gegeben. Schreiben Sie die P(M) auf.
Wie groB ist die Machtigkeit von der Potenzmenge?

(b) Wie viele Elemente enthilt dann die Potenzmenge einer
n-elementigen Menge {1,2,3,--- ,n}?
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Kombinatorik
Abzihlende Kombinatorik — Begriffe

Permutation  beliebige Anordnung von n Elementen

Variation Auswahl von k aus n Elementen
unter Beriicksichtigung der Anordnung

Kombination  Auswahl von k aus n Elementen
ohne Beriicksichtigung der Anordnung
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Kapitel 1: Grundlagen — Weitere Grundlagen — Kombinatorik

Kombinatorik
Abzihlende Kombinatorik — Auswahl

Prof. Klimova

Wird eine Auswahl
getroffen?

Kombination Variation Permutation

Kombination
‘ohne Wiederholung

Kombination
mit Wiederholung

Permutation
‘ohne Wiederholung

Permutation
mit Wiederholung

Abbildung: Beispiele von mathematischen Aussagen
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Kombinatorik

Abzihlende Kombinatorik — Abzdhlformeln

ohne Wiederholung  mit Wiederholung
I
Permutation | P(n) = n! PY(n;g,...,8) = T
g g!- g
|
Variation | V(n, k) = ﬁ VW(n, k) = nk
Kombination | K(n, k) = (Z) KW (n, k) = (” + lf - 1)
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Kombinatorik
Abzdhlende Kombinatorik — Abz&dhlformeln — Aufgabe

(a) Wie viele Binarzahlen kann man mit einem 8-Bit-System darstellen?
(b) Wie viele Mdglichkeiten gibt es, um 5 Apfel auf 3 Kinder aufzuteilen?
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Kapitel 1: Grundlagen — Selbstreflexion —

Versuchen Sie bitte, die folgenden Lernaktivitdten fiir sich zu reflektieren.
Sind Sie dazu in der Lage, diese Dinge selbststandig auszufiihren?

Selbstreflexion (Kombinatorik)

1.
2.

Prof. Klimova

Sie berechnen Fakultdten von natiirlichen Zahlen.

Sie berechnen Binomialkoeffizienten effizient unter Ausnutzung ihrer
Eigenschaften.

Sie nutzen das Pascal’sche Dreieck als Hilfsmittel und schreiben es zur
Unterstiitzung lhrer Berechnungen aus dem Kopf als Nebenrechnung auf
das Ubungsblatt.

Sie nutzen den Binomischen Lehrsatz zur Auflésung von Binomen.
Sie unterscheiden verschiedene Auswahlmaglichkeiten.

Sie benennen die zur einer Auswahlmdglichkeit passende Abzahlformel
oder leiten diese intuitiv her.
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