Iﬁ RIESA

UNIVERSITY OF COQOPERATIVE EDUCATION

Erwartungswert und Varianz
bei bekannten Wahrscheinlichkeiten



Unendliches Zufallsexperiment

Wir wiederholen das Experiment unendlich oft (- Gesetz der grol3en Zahlen).

Welchen durchschnittlichen Wert erhalten wir, wenn wir unendlich oft, eine
Munze werfen, wirfeln oder Roulette spielen?

Wurfel: Mittelwert =

Roulette: Mittelwert =

Definition fur Munze notwendig: 0 = Kopf, 1 = Zahl. Mittelwert =
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Erwartungswert

Allgemeine Formel far EX (Erwartungswert), X = Zahl

EX = ) Xy * Pk (p = Wahrscheinlichkeit flr jedes einzelne X)

FUr den Wurfel sieht die Formel fur den Erwartungswert so aus:
EX =1+ 4+ 2%+ 3%+ 4x24+542+6%2
6 6 6 6 6 6

EX =3,5

Welche Zahl kann man beim Roulette erwarten?

1 1 1 1 1 1
EX=0*x—=+1x—+2*«—=+3*«—=+4*x— .. 36*—
37 37 37 37 37 37
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Aufgabe Erwartungswert

A. Wir haben ein Glucksrad mit % der Flache entspricht dem 1 und 34
der Flache dem Wert 2. Wie hoch ist der Erwartungswert fur das
Glucksrad?

B. Man wurfelt 120 mal und wie grol3 ist der Erwartungswert fur die
6? Munze

C. 700 werfen eine Munze werfen. Wie oft wird man Kopf werfen?

BERUFSAKADEMIE SACHSEN Titel der Prasentation
M RIESA o Struktureinheit der TU Dresden / Name Vorname des Vortragenden 5
UNIVERSITY OF COOPERATIVE EDUCATION Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018
Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC



Erwartungswert und Zentrale Grenzwertsatz

Der Erwartungswert gibt an, welcher Wert zu erwarten ist, wenn das
+Experiment” unendlich oft wiederholt wird.

Die Grafik zeigt die Ergebnisse eines Wurfelexperiments. Auf der X-Achse sind
die 100 Ergebnisse der Reihe nach dargestellt. Auf der Y-Achse ist die H6he der
Augenzahl dargestellt. Die rote Linie zeigt den Durchschnitt, jeweils vom ersten
Wurf an. Am Ende nahert sich dieser Durchschnitt dem Erwartungswert.
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I Fihren Sie dieses Experiment

I selbst online durch:

| https://seeing-

| theory.brown.edu/basic-

| probability/index.html

| Scrollen Sie runter zu

| .EXpectation” und klicken Sie

 links ,Roll 100 times. Wie
viele Male mussen Sie auf
den Button drucken, bis der

| Mittelwert sehr nah am

: Erwartungswert ist?

h__________

6

L___________


https://seeing-theory.brown.edu/basic-probability/index.html

Varianz bei bekannten Wahrscheinlichkeiten

120 Erwartungswert
100
Erinnerung: Die Varianz zeigt an, wie
sehr der Erwartungswert streut. °0
2 60
Var(X) = Xp(xx — EX)"py
40
20
0
1 2 2 4 5 6
Varianz
Aufgabe: Errechnen Sie die Varianz beim Wurfel.
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Aufgabe zur Varianz und Erwartungswert mit
verschiedenen bekannten Wahrscheinlichkeiten

Ein Eisladen verkauft taglich 9 Eiswaffeln der Grél3e 1, 6 mal der Grof3e 2 und 3
Mal der Grol3e 3.

Wie lautet der Erwartungswert fur die Grof3e vom Eis?

Wie lautet die Varianz?

BERUFSAL ; . Titel der Prasentation
M RIESA Struktureinheit der TU Dresden / Name Vorname des Vortragenden 8
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018
Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC



Veranschaulichung des Erwartungswert bei
verschieden Wahrscheinlichkeiten

4

Value

O v O e

IEI!O 260
Number of Rolls

Gehen Sie auf folgende Seite: https://seeing-theory.brown.edu/basic-
probability/index.html

Scrollen Sie bis hin zu ,,Expactations”

Dann verandern Sie bei den Wurfeln die Wahrscheinlichkeiten. 4, 5 und 6 auf
0. Bei 1 auf 0,17, bei 2 auf 0,33 und bei 3 auf 0,5. (Wenn Sie ein Balken
verandern, verandern sich die anderen automatisch, so dass Sie mehrfach die
Veranderungen wiederholen mussen.)
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https://seeing-theory.brown.edu/basic-probability/index.html

Abgrenzung des Erwartungswert und Varianz bei
bekannten Wahrscheinlichkeiten zu
Wahrscheinlichkeiten bei Stichproben

Erwartungswert von einer Stichprobe Um Varianz zu schatzen verwendet
entspricht dem Mittelwert. man Streuung

n
> s
k=1 X

Der Unterschied zwischen Erwartungswert und Varianz bei bekannten
Wahrscheinlichkeiten: Bei bekannten wird der Wert multipliziert mit der
Wahrscheinlichkeit flr einen Wert. Bei Stichproben geht man davon aus, dass alle
gefundene Werte die gleiche Wahrscheinlichkeit haben. Weshalb es reicht, durch
n zu teilen.

S

X =
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Erwartungswert und Varianz bei anderen Verteilungen

Wir haben hier den Erwartungswert und die Varianz bei Gleichverteilung
behandelt.

FUr andere Verteilungsformen gibt es andere Formeln:

https://de.wikipedia.org/wiki/Liste_univariater Wahrscheinlichkeitsverteilunge
n
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Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Kombinatorik beantwortet die Frage

Wie viele Moglichkeiten gibt es um etwas zu
kombinieren?

Wichtige Definition:
n = Anzahl der (theoretisch vorhandenen) Elemente (Zahlen,

Farben, Buchstaben ...)
k = Anzahl der , Platze”

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kommtim
Anschluss ins Spiel:

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fur ein bestimmtes
Ereignis?

Wichtige Definition:
Ereignis = z.B. eine 6 beim Wurfeln
Q = Menge aller Ereignisse, beim Wurfel = {1,2,3,4,5,6}
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Kombinatorik

LIEGT EINE
AUSWAHL VOR?

Sind alle Objekte dabei oder|
nur ein Teil?)

NEIN, keine

Auswahl!

Alle vorhanden Objekte
mussen vorkommen.

Treten Elemente
mehrfach auf?

Darf aus 1,2 auch 11

JA, es gibt eine
Auswahl!

Nicht alle méglichen Objekte
mussen vorkommen

Spielt die
Reihenfolge eine
Rolle?

Ist z.B. 1,2 was anders als

- —

Wie viel Objekte
ausgewahlt werden wird

werddn? ApH mittel “k” bestimmt.
JA Reihenfolge ist NEIN Reihenfolge
NEIN Ja . .
zu beachten. spielt keine Rolle
ONO [6] . .
PERWEQEL{H%LSSE PE&'}@%E@EOTU'\,A\E VARIATION (a,b) ist das selbe wie (b,a)
Treten Elemente Treten Elemente
mehrfach auf? mehrfach auf?
Darf aus 1,2 auch 11 Darf aus 1,2 auch 11
werden? werden?
NEIN JA NEIN JA
VARIATION OHNE

BA

RIESA
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PERMUTATION OHNE WIEDERHOLUNG

Formel: n!

lies ,,n Fakultat”

Anwendung: Von 3 Buchern die
Anzahl der moéglichen Reihenfolgen

zum Lesen: 1*2*3=6

Y0

v

r

oo

n!
0! 1
1! 1
2! 1
3! 1
2
X 12
21 | X

=7
—

=7
>
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o N = -

Wenn es nur zwei
BUcher gibt, dann
gibt es 2
Maoglichkeiten. (Bei
drei BUchern ist die
Darstellung
komplexer.)



PERMUTATION MIT WIEDERHOLUNG

ul KANNE

n{l+nyl+ngl+ o ny
(Bedingung: n = n,+ n,+ n3t ... n,) ENKAN

(Multinominalkoeffizient)

Formel:

Erklarung: Jedes Element kann 1 mal oder mehrfach
auftreten (oft auch als k bezeichnet und alle zusammen
als n)

Anwendung: Wort KANNE wie viel Moglichkeiten gibt
es, diese Buchstaben anzuordnen.
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VARIATION OHNE WIEDERHOLUNG

~
N -

Anwendungen: Von 3 Personen im
Wettkampf, die ersten 2 Platze
3! 3x2%*1 ,
— =6 Zweiter Platz
(3—-2)! 1

A B C

A XX [ AB [ AC

BA | XX | BC

Erster Platz
w

C CA | CB | XX
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VARIATION MIT WIEDERHOLUNG

Formel: n*

- . Zweite Ziffer
Anwendung: Alle Moglichkeiten
. o |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
eines Zahlenschloss
0 00 [01 |02 |03 |04 |05 |06 |07 |08 |09
1 0 [ 11 |12 (13 |14 [15 |16 [ 17 |18 | 19
Wenn ein 2 20 [ 21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 | 28 | 29
Zahlenschlossnur2 | g o oo T aa T30 [ 35 [ 36 | 37 | 38 | 39
Ziffern (Platze) hat, R
kann man sich alle “,\2, 4 40 | 41 |42 (43 (44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
moglichen 2|5 [50 |51 [52]|53]|54]|55]|56 |57 |58 |59
Kombinationen so “ |6 |60 |61 |62 |63 |64 |65]|66 |67 |68 |69
vorstellen wie in der
Tabelle abgebildet 7 |70 |71 |72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 | 79
8 80 [ 81 | 82 |83 |84 |85 | 8 | 8 | 88 | 89
9 90 [ 91 |92 |93 |94 |95 |96 | 97 | 98 | 99
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KOMBINATION OHNE WIEDERHOLUNG

00080000

. n!
 (n—k)!*k!

cormet:
ormei:
k

(lies ,,n Uber k* Binominalkoeffizient)

_ ]

Anwendung: Lotto Spiel 6 aus 49 (6

- g P

Uber 49)

49 49! In der Tabelle ist
() = 735 = 1398381 @argestet, wie v
' Moglichkeiten es gibt,
aus 6 Zahlen 2 zu
ziehen.
6\ 6! 720

(2)_(6—2)!*2!_24 * 2

BK %;E;gﬂ("“‘“‘L‘-S‘L\LE“‘\‘EI"’& g'ittrilkciﬁpeﬁr:a;;?gaetﬁnu Dresden / Name Vorname des Vortragenden

UUUUUU SITY OF COOPERATIVE ED

UCATION Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018

Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC

=15

Zweite Ziehung

1 12 |3 |4 |5 |6
1 [x [12]13]14 |15 |16
@12 |x |x [23]24]25]|26
% 3 [x [x |[x [34]35]36
N X [x | x 45 | 46
E 5 [ X | X |X 56
6 | X |Xx |X X
19




KOMBINATION OHNE WIEDERHOLUNG: Exkurs
Pascalsche Dreieck

1
(Z) kann auch in Form des 1 1
Pascalschen Dreieck dargestellt
werden 1 2 1
n entspricht der Zeile und k der 1 3 3 1
Spalte (von links)
114161 411
Berechnur,g des
P
oresichen” 1] 510]10] 5] 1
ISt die Summe aus
den zwei zap/ar 1106 |151201 15| 6 | 1
“nk.S. Und. rechts
Uber ihr. ' U U O O, |
6 6 6 6 6 6 6
0 1 2 3 4 5 6
M ‘R‘II‘ESA‘ DiEARADER: gittrilkcigiei;a;;?;aet;qrnu Dresden / Name Vorname des Vortragenden 20
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KOMBINATION MIT WIEDERHOLUNG

n+k— 1) _ (n+k—1)!
k " (n—-1)!%k!

(sprich ,,(n+k-1) Gber k)

Formel: (

Anwendung: Die Anzahl moéglicher
Dominosteine Dominosteine (= 28
Moglichkeiten bei 7 Zahlen (0 ist auch eine
Zahl bei Domino))
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o O
E ‘
o o O
000
000
0 1 2 3 4 5 6
0 00 |01 |02 (03 [ 04 [ 05 | 06
1 X 11 112 (13 114 |15 [ 16
2 X X 22 [ 23 |24 [ 25 | 26
3 X X X 33 134 |35 | 36
4 X X X 44 | 45 | 46
5 X X X 55 | 56
6 X X X X 66
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Kombinatorik: Uberblick

Permutation

Menge der Elemente =
{A,B,C},

Anzahl gewahlter
Elemente: k =2 (erst ab
Variation)

Alle Ele-
mente

Formel dabei?

[A,B,C] [AC,B] [B/AC]

Treten
Ele-
ment
mehr-
fach
auf?

Reihen-
folge
beachten

i n! Ja Ja Nein
Wiederholung [B,.C,A] [C,AB][C,BA]

Permutation _ |

mit AAB: n! a 3 s

Wiederholung

[A,A,B] [A,BA] [BAA]

Variation ohne n!

Wiederholung (n—k)!

Variation mit k

Wiederholung n

Kombination

ohne (Z)

Wiederholung

Kombination (n+k—1)!

mit :
| (n—1D!*k!

Wiederholung

. BERUFSAKADEMIE SACHSEN
” STAATLICHE STUDIENAKADEMIE
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Excelfunktionen fur Kombinatorik

n! =FAKULTAT(ZAHL)

™ = VARIATIONEN(N:K)
(n—k)!

(Z) = KOMBINATIONEN(n:k)
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Ubung: Kombinatorik

Wie viel ,Ziffern” mit allen 5 Zahlen
kédnnen Sie aus den folgenden 5
Zahlen bilden?

2 1 2 1 2

Wie viel ,Worte” kann man bilden?

ABCDE

(Buchstaben streichen, wenn er bereits verwendet wurde.
Worter miissen keinen Sinn ergeben und Buchstaben
kommen nicht doppelt vor.)
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Ubung: Kombinatorik

Wie viel Handschlage gibt es? Regentag einen Schirm. Wie
vieI Moglichkeiten fur alle drei

Tage habe ich?

sty i &

2:2 olo|o

7

Jetzt gibt jeder jedem die Hand!] [ Ichwahle zufallig jeden )

Losung: ‘ Losung:
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Ubung: Kombinatorik

Wie viel verschiedene
Nester konnte ich da
malen?

Eine Moglichkeit die Autos
anzuordnen sieht so aus. Wie viele
gibt es noch?

Losung: Losung:
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Wahrscheinlichkeit

Wahr-
schein-
lichkeit
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Begriffserklarung

BK BERUFSAKADEMIE SACHSEN
”  STAATLICHE STUDIENAKADEMIE
RIESA
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Urne mit n Elementen

Mit/ohne Zurucklegen (entspricht
der Wiederholung bei
Kombinatorik)

Ruckgriff auf Variation (Reihenfolge
wichtig) und Kombination
(Reihenfolge unwichtig)
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Definitionen: Mengen, Ereignisse

Deutsch-
note

Latein-
note

>|(m | T )| <
=0 | N

Q| o|w

Alle Elemente: Q

a
Ereignisse: X =auduUg -> Zufallsvektor: X = <d>
g

Gegenereignis: [ = 11 U III
Summierte Ereignisse: Y ull=bueUhUdUf

Gemeinsames Ereignis: 111 n Z = i Element was zu
beiden gehort

ae M (a ist Element der Menge Q (¢ - ist nicht Element
der Menge))

| = M (ein Ereignis)
Leere Menge: XNnY =0

P(M) =1 Wahrscheinlichkeit alle Elemente

BERUFSAKADEMIE SAC

STAATLICHE STUDIENAKADEMIE
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Der Zufall, Zufallsexperiment, Ereignis

Ein Zufallsexperiment: bei Wiederholung des Experiments erhalt man immer
die ahnliche Ergebnisse. Man kennt die moglichen Ergebnisse, aber genaue
Vorhersage ist unmoglich.

Wie wahrscheinlich ist a.) Kopf bei der MUnze, b.) eine 6 beim Wurfel und c.)
eine 0 beim Roulette?

Wahrscheinlichkeiten flr das Auftreten eines konkreten Ereignisses (Ergebnis):

0,5/% 1/6 1/37

e Sy,
N & 2
3] wi
® o o o
e o)y = &
P, oo
Wie lautet die Menge aller Ereignisse: 5/ 4
M ‘RIESJ& RUbIENAR i gittrilkcégieﬁ;ahs;?gaetﬁnu Dresden / Name Vorname des Vortragenden 32
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Ubung Ereignisse und Ergebnisse

Sie werfen eine Munze zwei Mal.
a. Wie viel verschiedene Ergebnisse sind moglich?
b. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit eines jeden Ergebnisses?

c. Wie Wahrscheinlich ist es, dass Sie bei zwei Wirfen hintereinander genau
einen Kopf und eine Zahl dabei haben?

Sie haben zufallig zwei Mal Kopf hintereinander geworfen.

1. Wie Wahrscheinlich ist es, dass Sie beim nachsten Wurf noch ein Kopf
werfen?

2. Sie werfen nun 10 weitere Male, immer erscheint Kopf? Ist die Munze
gezinkt?
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Quiz Uber Glucksspiele

Im Lotto ist die Zahlenfolge 1,2,3,4,5,6 genauso wahrscheinlicher wie
Reihenfolge 6,12,23,34,35,47

2 Man kann vorhersagen welche Kugel beim Roulett als nachstes
kommt.

3 Wer 10 Jahre erfolglos Lotto spielt wird demnachst bestimmt Glick
haben.

4 Die Wahrscheinlichkeit, ob ich eine Klausur bestehe oder nicht, ob ich
beim Ful3ball ein Tor schiel3e oder nicht oder ob ich einen Job
bekomme oder nicht betragt nie genau 50:50.

5 Seltene Ereignisse - wie besonders viel NUsse in einer Tute mit NUssen
- treten nur auf, wenn irgendwas besonderes geschehen ist. Normal
ist das nicht.

6 Wenn ich beim Wurfeln drei Sechsen hintereinander wiurfle, wird der
nachste Wurf sicher auch eine Sechs.
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Von Kombinatorik zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
Laplacescher Wahrscheinlichkeitsregel

o _ Anzahl der gunstigen Falle Laplacescher
Wahrscheinlichkeit = — - — P Wahrscheinlichkeitsregel
Anzahl aller moglichen Falle Wenn alle Einzelergebnisse
die gleiche

Wahrscheinlichkeit haben.

Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeit (P) beim Roulett
a. PfarZahlO
b. P fur rote Zahlen

Losung
Wy
& @
& 5}
; i
— .
% &
’ 6
“Cogams™
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Gegenwahrscheinlichkeit A: |

Ausgangproblem: Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, keine Sechs zu wurfeln?

A = Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu wurfeln = 1/6

A=

Venn-Diagramm
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Gegenwahrscheinlichkeit A: I

Ausgangsproblem: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufallig
ausgewadhlte Personen am gleichen Tag Geburtstag haben?

Umgekehrte Formulierung des Ausgangsproblems: Wahrscheinlichkeit
das eine zwei Personen nicht am gleichen Tag Geburtstag haben:

BERUFSAKADEMIE SACHSEN Titel der Prasentation
M RIESA o Struktureinheit der TU Dresden / Name Vorname des Vortragenden 37
UNIVERSITY OF COOPERATIVE EDUCATION Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018

Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC



Baumdiagramm mit 1. und 2. Pfadregel

1/2

1/2

1/2

1/2

Pfaddiagramme fur das Werfen einer MUnze

1. Pfadregel / Produktregel.:

Wahrscheinlichkeit fur ein Pfad:
errechnet sich durch die Multiplikation
anhand eines Pfads:

Zwei Mal Kopf hintereinander =% * 15 =
1/4

2. Pfadregel / Summenregel:

Wahrscheinlichkeit fur zwei Pfade ist
die Summe beider Pfade:

Zwei Mal werfen. Dabei sollen einmal Kopf
und einmal Zahl geworfen werden. Das
sind zwei Pfade: I: 1: K2: Z; II: 1. Z, 2: K

=B *h+B =1
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Addition von P bei abhangigen / nicht ausschlielRenden
/ unvereinbarten Ereignissen

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei zwei Wirfen mindestens einmal die
Sechs dabei zu haben?

1. Wurf

1

2

3 4 5 6

2. Wurf
| hhjlwlinNn| —

6

Il Das Grune ist die Wahrscheinlichkeit

bei zwei Wirfen mindestens einmal die
Sechs zu haben. Wobei 1/6 + 1/6 NICHT

gerechnet werden darf, da sonst das

P=1/6+5/6%1/6+5/6*5/6*1/6

dunkel grine Feld doppelt gerechnet

werden.
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Ubungen Pfadregeln

Fur folgende Aufgaben zeichnen Sie das Baumdiagram auf.

1. Wahrscheinlichkeit beim Wurfeln fur zwei Sechsen hintereinander?

2. Wahrscheinlichkeit bei zweimal Wurfeln fur eine Sechs und eine Eins?
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Additionstheorem: mehreren
Einzelwahrscheinlichkeiten

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit

A_X X 7V A_X _X 7

4 X X 7, X X 7

bei zweimal Warfeln ein Ergebnis \S/;‘rr:‘me Augen des ersten Wurfs
von 8, 9 oder 10 zu erreichen? beiden 1 2 3 4 5 6
Wirfeln
1 2 3 4 5 6 7
c
8 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8
P(8<X=>10)= a;a
N3 4 5 6 7 8 9
P(X=8) + P(X=9) + (P(X=10 v 3
(X=8) + PX=9) + (P ) 524 |5 |6 |7 |8 |9 |10
P(8<X=>10)= S
00 5 6 7 8 9 10 | 11
+ + = <
5/36 +4/36 + 3/36=1/3 p - - 5 B | -
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Wahrscheinlichkeitsrechung: Ubung

Alltagsprobleme zu den verschieden Typen zuordnen
« 3 Wurfel wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle
die 6 zeigen?
 Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass aus einem
Skatblatt mit 32 Karten entweder ein As oder eine rote
Karte gezogen wird?
* Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n
Personen 2 am gleichen Tag Geburtstag haben?
* Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 6 mal
wurfeln alle Zahlen von 1-6 dabei sind?
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Kreuztabellen Grundbegriffe

Komodie Zellensu Zwei nominale (kategoriale)
Variablen.

Jede Variable hat eine

Al 200 | 2 uberschaubare Menge an
Filme 2019 7 8 15 Kategorien. .
Ziel: Zusammenhange
Filme 2020 9 10 19 zwischen beiden Variablen
herausfinden.

Spaltensu 21 24 Gesamth
mme: aufigkeit ¢ Randhaufigkeit |
45

ljneypuey
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Exkurs: Kreuztabellen fur Chi-Quadrat erstellen mit
Pivottabellen |

Darstellung von zwei oder mehr

Variablen in einer Tabelle (z.B. als E“W
Grundlage fur Chi-Quadrat-Test)

Fleischer Fleisch
Fleischer Vegetarisch

3 Gemusehandl Vegetarisch
er

Gemuse 2 ischer Fleisch
handler . :
: 'musehandl Vegetarisch
Fleischesser 1 3
_ rischer Fleisch
Vegetarisch 4 2 _ .
rischer Vegetarisch
'musehandl Vegetarisch
AAAAAAAAAAA EMIE SACHSEN Titel der Prasentation 9 Gem ljsel‘]é nd | Fl eiSCh
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Exkurs: Kreuztabellen fur Chi-Quadrat erstellen mit
Pivottabellen II

Ursprungstabelle mit Uberschrift markieren

Piyottabelle einflgen (= Einfugen - Tabellen - PivotTables)

nter PivotTable-Felder eine Variable in ,,ZEILEN” und eine Variable in
' SPALTEN" ziehen!

Im Bereich Wert noch mal(!) eine beliebige Variable ziefleﬁ!‘

P L 4
Py L 4
° L 4
. N -
L 2 n | |
L [ ] u
L n | |
- - . - . _® - - . . | |
al g Anzahl von Beruf ; Spaltenbeschriftungen | T | | P |VDtTa ble— F!lder v X
leischer Fleisch Zeilenbeschri iftungen "eis{:h Vegetarisch Gesalltergebnis s . u
leischer Vegetarisch Fleischer * u In de?hEIEen.cht aufzunggmende Felder v
emisehindler Vegetarisch B | | Gemusehsndier . u auswanen: u
Fleisch Kiicken Sie in daiesen h e “ | Suchen L o)
Vegetarisch bearb * u =
Fleisch * un
Vegetarisch . u
Vegetari ¢ -
egetarisch DS
Fleisch _ * -‘ Felder zwischen den Bereid®n ziehen und
Vegetarisch “ Py ablegen: ..
“ ” FILTER .. SPALTEN
Q
“ Em L 4 Ernahrung =
*
*
" ZEILEN 2 WERTE
’Q Beruf ¢ R Anzahl von Beruf ¥
P 4
. o*
13 Yans
NIVEY Tabelle2 | Tabelle1 ®

, Layoutaktualisierung zur...
Cicuuive Cutinion ERTCIeTRIoTa VT
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Grundlagen Mengentheorie

Gegenteil der bedingten Wahrscheinlichkeit ist die
Unabhdngigkeit: P(A|B) = P(A)

Zur Wiederholung von Mengentheorie und deren Symbole verwenden Sie |
| diese interaktive Grafik: https://seeing-theory.brown.edu/compound-

- probability/index.html :
' Lassen Sie sich den Unterschied zwischen A n B zu A U B anschauen.
|
L ..................................... a
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Einfache Wahrscheinlichkeiten

Deutsch- _ 45 _ o
P(M) = — = 1 (Wahrscheinlichkeit aller Elemente;
note 45
Gesamthaufigkeit)
X |Y |Z
I 1 2 |3 |6
1
sl |6 |5 |4 |15
58
S = 7 |8 |9 |24
1415 | 16 SN
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Gemeinsame und vereinigte Wahrscheinlichkeiten

Latein-
note

Vereinigte Wahrscheinlichkeit: Wird danach gefragt wie hoch die

Gemeinsame

Wahrscheinlichkeit = die
Wahrscheinlichkeit, dass
ein Schuler in Latein die
Note ,II" und in Deutsch

die Note ,Z" hat;

15 4 4

= — % — = —

P(Y a II) 45 15 45
(gemeinsame Wahrscheinlichkeit)

P(AN B)

P(AUB)

Wahrscheinlichkeit flr Ereignis A oder B ist spricht man von vereinigter

Wahrscheinlichkeit P(4 U B).

Z.B. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Schuler in Deutsch die
Note , X" oder in Latein die Note ,I“ zu erhalten: P(X u I) = P(X) + P(I) —

14 6 1 19
P(Xﬂl)—4—5+4—5—4—5—4—5
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Deutsch- Wir betrachten nur die Gruppe Il und
note Fragen dann, wie Wahrscheinlich ist es, dass
x 1y |7 dann eine Note , Z" auftreten kann.
P(ZNIII 9
| 1 12 |3 |6 P(111|Z) = LU (bedingte
. P(IID) 24
.GE) ol ll 6 |5 |4 |15 | Wahrscheinlichkeit)
) =
© 8 ] 7/ 8 24
14 115116 | 45
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Deutsch-
note
X 1Y |Z
| 1T (2 |3 |6
-q% [ I 6 |5 |4 |15
s 2(m |7 (8 |9 |24
14 115 |16 |45
BK ‘};IE‘:‘SA‘”H SACHSEN Titel der Prasentation
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Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Schuler aus der Gruppe mit der Note X in
Latein eine Ill erhalt.

Welcher Anteil der Schiler mitY hat eine
andere Lateinnote als | und II.

Berechnen Sie P(IIl|Z) und P (Z|1lI).
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Bedinge Wahrscheinlichkeiten: Als Textaufgabe

Deutsch- Eine Textaufgabe konnte lauten:
note Von 45 Schulern haben 24 Schuler in Latein eine lll.
X Y |Z
I
1
= ol
S
< o
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Ubung Wahrscheinlichkeit

Komodie Zeilens Wie hoch ist die
umme: Wahrscheinlichkeit,

2018 - dass ein Film aus dem Jahr

2019 7 S 2019 und eine Komaodie
ist.

2020 9 10 >

Spaltensu - dass ein Film aus der.nj.ahr

mme: 2019 oder eine Komaodie

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, ISt.

- dass ein Film aus dem Jahr

- dass ein Film nicht aus dem Jahr 2020 und ein 2019 eine Komadie ist.

Drama ist.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Satz von Bayes;
allgemeine Formeln

ANB
P(A|B)-P(B) = P(ANB) = P(B|A)-P(A)

Satz von Bayes:

Illustration des Satzes von
Bayes: Quelle Qniemiec -

P(A) * P(B|A)  P(ANB)  [upicommomsuimedaor
— D.png, CC BY-SA 3.0,

P ( ‘ ) https://commons.wikimedia.org
P (B) P (B) /w/index.php?curid=44778639

Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B ist auch
eingetreten.
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Vergleich Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und

bedingte Wa

hrscheinlichkeit

Szenario: Eisladen, hat Anteil von 40 Schokoeis und Rest Vanilleeis.
Vom Schokoeis wir 80 % verkauft. Vom Vanilleeis 70 %.

Totale Wahrscheinlichkeit:

0.4 Schoko
' Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
insgesamt (total) fur den verkaufte Eis?
0.6 1.+ 2. Pfadregel:
' Vanille :
03 Nicht
= | Verkauf |
' ) Bedingte Wahrscheinlichkeit:
0,84 Verkauf
Schoko }{; : Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fur ein
0,4 Nicht ' :
0 verkauftes Eis, dass es Schokolade ist?
< | Verkauf |
' ‘ .... (ndchste Folie)
0,74 Verkauf
0,6 Vanille ’<i Nicht .
I
0.3 | Verkauf |
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Bedingte Wahrscheinlichkeit weiter rechnen

0.8 }' Verkauf P(Schoko nVerkauf) =
04/ Schoko
0.2 Nicht P(Schoko N Verkauf) =
' Verkauf
0,7 Verkauf P(Vanille n Verkauf) =
0,6 Vanille
Nicht P(Vanille n Verkauf) =
Verkauf
4-Felder Vanille Zeilen %
Tafel
Verkauft
Nicht
verkauft
Spalten 0,40 0,60 1
%
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Bayesianische Statistik

Konnen Menschen in Baysianische Statistik denken?

Es gibt verschiedene Wege Baysianische Statistik zu lernen:

- Vorgabe von verschiedenen Fallen. Die Lernenden geben Schatzungen ab.
Dann erhalten sie die richtigen Ergebnisse.

- Lernen der Gesetz der grol3en Zahl.

Kann man das damit das Denken in Baysianischer Statistik erfolgreich
lehren/lernen?

* Sedlmeier, Peter, Gigerenzer, Gerd Teaching (2001): Bayesian Reasoning in Less Than
Two Hours. Journal of Experimental Psychology: General Vol. 130, No. 3. 380-400
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung aus Text
Informationen ableiten

Kreditrickzahlung

Zahlen Zahlen
nicht zuruck
zuruck
10 90

3 | Hohes

‘© | Risiko

00

[Vp]

(-

=

< Niedrig

c | Risiko

b

(=

)
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Sie arbeiten in einer Bank. Anhand der
Daten der letzten 10 Jahre wissen Sie,
dass 10 % der bisherigen Kreditnehmer
ihren Kredit nicht zurtuckzahlen. Sie
haben ein neues Rechenmodell, dass
Kunden in Hoch- und Niedrig-
Risikogruppen klassifiziert. Als
Hochrisikokreditnehmer wurden von (=
von den Nicht Zurtuckzahlenden
klassifiziert und 20 % von den
Ruckzahlenden.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit das
ein Kreditnehmer, der als hoch Risiko
Kreditnehmer eingestuft wird, seinen
Kredit nicht zuruck zahlt? Wie gut eignet
sich das Rechenmodell als Prognose
Instrument?
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung Bedingte
Wahrscheinlichkeit berechnen

Kreditrickzahlung
Zahlen Zahlen Summe Davon
nicht zuruck nicht
zuruck zuruck
zahlen

10 90

&S | Hohes

‘© | Risiko

o0

(Vg

(e

=

- Niedrig

c | Risiko

—

()]

]

(-

-
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung
Veranschaulichung

Absolute Zahl: 100

Zahlen nicht 10 Zahlen 90

Niedri Niedri
| .k_ | .k . | .k .
. BERUFSAKADEMIE sACHSEN 11t | der Prasentation
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung
Veranschaulichung

 Hochrisiko Kredithehmer

 Hochrisiko Kreditnehmer, die
nicht zuruckzahlen

Niedrigrisiko Kreditnehmer

 Niedrigrisiko Kreditnehmer,
die nicht zuruckzahlen

(0 HE
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung Krankheit

Angenommen, bei Ihnen wurde mit einem Test eine schwere Krankheit
diagnostiziert. Nun wissen Sie, dass diese Krankheit selten ist. Sie tritt bei 1000
Menschen nur einmal auf. Aullerdem wissen Sie, dass der Test nur zu 99

Prozent richtige Ergebnisse liefert. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie krank sind?

Wirklichkeit
Krank Gesund Summe Davon krank
1 Person 999 Personen
i 199 % als krank 1 % falsch als krank
(= .
< | erkannt eingestuft
wn | X|= Personen | = Personen
(-
2 | |1 %falsch als 99 % als gesund
20 | < | gesund erkannt
()] . _
29 eingestuft = Personen
QL Y= Personen
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Diskrete Verteilung und
Wahrscheinlichkeiten



Mehrere Ereignisse hintereinander mit
Wiederholung/Zurucklegen

Beispiel: Von 10 1.Schraube 2. Schraube 3. Schraube

Schrauben haben
zwei einen Fehler. OK'7/9
OK 8/10 )

Wenn man 2“ ALS 3 /9

SChranen Wahlt, Elementen

wie hoch ist die nacheinand (

Wahrscheinlichkeit, ~ erwahlen . A 8/9
) Nicht OK ‘

dass sie alle ok 2/10 (

sind? C1/9

Alle vier P zusammen = 1

Die Darstellung ist ungeeignet fur komplexere Probleme.
Daher verwendet man die Binominalverteilung (wenn die
Wahrscheinlichkeiten sich nicht in jedem Schritt andern.)
oder die hypergeometrische Verteilung.
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Formel von Bernouli / Binominalverteilung

Wenn die Wahrscheinlichkeiten sich Uber das Zufallsexperiment nicht andern
wird die Formel von Bernouli / Binominalverteilung verwendet:

n = Anzahl der Durchgange. k = Haufigkeit des gewunschten Ereignis. p =
Einzelwahrscheinlichkeit fGr gewlnschtes Ereignis.

PN =k) =, ) pls (1-p)k

Binominalkoeffizient: L Gegen- Wahrscheinlich
Wahrscheinlich wahrschein- keit fir k Mal
bekannt aus o . ) eit fur a
. . keit fur k Mal lichkeit (0-1)
Kombinatorik. Sagt: . . fiir NICHT
o ) hintereinander hinterei d
Wie viel gewlnschte o inscht intereinander
. des Ereignisses. || 8SWVUNSEItES 1 N
Pfade gibt es. Ergebnis. es Ereignisses.
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Formel von Bernouli / Binominalverteilung

Anteil von 30 % defekte Produkte (p = Verallgemeinert

0,3) Wennk=0,1,2,...20
StichgrobengrbBe: 20 Produkte zufallig pssist die Binominalverteilung (Y-
auswahlen Achse = Wahrscheinlichkeit, X-Achse

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, Anzahl der Treffer)
dass genau 8 Produkte defekt sind?  **®

0,180
0,160
P(N _ k) —_ n % % 1 — n—k 0,140
=k)={(,)*r*1-p)
0,120
0,100
20 _ 0,080
PN =k) = (") *0,3% (1-0,3)?
8 0,060
=0,11 0,040
0,020 I I
0,000 _ 1 I [ T—
01 23 4546 7 8 9111121314151617 18 19 20
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Binominalverteilung: Erwartungswert

Erwartungswert bei
Binomialverteilung

E:n*p
E=20%x03=6

0,200

0,180

0,160

0,140

0,120

0,100

0,080

0,060

0,040

0,020 I I

0000 —— M i -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Ubersicht Unterscheide von Mindestens, Maximal und
Genau

Genau 2 x Kopf ~ Maximal 2 x Kopf Mindestens 2 x Mindestens 1
maximal 2 x Kopf

V%1%V + Va¥1a* Vs +
15%5% %

= 0,375
Oder:
Binominalverteilung
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Zum Vergleich: Drei Mal hintereinander Kopf

Definition: n = Anzahl der Elemente; k = Anzahl der Platze

Bei drei Ziehungen genau alles das gleiche Ereignis (Kopf)

== =-=0,125
n 8

1 weil, es gibt nur eine Moglichkeit, dass an alle k Platzen
Kopf haben.

1

ALTERNATIVE: 2 %2 «
2 2 2
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Wahrscheinlichkeiten Ubung

Beispiel: 3 Kugeln (1,2,3) mit Keine 1:
Zurucklegen. Alle Falle: 33 =27

Maximal / Genau eine 1:

1XX = 4 Moglichkeiten

X1X =4 Moglichkeiten Drei Mal 1:
XX1 =4 Méglichkeiten

4*3 =12 ->12/27 oder (1/3*2/3*%2/3)*3
Mindestens eine 1:
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Binominalverteilung: Aufgabe

Ein Schutze hat eine LOsung
Trefferwahrscheinlichkeit von 50 %. Er

schiel3t 10 mal.

a) Wie lautet der Erwartungswert?

b) Wie wahrscheinlich trifft er genau

so oft wie der Erwartungswert (a)?

c) Wie wahrscheinlich trifft er
maximal 2 mal?

d) Wie wahrscheinlich trifft er
mindestens 3 mal?
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Bernouli-/Binominalverteilung und
Hypergeometrische Verteilung

Bernouli-/Binominalverteilung

Annahme, dass die
Wahrscheinlichkeit sich nicht
andert pro gezogene Schraube.

Beispiel: 10 Prozent aller Schrauben

haben ein Defekt. 100 Schrauben
wird der Tagesproduktion
entnommen. Mit welcher P sind
genau 5 defekt?

. _ o~ _ (100 15 _

P(N—k)—(ls)*lo « (1
10)100—15

« =0,032

M BERUFSAKADEMIE SACHSEN Titel der Prasentation
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Hypergemoetrische Verteilung

Annahme, dass die
Wahrscheinlichkeit sich andert
pro gezogene Schraube.

Beispiel: Es werden 1000
Schrauben produziert. 10 Prozent
davon sind defekt. Davon werden
50 gezogen. Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass 5 davon
defekt sind.

(%)

('so)

=0,189
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Hypergeometrische Verteilung

Bevorzugte Menge in
Gesamtmenge. \7@{”) (1:’1 B ]l\j ) Nicht bevorzugte Menge

—
ﬁ Nicht gewlinschte Menge

Gewlinschte Haufigkeit Z (N
n

Wie viel sind es
N = Anzahl aller Objekte insgesamt?

M = Anzahl der gewunschten Objekte

Wie viel werden gewahlt?

n = Anzahl gezogener Objekte
k = gewunschte Haufigkeit

Erwartungswert der hypergeometrischen Verteilung:

E (X) =Nnzx* N
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Hypergeometrische Verteilung

In einer Urne sind 50 weil3e und 4 Schwarze Kugeln. Sie ziehen 6 zuféllige
Murmeln. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich daraunter eine
schwarze Murmel befindet? Wie lautet der Erwartungswert bei 6 Kugeln?

M=4,N=54n=6,k=1
Wahrscheinlichkeit:;

(z\g) (]XL :]l\j) _ GL) <564—_ 14) = 0,328 = 32,8

) (%)

Erwartungswert:
Tl*ﬁ= 6*§= 0,444
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Hypergeometrische Verteilung: Ubung

Eine Firma produziert Stifte und behauptet 3 Prozent der Stifte defekt sind. Sie
kaufen eine Stichprobe von 4 und stellen fest, dass 1 Stift defekt ist. Glauben

Sie dem Garantiversprechen der Firma?
(i) G )
k/\n—k

()

N=100;M=3:n=4; k=1
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Ubung Hypergeometrische Verteilung

In einer Kiste sind 20 schwarze und zwei weil3e Kugeln. Wenn Sie zwei Kugeln
ziehen, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich darunter eine schwarze
befindet?
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Hypergeometrische Verteilung Ubung

Ubung: Berrechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit fur 3:
0,1,2,3,4, 5 und 6 richtige

beim Lotto mit 6 aus 49
Zahlen. 4:

Losung 5:

0:

2:
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Geometrische Verteilung: Warten auf den ersten Erfolg

Die geometrische Verteilung fragt, wann tritt etwas das erste Mal auf?

Sie werfen einen Wurfel, wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim
zweiten Wurf die erste Sechs erscheint?

= P fur , Nicht 6” beim ersten Wurf + P fur ,6" beim zweiten Wurf

=5/6 *1/6 = ....

Verallgemeinert:
x =4 Wurfe
F(X|P) = (1- P)A(xM) * P
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Ubersicht: Wahrscheinlichkeitsmodelle

Wonach ist gefragt?

Diskrete Verteilung

P fur bestimmte Anzahl? | Binominialverteilung
Hypergeometrische
Verteilung
Wann etwas das erste Geometrische
Mal auftritt. Verteilung
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